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Fachteil

T == S

Die Zuverlassigkeit
in der schweizerischen
Landesvermessung

A. Carosio

Die Zuverlassigkeit ist die wichtigste Eigenschaft unserer Arbeit. Vor mehr als
zwanzig Jahren wurden die theoretischen Grundlagen geschaffen, um die Zuver-
lassigkeit quantitativ beurteilen zu kénnen. Aber erst in letzter Zeit konnten sich
die Methoden dank wirklichkeitsndheren mathematischen Modellen in der Praxis
durchsetzen. Im Rahmen eines Forschungsprojektes der ETHZ wurden in Zusam-
menarbeit mit der Landestopographie die Programme entwickelt, die heute in der
schweizerischen Landesvermessung eingesetzt werden.

La qualité premiére de notre travail réside dans sa fiabilité et dans la confiance
qu’il inspire. Il y a plus de vingt ans que nous avons élaboré les bases théoriques
nécessaires a I'appréciation quantifiée de cette fiabilité. Ce n’est cependant que
tous récemment que ces méthodes ont pu s’imposer dans la pratique, et ceci
gréce a des modéles mathématiques plus proches de la réalité que ceux d’autre-
fois.

C’est dans le cadre d’un projet de recherche de 'EPFZ que le programme (logiciel)
actuellement utilisé dans la mensuration nationale suisse a été développé en col-
laboration avec I'office topographique fédéral.

1. Einleitung

Der Begriff Zuverlassigkeit ist seit mehr als
zwei Jahrzehnten in der Geodasie be-
kannt und gehért zu den taglichen Sorgen
des Vermessungsingenieurs bei der Pla-
nung der Arbeit, bei welcher eine hinrei-
chende Uberbestimmung und wirksame

Standard fiir die Netzberechnungen dar-
stellt. Dadurch hat sich das neue Verfah-
ren allgemein durchgesetzt.

2. Gegenstand und Definition
der Zuverlassigkeit

Kontrollen seit jeher die Regeln der Kunst
sind. Die Zuverlassigkeit gibt Auskunft
Uber die Qualitat und Wirksamkeit dieser
Kontrollen. Zuverlassigkeitstheorien stam-
men aus den bekannten Publikationen
des hollandischen Professors W. Baarda
[Baarda 1968]. Ihm gelang zum ersten Mal
der Ubergang von den qualitativen Gedan-
ken zu quantitativen Lésungen.

Trotz bekannten Theoriegrundlagen ist es
wahrend langer Zeit nicht gelungen, die
Verfahren vollstndig in operationelle Vor-
schriften umzusetzen. Der Hauptgrund
liegt vor allem in der unglnstigen Test-
wahl, die bei der Theorieentwicklung ur-
springlich verwendet wurde. Der F-Test
der geschatzten Varianz ist bei grossen
Netzen zu wenig empfindlich.

In neuester Zeit wurden verschiedene
neue Alternativen vorgeschlagen, die zu
praxisgerechten und wirksam einsetzba-
ren Lésungen geflihrt haben.

Das im folgenden beschriebene Modell ist
das Ergebnis eines Forschungsprojektes,
das von der ETH finanziert und am Institut
fir Geodéasie und Photogrammetrie abge-
wickelt wurde. Das Bundesamt fiir Lan-
destopographie hat das Vorhaben tatkréaf-
tig unterstutzt. Die Methode wurde in die
Ausgleichungssoftware LTOP [Gubler
1989] integriert, die in der Schweiz einen
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Die Ausdriicke «Zuverlassigkeit» und «zu-
verlassig» werden in der Vermessung,
vom qualitativen Standpunkt aus, im glei-
chen Sinn wie in der Umgangssprache
verwendet, das heisst, mit der Bedeutung
von «vertrauenswirdig», «kontrolliert»,
«gicher». Etwas genauer ausgedriickt:
eine geodatische Arbeit ist zuverléssig,
wenn man in der Lage ist, allfallige Modell-
fehler zu entdecken.

Die Theorie von Baarda und die spéateren
Arbeiten haben den Ubergang vom Quali-
tativen zum Quantitativen geschafft. Man

kann heute das Zuverlassigkeitsniveau
zahlenmassig angeben.

Bevor man sich mit dem mathematischen
Teil beschaftigt, muss man eine Grund-
satzfrage beantworten [Carosio 1983]:
Was kann eigentlich zuverlassig oder un-
zuverlassig sein? Das heisst, was ist Ge-
genstand der Zuverlassigkeit.

Die Zuverlassigkeit ist eine Eigenschaft
der folgenden drei Elemente:

— Des geodatischen Netzes mit dem funk-
tionalen und dem stochastischen Mo-
dell, das heisst, der vorgesehenen Mes-
sungen und ihrer Genauigkeit.

— Der Alternativhypothese (beflrchtete
Fehler des Modells) mit den Anforderun-
gen an die Arbeit (Grosse der Fehler an
der Grenze des Annehmbaren).

— Des statistischen Tests, (inkl. Niveau o
des Fehlers erster Art), mit dem man
das Modell nach der Ausflihrung der
Messungen und Berechnungen testet.

Mit diesen Vorbemerkungen kann die Zu-
verlassigkeit folgendermassen definiert
werden:

Das Zusammenwirken der drei oben be-
schriebenen Elemente ist zuverlassig,
wenn der Test mit einer gentigenden Wahr-
scheinlichkeit (1-p) die Fehler des Mo-
dells, die an der Grenze des Annehmba-
ren liegen, anzeigt.

Man kann die Definition mit folgender Be-
merkung leichter interpretieren.

Die Zuverlassigkeit einer geodéatischen Ar-
beit kann nur geprift werden, wenn die fol-
genden Voraussetzungen erflllt sind:

— Man muss die geplanten Messungen
(Netzgeometrie) und die Instrumente
(Genauigkeit) festgelegt haben.

So kann man die gegenseitige Kontroll-
wirkung der Beobachtungen analysie-
ren.

— Man muss wissen, welche allfalligen
Modellfehler die Arbeit geféahrden kén-
nen und ab welcher Grdsse sie sich als
schéadlich auswirken.

Eine Sache ist, sich gegen einzelne
grobe Messfehler zu schiitzen. Anders

< Modell angenommen

Modell verworfen >

|

Flache = ov2

w-max

Abb. 1: Annahmebereich fiir die statistische Variable w;.
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< Modell angenommen

Modell verworfen

[

-2 1 ! 1 2 3 4
i
Abb. 2: Risiko eines Fehlers zweiter Art.
< Modell angenommen Modell verworfen >
i
l I | T
2 -1 3 4

Abb. 3: Dichte der Wahrscheinlichkeit der Variablen w und w*.

ist die Suche nach einem ausserge-
wohnlichen Konstruktionsfehler des In-
strumentes. Die Gefahr muss bekannt
sein.

— Man muss entschieden haben, welche
Rechenkontrollen (statistische Tests)
man einsetzen und mit welchen Tole-
ranzgrenzen man die Arbeit durchfiih-
ren wird.

Offensichtlich kann ohne Kontrolle der
Ergebnisse die beste Messanordnung
wenig helfen.

3. Die Losung fur die
Schweizerische Landesver-
messung

Die folgenden Hypothesen sind die Grund-
lagen des gewahlten Zuverlassigkeitsmo-
dells:

a) Die Messanordnung ist frei wahlbar.
Jede Kombination von Messungen ist
moglich  (Richtungen, Distanzen,
GPS, Nivellement usw.).

b) Die Berechnung erfolgt mit einer Aus-
gleichung nach der Methode der klein-
sten Quadrate. Ublicherweise werden
Lage- und Hoéhennetze getrennt aus-
geglichen, dies soll aber nicht zwin-
gend sein.

492

c) Die geodétische Arbeit muss zuverlas-
sig nur im Hinblick auf einzelne grobe
Messfehler (falsche Ablesungen, fal-
sche Zielung usw.) sein. Andere Mo-
dellfehler sind nicht vorgesehen, das
heisst, gegen systematische Instru-
mentenfehler oder ungenaue oder fal-
sche mathematische Beziehungen

SSSSE S

missen andere Schutzmassnahmen
getroffen werden (periodische Ei-

chung, sorgféltige Problemanalyse
usw.).
d) Die  Zuverlassigkeitsanforderungen

werden angegeben durch die grésste
Koordinatenverféalschung, die noch er-
tragen werden kann und durch die
Wahrscheinlichkeit  des Entgehens
eines solchen Fehlers. Diese Angaben
muissen vor Beginn der Arbeit vorlie-
gen. Fir die Landesvermessung (La-
gefixpunkte 1 und Héhenfixpunkte 1
nach der RAV-Terminologie [RAV 1986]
ist das Bundesamt flir Landestopogra-
phie zustandig. Es hat die zulassigen
Grenzen als interne Weisungen festge-
legt.

e) Die Ergebnisse der Ausgleichung sind
mit einem Test der standardisierten
Verbesserungen (w; = vj/a;) zu prifen.
Der Annahme- und Verwerfungsbe-
reich sind vor der Arbeit festzulegen. In
der Regel wird w-max 2.5 oder 3.0 ge-
wahlt (Risiko 1% oder 0.3% fir jede
einzelne Beobachtung).

4. Der Test der
standardisierten
Verbesserungen

Die Praktiker testen seit langem die Resul-
tate einer Ausgleichung, indem sie die Ver-
besserungen kontrollieren. Diese einfache
Methode konnte als Testverfahren fiir das
Zuverlassigkeitsmodell Gbernommen wer-
den. Man hat sie als statistischen Test for-
muliert. Die Verbesserungen sind Zufalls-
variablen (lineare Funktionen der Beob-
achtungen) mit Normalverteilung, Erwar-
tungswert = 0 und Standardabweichung

i s (if)
Ovi= Op- \/ Qw

500 m

5cm

Abb. 4: Einfluss der groben Fehler VI; auf die Koordinaten.

Mensuration, Photogrammétrie, Génie rural 9/92



Fachteil

o, ist die Standardabweichung der Ge-
wichtseinheit,

q{y das i-te Diagonalelement der Kofakto-
renmatrix der Verbesserungen.
Dividiert man die Verbesserungen durch
die entsprechenden o,;, so erhalt man die
standardisierten Verbesserungen.
V.
i

Wi =
Ovi

mit Normalverteilung, Erwartungswert = 0
und o,, = 1. Das Verhalten einer normalver-
teilten Grosse ist bekannt und man kann
Testgrenzen w;-max festlegen, mit wel-
chen nach der Ausgleichung die w; jeder
Messung geprift werden. Man wahlt z.B.
wi-max = 2.5, wenn man ein Risiko o =
1% fir jede Beobachtung in Kauf nimmt.

Der Test wird flr alle Beobachtungen wie-
derholt und wenn alle w; = w;-max sind,
wird das Modell angenommen, andern-
falls wird das Modell verworfen, und man
muss mit der Suche nach Fehlern begin-
nen.

Die genaue Wahrscheinlichkeit, dass man
im ganzen Netz mindestens einmal bei
richtigen Beobachtungen irrtimlicher-
weise auf Fehlersuche geht, wird fir die
Zuverlassigkeitsberechnung nicht beno-
tigt.

5. Die innere Zuverlassigkeit

Die Berechnung der Zuverlassigkeit findet
in einer zweiten Phase statt, in welcher
man die Empfindlichkeit des statistischen
Tests im Hinblick auf den beflirchteten Mo-
dellfehler pruft [Carosio 1990]. Dafir ana-
lysiert man den Einfluss jedes eventuellen
Modellfehlers auf die Testvariable, um zu
sehen, welche Auswirkungen sich be-
merkbar machen.

Als moglicher Modellfehler wird ein grober
Fehler an einer beliebigen Beobachtung
angenommen. Der gegenseitige Einfluss
von mehreren Fehlern des Modells wird
ausgeschlossen.

Falls bei der i-ten Messung ein grober Feh-
ler A vorhanden ist, wird die dazugehé-
rige standardisierte Verbesserung w; (Test-
variable) in w;* verandert. Da die w;* eben-
falls von den zufélligen Fehlern beeinflusst
werden, ist w;* auch eine Zufallsvariable
(normalverteilt mit Varianz 1). Der Erwar-
tungswert ist nicht mehr 0, er wird um den
groben Fehler Al; verschoben.

Derjenige Teil der Verteilung von w;*, der
sich im fruher festgelegten Annahmebe-
reich befindet, ist wichtig, denn er zeigt die
Wahrscheinlichkeit 5, dass die Realisie-
rung der Testvariable in den Annahmebe-
reich fallt, obwohl das Modell falsch ist. Es
handelt sich um das Risiko des Fehlers
zweiter Art. § kann mit der Funktion der
Normalverteilung berechnet werden.

Man kann den Einfluss eines groben Feh-
lers Al; der i-ten Messung auf die Variable
w; mit folgender Formel (fur unkorrelierte

Beobachtungen) berechnen [Linkwitz
1960]

Al (i)
5 =- __.q_:v)

Oyi q

9; ist das Zentrum der Normalverteilung
von w;*, wenn die entsprechende Mes-
sung durch einen groben Fehler Al; ver-
falscht wurde.

g und g sind die entsprechenden Dia-
gonalelemente der Kofaktorenmatrizen
der Verbesserungen und der Messungen.

Abb. 5: Der Zuverlassigkeitskreis.

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik 9/92

o) und oy; sind die Standardabweichung
(mittlerer Fehler) der Messung und der
Verbesserung.

Dabei gilt

\ / aw
Oyj = W'Gii

Wenn flr jede Beobachtung der grésste
noch unschéadliche grobe Fehler Al; be-
kannt ware, kdénnte man das entspre-
chende Risiko 5; berechnen und die Zuver-
lassigkeitsfrage (ist fi = p annehmbar),
beantworten. Da dies nicht der Fall ist,
kehrt man die Formulierung in gleicher
Weise um wie beim klassischen Zuverlas-
sigkeitsmodell von Baarda [Baarda 1968]
und man berechnet, wie gross der Fehler
Al; werden muss, damit das Risiko, dass
der Fehler entgeht nocht annehmbar ist.
Das annehmbare Risiko f ist vorzugeben
(z.B. p = 5%) und der so hergeleitete
grobe Fehler wird mit VI; bezeichnet. Man
spricht von inneren Zuverlassigkeitsindi-
katoren, welche fir jede Messung die
kleinsten groben Fehler angeben, die man
mit genlgender Wahrscheinlichkeit noch
entdecken kann.

6. Die Zuverlassigkeit der
Koordinaten (dussere
Zuverlassigkeit)

Die bisherigen Ausfihrungen hatten die
Berechnung der Zuverlassigkeit der ein-
zelnen Beobachtungen (innere Zuverlés-
sigkeitsindikatoren Vi) als Ziel.

Die Vermessungsarbeit bezweckt aber in
der Regel die Bestimmung von anderen
hergeleiteten Parametern (z.B. Koordina-
ten), die das eigentliche Resultat darstel-
len und in Zukunft wiederverwendet wer-
den. Fur die Anwender eines Vermes-
sungswerkes ist es letzten Endes irrele-
vant, wie gut die einzelnen Messungen
kontrolliert sind. Wichtig flr ihn ist zu wis-
sen, wie zuverlassig die Koordinaten (und
die anderen Parameter) sind.

Die unbekannten Parameter einer vermit-
telnden Ausgleichung werden mit der fol-
genden Formel berechnet:

X-Xg) = (a7PA) AP (1-15) = R (1-1,)

In dieser Formel repréasentiert der Vektor |
die Beobachtungen (Richtungen, Distan-
zen usw.), die Matrix A spiegelt die Geo-
metrie der Messanordnung wieder, wah-
rend die Matrix P die Messgenauigkeit an-
gibt. Die Matrizen A und P sind von vorn-
herein bekannt; zur Bestimmung des Vek-
tors | missen die Messungen durchge-
flhrt werden. In |, sind die Werte enthal-
ten, die die ausgeglichenen Messungen
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Abb. 6: Das Zuverlassigkeitsrechteck.

haben sollten, wenn die Naherungskoordi-
naten (und die anderen Naherungsbe-
kannten) X, fehlerfrei waren. Der Vektor X
enthalt schliesslich die Unbekannten
(Koordinaten, Orientierungsunbekannten
usw.).

Man kann dann den Einfluss auf die Koor-
dinaten jedes allfalligen groben Messfeh-
lers bestimmen, indem man, fur jeden Feh-
ler getrennt, den Einfluss einer Verfal-
schung VI, (innerer Zuverlassigkeitsindika-
tor der i-ten Beobachtung gemass Kap. 5)
auf die Koordinaten berechnet.

Wird der Vektor I-l, der vorherigen Formel
durch einen Vektor VI (i) ersetzt, welcher
ausser der i-ten Komponente (= VI;) lauter
Nullen enthalt, so kann der Einfluss eines
groben Fehlers VI; (der i-ten Beobachtung)
auf die Koordinaten aller Punkte ermittelt
werden.

Der Vektor VI (i) enthalt nur einen einzigen
Term ungleich Null, da man angenommen
hat, dass nur ein grober Fehler VI, aufs Mal
auftreten kann.

N= (ATPA)'1ATP “VI (i) =R - VI (i)

Dieser Einfluss wird durch die Verschie-
bungsvektoren Nja, Nig, ... der auszuglei-
chenden Punkte A, B, ... angegeben, de-
ren Koordinaten im Vektor N (Aya, AXa,
Ayg, Axg ...) enthalten sind. Natdrlich
ware es auch méglich, den Einfluss auf die
anderen Unbekannten (z.B. Orientie-
rungsunbekannte) zu berechnen.

Mit den (n-1) verbleibenden VI, kann ana-
log vorgegangen werden. Man erhalt so
flr jeden unbekannten Punkt ein Bindel
von n Vektoren. Wegen der Linearitat des
Gleichungssystems verursacht ein grober
Fehler von —VI; einen Vektor, der demjeni-
gen von + VI, entgegengesetzt ist. Jedem
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N;, i VI,
Ay 0
N. { B =R"- 0
1B AxB 0
0
— — _0 e
(u,l) (n,1)

zuséatzlichen Punkt entsprechen demzu-
folge 2 n Vektoren.

Selbstverstandlich gilt das, was bis jetzt
anhand von planimetrischen Beispielen
gezeigt wurde, analog auch fir die Héhen-
messung. In diesem Fall handelt es sich
jedoch um ein eindimensionales Problem,
bei welchem die Verschiebungsvektoren N
in Richtung der Z-Achse zeigen.

7. Darstellung der dusseren
Zuverlassigkeit

Alle beschriebenen Zuverlassigkeitsindi-
katoren werden erst brauchbar, wenn man
siein leichtinterpretierbare Form darstellt.
Die Indikatoren VI; der inneren Zuverlas-
sigkeit lassen sich am einfachsten in nu-
merischer Form in der Abrisstabelle dar-
stellen. Da zu jeder Beobachtung ein VI;-
Wert berechnet wird, muss dafur nur eine
zusatzliche Kolonne in der Tabelle vorge-
sehen werden.

Die Auswirkung der VI; auf die Koordinaten
(aussere Zuverlassigkeit) ergibt fur jeden
Punkt 2 n Vektoren. Eine tabellarische Dar-
stellung ist flr eine so grosse Anzahl
Werte nicht mehr sinnvoll. Auch eine gra-
phische Darstellung der 2 n Vektoren
scheint wenig geeignet, da Hunderte von

Vektoren ebenfalls schwer zu interpretie-
ren sind.

Es stellt sich die Frage, wie die grosse An-
zahl Vektoren mit mdglichst wenig Infor-
mationsverlust zusammengefasst werden
kann.

Fur die Anwendungen der Landesvermes-
sung sowie der amtlichen Vermessung
kénnen drei Losungsvarianten vorge-
schlagen werden:

Der Zuverlassigkeitskreis

Nach der Bestimmung der n Einflussvekto-
ren der einzelnen VI, (mit positiven Vorzei-
chen) bestimmt man flr jeden Punkt den
grossten Vektor, (Vy, Vx) unter den berech-
neten.

Der Kreis um den dazugehdrigen Neu-
punkt mit

Radius = \/ Vy2 + Vx2

enthalt alle anderen Einflussvektoren und
kann daher als guter Indikator flr die Zu-
verlassigkeit der Koordinaten betrachtet
werden.

Als Zusatzinformation kénnen die Num-
mern der Beobachtung, die fiir die Bestim-
mung des Kreisradius massgebend war
sowie die Richtung des gréssten Vektors
dienen.

Die Zuverlassigkeitskreise sind vom ver-
wendeten Koordinatensystem unabhén-

gig.

Die orientierten
Zuverléassigkeitsrechtecke

Die Zuverlassigkeitskreise erlauben nicht
mehr zu erkennen, ob die Vektoren der
Fehlereinflisse auf die Koordinaten eine
besondere Orientierung haben. Um die-
sen Nachteil zu beheben, kann man den
Kreis durch ein Rechteck ersetzen [Bur-
nand 1990]. Der grosste Vektor gibt die
Richtung der grossen Seite des Rech-
tecks (Azimut von NA) und dessen halbe
Lange (NA) an. Die kleine Seite des Rech-
tecks (halbe Lange NB) wird so bestimmt,
dass alle Vektoren der Fehlereinfliisse im
Rechteck enthalten sind. NB stammt von
dem Vektor mit der gréssten zu NA senk-
rechten Komponente.

Wie die Zuverlassigkeitskreise sind die
orientierten Rechtecke vom Koordinaten-
system unabhéangig.

Tabellarisch kénnen die Zuverlassigkeits-
rechtecke mit 3 Werten (NA, NB, Azimut
von NA) angegeben werden.

Die Beobachtungen, die fir die Bestim-
mung von NA bzw. NB massgebend wa-
ren, sollten mit dem Rechteck angegeben
werden. Dadurch wird die Beurteilung we-
sentlich erleichtert.

Die nach den Tragheitsachsen
orientierten Rechtecke

Es gibt Sonderfalle (mehrere gleiche Feh-
lereinflussvektoren), in welchen die Recht-
ecke, die nach dem gréssten Vektor orien-

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural 9/92
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Abb. 7: Das Zuverlassigkeitsrechteck kann nach den Tragheitsachsen der Fehler-

vektoren orientiert werden.

tiert sind, eine unstetige Funktion der Be-
obachtungen werden. Das heisst, dass
eine kleine Beobachtungsanderung zu ei-
ner sprunghaften Anderung der Orientie-
rung des Rechtecks fuhren kann.

Um diese Eigenschaft zu beseitigen, kann
man das Rechteck anstatt nach dem
grossten Vektor nach den Tragheitsach-
sen aller Fehlereinflussvektoren orientie-
ren [Wicki 1991]. Die halben Seitenlangen
sind dann so zu bestimmen, dass alle Vek-
toren im Rechteck enthalten sind.

Da die beflirchtete Unstetigkeit haupt-
sachlich in konstruierten Beispielen auftritt
(genau symmetrische Figuren), wurde
diese dritte Variante vorlaufig nicht weiter
verfolgt.

8. Die Anwendung der
Zuverlassigkeitsmodelle

Die Berechnung der in den vorhergehen-
den Kapiteln vorgestellten Zuverlassig-
keitsindikatoren ist ziemlich einfach, aber
die Wiederholung fir die Punkte eines Net-
zes und flir mehrere Varianten erfordert
trotzdem einen betrachtlichen Arbeitsauf-
wand.

Es ist also offensichtlich, dass die prakti-
sche Anwendung dieser Methoden an ei-
nen Computer (gross oder klein) gebun-

den ist, fir den man die entsprechenden
Programme beschaffen kann.

Das vorgestellte Modell wurde daher in
der Triangulationssoftware LTOP integriert
und den gegenwartigen Bedurfnissen an-
gepasst. Das Beobachtungssortiment von
LTOP wurde erweitert, damit GPS-Beob-
achtungen, absolute Koordinatenbeob-
achtungen usw. ebenfalls ausgeglichen
werden kénnen. Damit kénnen Koordina-
tenfehler ebenfalls als Beobachtungsfeh-
ler betrachtet werden (allerdings wird nur
eine Koordinate als moglicherweise fehler-
haft angenommen) und werden daher,
wenn auch n&herungsweise, in die Zuver-
lassigkeitsbetrachtung einbezogen.

Die bisherigen Erfahrungen [Vogel 1990]
haben gezeigt, dass sich vor allem die Zu-
verlassigkeitsrechtecke besonders gut be-
wahrt haben, und man wird sie mit Vorteil
als leicht interpretierbare Indikatoren flr
die Zuverlassigkeit geodatischer Arbeiten
einsetzen.
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