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Zur Erstellung des
stochastischen Modells bei
trigonometrischen Hohen-

netzen

H. Fréhlich, A. Grimm-Pitzinger, K.Hanke

Zur Erstellung des stochastischen Modells eines trigonometrischen Hohennetzes
werden die Varianzen der Beobachtungen in einen konstanten und einen entfer-
nungsabhangigen Teil zerlegt. Mit Hilfe der Varianzkomponentenschatzung ge-
lingt es, die Relation der beiden Komponenten aus dem Datenmaterial zu schét-
zen und dadurch das Ergebnis der Ausgleichung zu verbessern.

Pour élever un modeéle stochastique d’un réseau trigonométrique d’altitude, les
variances des observations sont divisées en un part constant et un part dépen-

dant des distances.

A l'aide de I'estimation des composantes des variances il réussit a préciser la re-
lation de les deux composantes a la base des données. Il en résulte une précision
supérieure lors des résultats de I'ajustement.

1. Einleitung

Die trigonometrische Hohenmessung hat
sich als zweites Hohenmessverfahren ne-
ben dem geometrischen Nivellement etab-
liert. Setzt man die weitgehende Elimina-
tion des Refraktionseinflusses durch die
Beobachtung von gleichzeitig-gegenseiti-
gen Zenitdistanzen voraus, werden damit
schon in ebener Topographie mit weniger
Aufwand einem technischen geometri-
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schen Nivellement gleichwertige Resul-
tate erzielt. Im Hochgebirge ist das geo-
metrische Nivellement nicht praktikabel
und die trigonometrische H6henmessung
verbleibt als einzige Préazisionsmethode
zur Bestimmung von Hoéhendifferenzen.
Die Verknipfung solcher Messelemente
zu Hohennetzen steigert die Genauigkeit
der errechneten Punkthdhen und bewirkt
Zuverlassigkeit ihrer Bestimmung.

Ein zentrales Problem bei der Auswertung
solcher Netze ist das Erstellen des stocha-
stischen Modells, etwa fur eine Ausglei-
chung vermittelnder Beobachtungen.
Diese a-priori Annahme soll die Genauig-
keitsverhaltnisse der unterschiedlich lan-
gen und steilen Visuren richtig beschrei-
ben. Die Angabe einer solchen, aligemein
gultigen Gewichtsformel fir derartige
Messungen im steilen Gelande ist wegen
der Vielzahl der die Beobachtungen beein-
flussenden Fehlerkomponenten wie Re-
fraktionsreste und Lotstérungseffekte nur
schwer mdglich.

Die Erstellung des stochastischen Modells
kann jedoch, dies soll in diesem Artikel ge-
zeigt werden, durch Anwendung der Va-
rianzkomponentenschatzung der konkre-
ten Situation angepasst werden. Grund-
lage ist die gedankliche Aufteilung der Be-
obachtungsvarianzen in zwei Komponen-
ten, etwa in einen konstanten und einen
mit dem Quadrat der Zielweite anwach-
senden Anteil. Ausgehend von einem sol-
chen Ansatz, werden iterativ Faktoren ge-
schatzt, welche die wahrscheinlichste Re-
lation zwischen den beiden Komponenten
festlegen. Es ist mit Hilfe der Varianzkom-
ponentenschatzung méglich, aus dem je-
weiligen, von groben Datenfehlern berei-
nigten Datensatz eine fir diesen glltige
Gewichtsformel zu berechnen. Dies flihrt
zu einer besseren Ausnitzung des Infor-
mationsgehalts der Messungen und in
weiterer Folge zu einer Verbesserung der
Ausgleichungsergebnisse.
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2. Lésungsansatz

Die Erstellung des stochastischen Modells
ist gleichbedeutend mit der Annahme der
Kovarianzmatrix D(y) des Beobachtungs-
vektors y:

D(y) = o?P-" (1)

Die Hauptdiagonale besteht aus den Va-
rianzen der Beobachtungen, die ausser-
halb davon stehenden Kovarianzen sind
ein Mass fur die Korrelation zwischen den
Messungen. Sie kann als Produkt der Va-
rianz der Gewichtseinheit 02 und der Inver-
sen der positiv definiten Gewichtsmatrix
der Beobachtungen dargestellt werden.
Letztere wird meist als Diagonalmatrix an-
genommen, was die Vermutung von unkor-
relierten Messungen bedeutet. Sie spie-
gelt die Genauigkeitsverhéaltnisse zwi-
schen den Messungen wieder. Die Varianz
der Gewichtseinheit wird oft anschaulich
als Varianzniveau bezeichnet. Sie wird a-
posteriori aus dem Datensatz geschatzt.
Diese Schétzung ist jedoch abhangig von
der Gestalt der Gewichtsmatrix. Sind in ihr
die Genauigkeitsrelationen nur ungenu-
gend beschrieben, so verursacht dies eine
mangelhafte Schétzung des Varianzni-
veaus.

Die Erstellung der Genauigkeitsrelation
kann durch eine Erweiterung des stocha-
stischen Modells unterstiitzt werden. Der
einfachste Fall eines firr das gesamte Mo-
dell geltenden Varianzniveaus (1) wird
durch die Einflihrung von mehreren, meist
zwei, Faktoren verfeinert.

02— 03, o ()

So ist es zum Beispiel sinnvoll, in Netzen
mit heterogenen Messdaten jeder Beob-
achtungsgruppe einen Varianzfaktor o?
zuzuordnen [Grimm-Pitzinger, Hanke].

Im vorliegenden trigonometrischen Ho-
hennetz wurden als Messgréssen Hohen-
unterschiede benutzt, die aus gleichzeitig-
gegenseitig gemessenen Zenitdistanzen
und einer Lageausgleichung entnomme-
nen horizontalen Seiten gerechnet wor-
den waren. Es liegt daher nur eine Gruppe
von gleichartigen Beobachtungen vor. In
diesem Fall kann die Modellverfeinerung
auf Grund einer Zerlegung der Varianzen
der Beobachtungen in zwei Komponen-
ten:

D(y) =02V, + a3V, ()

vorgenommen werden. Als Beispiel sei die
hier praktizierte Aufteilung in einen kon-
stanten und einen entfernungsabhangi-
gen Teil erwéahnt.

Durch die getrennte Schatzung der Va-
rianzniveaus der beiden Fehlerkomponen-
ten wird die gewichtsméassige Abstim-
mung zwischen Messungen mit verschie-
den langen Visuren verbessert. Mit Hilfe
der Varianzkomponentenschatzung wer-
den die beiden Kofaktorenmatrizen V, und
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Fachteil

V, (3) solange veréandert, bis die beiden
Varianzniveaus Ubereinstimmen.

3. Modell der Varianz-
komponentenschatzung

Zwischen den u’ Punkten eine Héhennet-
zes seien die n Hohenunterschiede h; tri-
gonometrisch beobachtet. Als Unbe-
kannte des Netzes werden die u (u =
u’—1) Hohen H der einzelnen Messpunkte
eingefuhrt. Das Festhalten der Hohe eines
Punktes dient der Einfachheit halber zur
Behebung des Rangdefektes (d = 1), hat
aber in den nachfolgenden Berechnungen
keinen Einfluss auf die Genauigkeit der
Beobachtungen.

Zerlegt man, um mit kleineren Grossen
rechnen zu kénnen, die Héhen H in einen
Né&herungswert H, und einen Zuschlag dH
(H = H, + dH), so ergeben sich die Fehler-
gleichungen ohne Linearisieren zu:

Uy = —dH, + dH; + (H, = H, = h) (4)
oder in Vektorschreibweise:
AH=h+v (5)

worin A die nxu Modellmatrix, H der ux1
Vektor der Unbekannten, h der nx 1 Beob-
achtungsvektor und v der nx 1 Fehlervek-
tor bedeuten. Der Fehlervektor v setze
sich nun aus den beiden nx1 unbekann-
ten und Messungen nicht zuganglichen
Fehlervektoren v, und v, zusammen; v, re-
préasentiert den konstanten und v, den ent-

fernungsabhangigen Fehler. Die zugehdri-
gen Kovarianzmatrizen D(v,) und D(v,)
lassen sich in der Form:

100
010 2
D‘V1)=G1°‘1 00 1 =0 Vq (5a)
#7100
27
D(v )—52a2 0r2" oV,  (5b)
2)=020%2| Or§* 2 V2

darstellen, o? und o3 als unbekannte Fak-
toren und o2 und o3 ihren bekannten Nahe-
rungswerten, z.B. Erfahrungswerte; r be-
deutet die Streckenlange zwischen den
Messungen i und j. Um das Modell még-
lichst flexibel zu gestalten, wird noch der
Exponent y eingefuihrt, der vom Anwender
vorzugeben ist.

Zur Berechnung der Varianzkomponenten
(Minimierungsproblem mit Nebenbedin-
gungen) benutzt Koch [Koch, 1980] eine
lokal beste quadratische invariante erwar-
tungstreue Schatzung.

Bezeichnen D(h) = X = 02V, + 02 V, die
Kovarianzen von h, =, ihre Naherung, H,
6% 6% die Schatzwerte von H, o2, 02, so er-
geben sich im Falle det(A’Z,A) # 0 und det
S # 0 die geschéatzten Varianzkomponen-
ten zu:

6=87"q (6)

mit:

6 = [05 &3] (7)

S = (Spur(WVWV)), q = (WWVWh), i,j = 1,2 (8)
2

W=39-37 ARZ{ A)TTASY, 5 =DV, 9

i=1

Um die Schatzwerte unabhangig von den
gewahlten Néherungen zu erhalten, wer-
den sukzessive die Schatzwerte so oft als
Naherungswerte eingeflihrt, bis die zuletzt
eingeflihrten Naherungswerte sich als
Schatzwerte ergeben.

Fur die Varianz der Schéatzwerte gilt:
V(6%) = 2s,, V(63) = 25,, mit: 7' = (s)).

Das Verfahren der Varianzkomponenten-
schatzung beansprucht bei der Anwen-
dung in umfangreichen geodatischen Net-
zen einen erheblichen Speicherplatz und
Rechenzeitbedarf. Durch Ausnutzen be-
stimmter Matrizeneigenschaften, wie Dia-
gonalstrukturen, Symmetrien sowie der
Elimination Uberflissiger Nullwertspeiche-
rungen und Nulloperationen lasst sich das
Verfahren auch auf datenintensive Pro-
jekte anwenden [Frohlich, Salzborn].

(10)

4. Varianzkomponenten-
schéatzung im Hohennetz
Kample

Beim Kraftwerk Kaunertal wurde zur perio-
dischen Uberwachung des im Bereich des
Druckschachtes liegenden Steilhangs ein
trigonometrisches HoOhennetz angelegt.
Es besteht aus zehn Punkten, die sich
Uber einen Hoéhenbereich von 870 m er-
strecken. Der grésste der 21 gemessenen
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Héhennetz Kample, Uberhéhungsfaktor 1.5

Hoéhenunterschiede betragt 680 m, die
steilste Zenitdistanz 64gon und die lang-
ste Visur 3,3 km.

Zur Ermittlung der in die Ausgleichung ein-
gehenden Hohenunterschiede wurden
gleichzeitig gemessene Zenitdistanzen
und aus einem Lageausgleich entnom-
mene horizontale Seiten verwendet.
Nach der Bereinigung von groben und sy-
stematischen Fehlern wurden die fiinf vor-
liegenden Epochen zu einem Gesamtmo-
dell mit 92 Messungen und 45 Unbekann-
ten vereinigt und zwangsfrei ausgegli-
chen. Zur Erstellung des stochastischen
Modells wurde die in Kapitel 2 beschrie-
bene Modellverfeinerung angewendet
und die Varianzkomponenten nach Formel
3 abgeschétzt. Die Aufteilung der Kova-
rianzmatrix der Beobachtungen erfolgte in
einen konstanten und in einen streckenab-
hangigen Anteil. Dieser Ansatz subsum-
miert im ersten Teil alle konstanten (d.h.
strecken- und hdéhenunterschiedsunab-
héngigen) Anteile der Beobachtungsva-
rianzen und im zweiten Teil streckenab-
hangige Komponenten wie z.B. Refrak-
tionsreste trotz gleichzeitig gegenseitig
gemessener Zenitdistanzen.

Mit den N&herungswerten:
o? =50und o3 =

wurden Berechnungen mit verschiedenen
Werten fur den Exponenten y durchge-
fahrt. Fur

y=2,

d.h. fiir den Ansatz einer vom Quadrat der
Strecke abhangigen Komponente, resul-
tierte nach zwei Iterationsschritten folgen-
des Ergebnis:

6% = 34.7, Varianz(6?) = 14.3

62 = 5.1, Varianz(63) = 2.7

Der Vergleich der geschatzten Varianz-
komponenten 6% und 62 mit ihren Stan-
dardabweichungen (Quadratwurzel aus
der Varianz) zeigt ihre Signifikanz und be-
statigt die Richtigkeit des Ansatzes. Alle
Versuche mit anderen Annahmen flr vy
brachten nichtsignifikante bzw. nicht kon-
vergierende Ergebnisse.

Die Varianzkomponentenschatzung ver-
bessert das Ergebnis der Ausgleichung.
Im folgenden werden die Resultate mit vor-
ausgegangener  Varianzkomponenten-
schatzung denen einer konventionellen
Ausgleichung mit nur einem Varianzfaktor
(1) und dem Gewichtsansatz:

_C
Pi‘?

gegenlbergestellt. Nachstehend sind die
Spur der geschatzten Kovarianzmatrix der
unbekannten Punkthohen und die durch-
schnittliche geschatzte Standardabwei-
chung der Punkthéhen gegentibergestellt.
Die Varianzkomponentenschatzung be-
wirkt ein Absinken der durchschnittlichen

Standardabweichung auf 75 % des Wertes
aus dem konventionellen Ausgleich.

mit VK-Schéatzung:
spurD(A) = 1562 mm?

Oym=5,9mm

ohne VK-Schatzung
spurD(H) = 2788 mm?
Gym =79 mMm

6yn -.-gemittelte Standardabweichung
der geschatzten Punkthéhen

Die geschatzten Punkthéhen unterschei-
den sich im Durchschnitt um 2 mm, maxi-
mal um 6 mm.
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