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Zur Erstellung des
stochastischen Modells bei
trigonometrischen Höhennetzen

H. Fröhlich, A. Grimm-Pitzinger, K. Hanke

Zur Erstellung des stochastischen Modells eines trigonometrischen Höhennetzes
werden die Varianzen der Beobachtungen in einen konstanten und einen
entfernungsabhängigen Teil zerlegt. Mit Hilfe der Varianzkomponentenschätzung
gelingt es, die Relation der beiden Komponenten aus dem Datenmaterial zu schätzen

und dadurch das Ergebnis der Ausgleichung zu verbessern.

Pour élever un modèle stochastique d'un réseau trigonométrique d'altitude, les
variances des observations sont divisées en un part constant et un part dépendant

des distances.
A l'aide de l'estimation des composantes des variances il réussit à préciser la
relation de les deux composantes à la base des données. II en résulte une précision
supérieure lors des résultats de l'ajustement.

1. Einleitung
Die trigonometrische Höhenmessung hat
sich als zweites Höhenmessverfahren
neben dem geometrischen Nivellement etabliert.

Setzt man die weitgehende Elimination

des Refraktionseinflusses durch die
Beobachtung von gleichzeitig-gegenseitigen

Zenitdistanzen voraus, werden damit
schon in ebener Topographie mit weniger
Aufwand einem technischen geometri¬

schen Nivellement gleichwertige Resultate

erzielt. Im Hochgebirge ist das
geometrische Nivellement nicht praktikabel
und die trigonometrische Höhenmessung
verbleibt als einzige Präzisionsmethode
zur Bestimmung von Höhendifferenzen.
Die Verknüpfung solcher Messelemente
zu Höhennetzen steigert die Genauigkeit
der errechneten Punkthöhen und bewirkt
Zuverlässigkeit ihrer Bestimmung.

Ein zentrales Problem bei der Auswertung
solcher Netze ist das Erstellen des
stochastischen Modells, etwa für eine Ausgleichung

vermittelnder Beobachtungen.
Diese a-priori Annahme soll die
Genauigkeitsverhältnisse der unterschiedlich
langen und steilen Visuren richtig beschreiben.

Die Angabe einer solchen, allgemein
gültigen Gewichtsformel für derartige
Messungen im steilen Gelände ist wegen
der Vielzahl der die Beobachtungen
beeinflussenden Fehlerkomponenten wie
Refraktionsreste und Lotstörungseffekte nur
schwer möglich.
Die Erstellung des stochastischen Modells
kann jedoch, dies soll in diesem Artikel
gezeigt werden, durch Anwendung der
Varianzkomponentenschätzung der konkreten

Situation angepasst werden. Grundlage

ist die gedankliche Aufteilung der
Beobachtungsvarianzen in zwei Komponenten,

etwa in einen konstanten und einen
mit dem Quadrat der Zielweite anwachsenden

Anteil. Ausgehend von einem
solchen Ansatz, werden iterativ Faktoren
geschätzt, welche die wahrscheinlichste
Relation zwischen den beiden Komponenten
festlegen. Es ist mit Hilfe der
Varianzkomponentenschätzung möglich, aus dem
jeweiligen, von groben Datenfehlern
bereinigten Datensatz eine für diesen gültige
Gewichtsformel zu berechnen. Dies führt
zu einer besseren Ausnützung des
Informationsgehalts der Messungen und in

weiterer Folge zu einer Verbesserung der
Ausgleichungsergebnisse.
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Fachteil
2. Lösungsansatz
Die Erstellung des stochastischen Modells
ist gleichbedeutend mit der Annahme der
Kovarianzmatrix D(y) des Beobachtungsvektors

y:

D(y) o2P- (1)

Die Hauptdiagonale besteht aus den
Varianzen der Beobachtungen, die ausserhalb

davon stehenden Kovarianzen sind
ein Mass für die Korrelation zwischen den
Messungen. Sie kann als Produkt der
Varianz der Gewichtseinheit o2 und der Inversen

der positiv definiten Gewichtsmatrix
der Beobachtungen dargestellt werden.
Letztere wird meist als Diagonalmatrix
angenommen, was die Vermutung von
unkorrelierten Messungen bedeutet. Sie spiegelt

die Genauigkeitsverhältnisse
zwischen den Messungen wieder. Die Varianz
der Gewichtseinheit wird oft anschaulich
als Varianzniveau bezeichnet. Sie wird a-
posteriori aus dem Datensatz geschätzt.
Diese Schätzung ist jedoch abhängig von
der Gestalt der Gewichtsmatrix. Sind in ihr
die Genauigkeitsrelationen nur ungenügend

beschrieben, so verursacht dies eine
mangelhafte Schätzung des Varianzniveaus.

Die Erstellung der Genauigkeitsrelation
kann durch eine Erweiterung des
stochastischen Modells unterstützt werden. Der
einfachste Fall eines für das gesamte Modell

geltenden Varianzniveaus (1) wird
durch die Einführung von mehreren, meist
zwei, Faktoren verfeinert.

(2)

So ist es zum Beispiel sinnvoll, in Netzen
mit heterogenen Messdaten jeder
Beobachtungsgruppe einen Varianzfaktor af
zuzuordnen [Grimm-Pitzinger, Hanke].
Im vorliegenden trigonometrischen
Höhennetz wurden als Messgrössen
Höhenunterschiede benutzt, die aus gleichzeitiggegenseitig

gemessenen Zenitdistanzen
und einer Lageausgleichung entnommenen

horizontalen Seiten gerechnet worden

waren. Es liegt daher nur eine Gruppe
von gleichartigen Beobachtungen vor. In

diesem Fall kann die Modellverfeinerung
auf Grund einer Zerlegung der Varianzen
der Beobachtungen in zwei Komponenten:

V2 (3) solange verändert, bis die beiden
Varianzniveaus übereinstimmen.

3. Modell der
Varianzkomponentenschätzung
Zwischen den u' Punkten eine Höhennetzes

seien die n Höhenunterschiede hy

trigonometrisch beobachtet. Als
Unbekannte des Netzes werden die u (u

u'-1) Höhen H der einzelnen Messpunkte
eingeführt. Das Festhalten der Höhe eines
Punktes dient der Einfachheit halber zur
Behebung des Rangdefektes (d 1), hat
aber in den nachfolgenden Berechnungen
keinen Einfluss auf die Genauigkeit der
Beobachtungen.
Zerlegt man, um mit kleineren Grössen
rechnen zu können, die Höhen H in einen
Näherungswert H0 und einen Zuschlag dH
(H H0 + dH), so ergeben sich die
Fehlergleichungen ohne Linearisieren zu:

vh{] -dH, + dH, + (H, - H, - h„) (4)

oder in Vektorschreibweise:

AH h + v (5)

worin A die nxu Modellmatrix, H der ux1
Vektor der Unbekannten, hdernxl
Beobachtungsvektor und v der nx1 Fehlervektor

bedeuten. Der Fehlervektor v setze
sich nun aus den beiden nx1 unbekannten

und Messungen nicht zugänglichen
Fehlervektoren v, und v2 zusammen; v,
repräsentiert den konstanten und v2 den ent-

ô S-1q

mit:

â [ô2, â2]

(6)

(7)

fernungsabhängigen Fehler. Die zugehörigen

Kovarianzmatrizen D(v,) und D(v2)
lassen sich in der Form:

Div,

(1 0 0...Ì
2

«1
0 1 0...
0 0 1

\ /

2

=0-1 Vi (5a)

D|v,

(#0 0..A

2

oc2

Or^O...
OOr'x. T2V2 (5b)

V /

darstellen, o2 und o| als unbekannte
Faktoren und a2 und a| ihren bekannten
Näherungswerten, z.B. Erfahrungswerte; r

bedeutet die Streckenlänge zwischen den

Messungen i und j. Um das Modell
möglichst flexibel zu gestalten, wird noch der
Exponent y eingeführt, der vom Anwender
vorzugeben ist.
Zur Berechnung der Varianzkomponenten
(Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen)

benutzt Koch [Koch, 1980] eine
lokal beste quadratische invariante
erwartungstreue Schätzung.
Bezeichnen D(h) 2 o2 V, + o\ V2 die
Kovarianzen von h, 20 ihre Näherung, H,

ô2, ôf die Schätzwerte von H, o2 of, so
ergeben sich im Falle det(A'20A) + 0 und det
S ^ 0 die geschätzten Varianzkomponenten

zu:

D(y) o2V1+o|V2 (3)

S (Spur(WViWVj)), q (h'WV.Wh), i,j 1,2

W 2"' -2-J A(A2-^ A)"1 A'2-^, 20 =£ V,

i=i
Um die Schätzwerte unabhängig von den
gewählten Näherungen zu erhalten, werden

sukzessive die Schätzwerte so oft als
Näherungswerte eingeführt, bis die zuletzt
eingeführten Näherungswerte sich als
Schätzwerte ergeben.

Für die Varianz der Schätzwerte gilt:

V(ô2) 2s,,, V(ôf) 2s22, mit: S1 (s,).

(8)

0)

(10)

vorgenommen werden. Als Beispiel sei die
hier praktizierte Aufteilung in einen
konstanten und einen entfernungsabhängigen

Teil erwähnt.
Durch die getrennte Schätzung der
Varianzniveaus der beiden Fehlerkomponenten

wird die gewichtsmässige Abstimmung

zwischen Messungen mit verschieden

langen Visuren verbessert. Mit Hilfe
der Varianzkomponentenschätzung werden

die beiden Kofaktorenmatrizen V, und

Das Verfahren der Varianzkomponentenschätzung

beansprucht bei der Anwendung

in umfangreichen geodätischen Netzen

einen erheblichen Speicherplatz und
Rechenzeitbedarf. Durch Ausnutzen
bestimmter Matrizeneigenschaften, wie
Diagonalstrukturen, Symmetrien sowie der
Elimination überflüssiger Nullwertspeicherungen

und Nulloperationen lässt sich das
Verfahren auch auf datenintensive
Projekte anwenden [Fröhlich, Salzborn].

4. Varianzkomponentenschätzung

im Höhennetz
Kample
Beim Kraftwerk Kaunertal wurde zur
periodischen Überwachung des im Bereich des
Druckschachtes liegenden Steilhangs ein
trigonometrisches Höhennetz angelegt.
Es besteht aus zehn Punkten, die sich
über einen Höhenbereich von 870 m
erstrecken. Der grösste der 21 gemessenen
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Partie rédactionnelle
Standardabweichung auf 75% des Wertes
aus dem konventionellen Ausgleich.

Höhennetz Kample, Überhöhungsfaktor 1.5

Höhenunterschiede beträgt 680 m, die
steilste Zenitdistanz 64gon und die längste

Visur 3,3 km.

Zur Ermittlung der in die Ausgleichung
eingehenden Höhenunterschiede wurden
gleichzeitig gemessene Zenitdistanzen
und aus einem Lageausgleich entnommene

horizontale Seiten verwendet.
Nach der Bereinigung von groben und
systematischen Fehlern wurden die fünf
vorliegenden Epochen zu einem Gesamtmodell

mit 92 Messungen und 45 Unbekannten

vereinigt und zwangsfrei ausgeglichen.

Zur Erstellung des stochastischen
Modells wurde die in Kapitel 2 beschriebene

Modellverfeinerung angewendet
und die Varianzkomponenten nach Formel
3 abgeschätzt. Die Aufteilung der
Kovarianzmatrix der Beobachtungen erfolgte in
einen konstanten und in einen streckenabhängigen

Anteil. Dieser Ansatz subsum-
miert im ersten Teil alle konstanten (d.h.
strecken- und höhenunterschiedsunabhängigen)

Anteile der Beobachtungsvarianzen

und im zweiten Teil streckenabhängige

Komponenten wie z.B.
Refraktionsreste trotz gleichzeitig gegenseitig
gemessener Zenitdistanzen.

Mit den Näherungswerten:

a2 50 und af 5

wurden Berechnungen mit verschiedenen
Werten für den Exponenten y durchgeführt.

Für

Y 2,

d.h. für den Ansatz einer vom Quadrat der
Strecke abhängigen Komponente, resultierte

nach zwei Iterationsschritten folgendes

Ergebnis:

ô2 34.7, Varianz(ô2) 14.3

2.7i% 5.1, Varianz(ôf)

Der Vergleich der geschätzten
Varianzkomponenten ôf und ôf mit ihren
Standardabweichungen (Quadratwurzel aus
der Varianz) zeigt ihre Signifikanz und
bestätigt die Richtigkeit des Ansatzes. Alle
Versuche mit anderen Annahmen für y
brachten nichtsignifikante bzw. nicht
konvergierende Ergebnisse.
Die Varianzkomponentenschätzung
verbessert das Ergebnis der Ausgleichung.
Im folgenden werden die Resultate mit

vorausgegangener Varianzkomponentenschätzung

denen einer konventionellen
Ausgleichung mit nur einem Varianzfaktor
(1) und dem Gewichtsansatz:

c

p'=sT

gegenübergestellt. Nachstehend sind die

Spur der geschätzten Kovarianzmatrix der
unbekannten Punkthöhen und die
durchschnittliche geschätzte Standardabweichung

der Punkthöhen gegenübergestellt.
Die Varianzkomponentenschätzung
bewirkt ein Absinken der durchschnittlichen

mitVK-Schätzung:

spurD(H) 1562mm2
ôHm 5,9 mm

ohne VK-Schätzung

spurD(H) 2788 mm2

°H.m 7'9 mm

ôHm .gemittelte Standardabweichung
der geschätzten Punkthöhen

Die geschätzten Punkthöhen unterscheiden

sich im Durchschnitt um 2 mm, maximal

um 6 mm.
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