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den, das terrestrische Netz verbesserten,
besonders in der Hohe, bei den Einfre-
quenzlésungen auch deutlich in der Lage.
Warum das so ist, im Hinblick auch darauf,
dass keine aktuellen meteorologischen
Daten, sondern nur tropospharische Stan-
dardmodelle verwendet wurden, muss
weiteren Untersuchungen vorbehalten
bleiben.

Dank

Der Autor fiihlt sich Herrn Professor Con-
zett zu Dank verpflichtet, weil dieser ihn
durch sein Interesse an der Varianzkompo-
nenten-Schatzung angeregt hat, nach An-
wendungen zu suchen, bei denen die Vor-
teile dieses Schéatzverfahrens besonders
deutlich zutagetreten. Nicht zuletzt dieser
Suche ist die vorliegende Arbeit zu verdan-
ken. Dank sei ferner Herrn Dr. A. Kleus-
berg und Herrn Prof. Dr. D. Wells der Uni-
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versity of New Brunswick gesagt, die das
Programm DIPOP und ihren reichen Er-
fahrungsschatz bei der Auswertung der
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wie Herrn Dipl.-Ing. W. Oswald, der die Be-
rechnungen in den Vergleichsmodellen
durchfihrte.
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Netzweise Punkteinschaltung
mit funktional modelliertem

Zwang

H. Wolf

Bei vielen Punkteinschaltungen treten in den Koordinaten der Festpunkte neben
Zufallsfehlern auch noch funktional variierende Deformationsanteile mehr oder
weniger deutlich auf, deren Parameter zusammen mit der Punktausgleichung zu
schéatzen sind. Es wird gezeigt, wie dabei mittels Minimierung die zweckmassigste
Deformationsfunktion aufgefunden werden kann. Ein Beispiel erlautert die einzel-

nen Rechenschritte.

Pour nombre de rattachements de points dans un systéme existant, les coordon-
nées des points fixes sont influencées non seulement par des erreurs aléatoires,
mais aussi, et de maniére plus ou moins importante, par des déformations dont
les paramétres sont a évaluer simultanément a la compensation. On montre com-
ment, a 'aide des moindres carrés, la fonction de déformation la mieux adaptée
peut étre trouvée. Un exemple explique les différentes étapes du calcul.

Wie man weiss, zeigen sich in geodati-
schen Netzen nicht selten auffallende De-
formationen und Stérungen, die einen
ausgesprochen funktionalen, also nicht-
stochastischen Charakter aufweisen. Im
deutschen Triangulationsnetz beispiels-
weise sind dies weniger das bekannte ost-
westliche Massstabsgefalle im Nordteil
des Netzes oder die deutliche Verdrehung
des Sudteils gegen den Nordteil, als viel-
mehr gewisse stéarkere Stérungen in mehr

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, 7/88

lokalen Bereichen, vor allem langs von
«Nahten». Die Ursachen hierfur liegen in
der speziellen Entstehungsweise des Net-
zes, in unvorteilhaften Konfigurationen,
zusammen mit ungeeigneten Berech-
nungs- und Ausgleichungsvorgangen.

Bei Netzverdichtungen und Punktein-
schaltungen in solch einem Netz wurde
seither auf diese funktional zu beschrei-
benden Stérungen wenig Ricksicht ge-
nommen: Es wurden die Fehler der tber-

geordneten Festpunkte entweder voéllig
ignoriert, oder wenn sie in Rechnung ge-
stellt wurden, so wurde ihnen ein rein sto-
chastisches, also zufallsbedingtes Verhal-
ten zugeschrieben und die Beigabe von
entsprechenden Kovarianzmatrizen als
ausreichend angesehen.

In Wirklichkeit aber tGberlagern sich funk-
tional-variierende Netzdeformationen mit
stochastisch streuenden Festpunkisfeh-
lern. Das hat notwendigerweise zur Folge,
dass bei einer Einschaltung ausser den
Residuen vg (fur die Festpunkte), die stati-
stisch vielfach als «Zufallsparameter» mit
dem Erwartungswert

E{ve}=0

interpretiert werden, auch noch «feste»
Parameter y zu bestimmen sind, welche
die Deformationsfunktionen determini-
stisch approximieren.

1. Das Modell

Wird die Punkteinschaltung nach vermit-
telnden Beobachtungen, d.h. nach dem
Gauss-Markov-Modell vorgenommen, so
gelte fur den Erwartungsvektor der n Be-
obachtungen I

_ 2 .

E{l} = AX, mit D(l) = 5, P 'und det P # 0,
(1)

worin X der Koordinatenvektor in einem
deformationsfreien Koordinatensystem, A
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die zugehdrige (n,u)-Koeffizientenmatrix,
sowie D(l) die (n,n)-Dispersions- bzw. P
die (n,n)-Gewichtsmatrix der |, und 0,2 die
Varianz der Gewichtseinheit sind. Die im
jeweiligen Landessystem gegebenen, mit
Deformationen behafteten Koordinaten x
seien mit den X durch die Transformations-
gleichung
X =X+ Gy (2a)
verbunden, so dass fiir kleine Anderungen
OX bzw. ox gilt:

3x = 8x + Gy (2b)

-
woriny =[1n, Ny, ... Ny,]

der Vektor der v Deformationsparameter
ist und G die zugehdrige Koeffizientenma-
trix. Sind in v die n Fehler der | enthalten,
so wird —im Falle linearer Relationen — aus
(1) und (2a):

E{l} =1+v=A(x+Gy) = Ax + AGy = Ax

worin B = AG

Bedeuten nun xg die ug Koordinaten der
Fest-, und xy die uy Koordinaten der Neu-
punkte, so wird mit

T
X = [xl, xL] und A=[AF, Ay\]:

+ By,

2
D(X¢) =6, PF unddetPg#0 (8)
behandelt. Sind mit x = x° + 6x (und ent-
sprechender Linearisierung) die 0Xg dXy,
y, V die Schatzwerte der dxg Oxy, y und v,
so bestehen dann 2 Systeme von Fehler-
gleichungen, namlich nach (6):

V=Ar5xp+Aydxy+ By -1° (9a)
wobei1°= I -AFxg-Ang, und <xg= XE
sowie QF=5;F+GF)A/ . (9b)

In diesen Vg kommen die zufalligen Fest-
punktfehler zum Ausdruck. Dann folgen
aus

T ;
Q=vTPv+vFPFvF=m|n (10)

@)

I+ V=AF(XF+GFV) +AN(XN+GNV) =AFXF+ ANxN+ By

worin hier B=A G =AFGF+ ANGN= BF+ BN

so dass die Fehlergleichungen
V=AFXF+ANXN+ By'l (6)

mit der Gewichtsmatrix P, vgl. (1), resultie-
ren. Was die Form der Flachengleichung
Gy in (2a) anlangt, so wird es sich in der
Regel um ein Polynommodell in (x,y) han-
deln, wobei die Koordinatenwerte von ei-
nem beliebigen, im (oder am) Vermes-
sungsgebiet liegenden Nullpunkt (X,,Y,)
gezahlt werden kénnen, mit

X-Xg=X",und y-yo=y’ (7)

2. Parameterschatzung

Je nach der Rolle, die man den Koordina-
ten xg der Festpunkte zuweisen will, erge-
ben sich mehrere unterschiedliche L&-
sungsformen:

2.1 Die dynamische Lésung

Hierbei werden alle xg als stochastische
und daher verbesserungsbediirftige Varia-
ble mit den Anderungen xg und der Di-
spersionsmatrix
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die nachstehenden Normalgleichungen:

ten bewirkt, was bei einer Punkteinschal-
tung nicht zur Diskussion steht. Die Auflé-
sung von (11) ergibt dann die gesuchten
OX, OXy, V.

2.2 Die quasi-dynamische Lésung

Die Bericksichtigung der zufalligen (korre-
lierten) Festpunktsfehler P! geschieht
hier so, dass man diese nach dem Fehler-
fortpflanzungsgesetz von den xg auf die |
Ubertragt, vgl. Hopcke (1980), S. 106, und
dann die zufalligen (korrelierten) Mes-
sungsfehler P=' um diesen Einfluss, d.h.

A, T
um AgPgAg,
vergréssert, womit sodann

J E —-1
P +AP A[=P (13)

P wird nun als Gewichtsmatrix den um
AROXg verkirzten Fehlergleichungen

v =Aydxy+By-1° (14)

beigegeben. Aus VTPV = min folgen die
Normalgleichungen

ALPAy, AuPB|[axy| [AN]_ o
=1l ~ |=[aT|P)

. B'PB B
(15)

die nach 0%y und y aufzulésen sind.

Von Wolf[1983] ist bewiesen worden, dass
dieses Verfahren im Falle nichtvorhande-

—~ T
Mep, Mgy, Mgy S)ff A$
- »Myn, Myy [] 3%n|-] An|PI=0, (11)
« s My, y BT
worin
T T
MFF=AFPAF+ PF s MNN =ANPAN
T T
Men=ApPAy , My, =A\PB (12)

Mp,=AfPB +P:Gp

Vollen Spaltenrang der Matrix

Ar A\, B I :

[ I .0, GF] , | = Einheitsmatrix
vorausgesetzt, braucht eine freie Ausglei-
chung, vgl. Papo [1985] und Koch/Papo
[1985] hier nicht durchgefiihrt zu werden,
zumal diese eine Anfelderung an die — will-
kurlich wahlbaren — N&herungs-Koordina-

T T
5 Myy =B PB+GFPFGF .

ner Deformationen zu genau denselben
Neupunktskoordinaten Xy, fiihrt wie die dy-
namische Losung. Allerdings unterschei-
den sich die ausgeglichenen Beobachtun-
gen (I4+V)=1 der dynamischen Lésung von
den ausgeglichenen Beobachtungen
(I+v)=I der quasi-dynamischen L&sung,
und zwar in den randlichen, den Festpunk-
ten anliegenden Dreiecken [vgl. Wolf
1984], (Abb. 1).

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural, 7/88



Diese Diskrepanz der 1 gegen die I tritt ib-
rigens auch innerhalb der dynamischen
Lésung zutage, wenn man nach Bestim-
mung der 8% nicht die (Xg+0Xg)=Xg als
definitive Festpunktkoordinaten ansieht,
sondern statt dessen wieder zu den an-
fangs gegebenen Festpunktskoordinaten
zurlckkehrt und diese xg als definitiv er-
klart. Denn es ist Apd&g=1-1.

2.3 Ein Sonderfall: Die hierarchische
Lésung

Nimmt man an, es wirden in den Fehlern
der Festpunkte die deterministisch-funk-
tionalen Anteile so stark Uber die stocha-
stisch-zufélligen dominieren, dass diese
dagegen verschwinden, so lasst sich dies
formal dadurch ausdriicken, dass das Ge-
wicht P Uber alle Grenzen wéchst — we-
gen der vorausgesetzten Kleinheit der zu-
falligen Festpunktsfehler. Dann gehen die
Residuen v in denen diese zufalligen An-
teile zum Ausdruck kommen, gegen Null.
Aus (9b) folgt mit V=0 dann

SXp=-Gry (16)

Dies in (9a) eingesetzt, liefert

V=A\SXy-ArG Y + (Br+By)y

oder v=Aydxy-Byy-1°, Gewichtsmatrix = P

ist G dabei ein solcher linearer Ausdruck in
(x, y), dass Spalten von By proportional zu
denen von A werden, so ist § unbestimmt
— vieldeutig, so dass auch der Fall y=0
eine Losung darstellt.

Damit ist eine neue Interpretation der klas-
sischen «hierarchischen» Ldsung gewon-
nen, welche sich durch die Fehlergleichun-
gen

v=Ayxy-1°, GewichtP (18)

ausdriickt: Deren Anwendung ist dann ge-
rechtfertigt, wenn die Festpunktsfehler
Uberwiegend deterministisch-funktionalen
Charakter besitzen und sich in erster Ap-
proximation linear verhalten: Dann ist die
rein stochastische Behandlungsweise der
Festpunkisfehler (als korrelierte Zufalls-
gréssen) fehl am Platz.

3. Auffindung der
zweckmassigsten
Deformationsfunktion

Man kann zeigen [Wolf 1988], dass durch
die Einfhrung von Zusatzparametern —
hier y — immer eine Verringerung des Wer-
tes von Q eintreten muss. Mithin wird man
bei der Entscheidung tber die Form von
Gy jenes System bevorzugen, welches

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, 7/88
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(mit Q) den Kleinstwert in der Varianz
62=Q/f erbringt, wobei f die Anzahl der
Freiheitsgrade angibt. (Es muss namlich
nicht notwendig jede Verringerung von €
auch eine Verringerung von &, erbringen,
wegen der wechselnden Freiheitsgrade:
6, kann —im Gegenteil —u.U. sogar wieder
ansteigen bei der Hinzunahme weiterer y-
Parameter. Daher darf nicht Q, sondern es
muss 6, zum Kriterium genommen wer-
den.) Dabei wurde die folgende Strategie
als angemessen und praktikabel gefun-
den, da man sich bei konstantem f auch
auf die Anderungen in Q beziehen kann:

—1) Man fuhre eine herkémmliche Aus-
gleichung ohne Deformationspara-
meter y aus.

Den dabei sich zeigenden Residuen
V, unterlege man der Reihe nach
einige plausible funktionale Terme
By° und bestimme — ohne Gewichte

— die kleinste Quadratsumme Q_ der

0
e =vy+By

; T T To,0 T
mit Q_ =(e €)min=VoVo-VoBY =(VoVo-

0
-1

(17)

wenn v, die Anzahl der Elemente im je-
weils gewahlten Vektor y° angibt. Es kann
somit €2, sogleich Uber den Gaussschen
Algorithmus beim Auflésen von

B'By’-B'v,=0

T
. +VOV0=Qe

gewonnen werden, ohne y° explizit auszu-
rechnen. Dasjenige Funktionensystem,
das den gréssten Anderungsbetrag

4.3 Stochastisches Modell

T T T
AQ . =VqVo-(e €)min=VoVo-£2 (20)

liefert, wird dann der abschliessenden
Ausgleichung zu Grunde gelegt.

4. Ein Beispiel

Zur Demonstration wird ein (syntheti-
sches) Beispiel vorgefiihrt. Aus Grinden
der Ubersichtlichkeit wird ein Netz klein-
ster Parameterzahl gewahilt, d.h. eine Ein-
zelpunkteinschaltung, und zwar auf Grund
von 4 gemessenen Strecken sy, Sy, ..., Sy
zwischen dem Neupunkt N und den Fest-
punkten Fy, Fy, ..., F4. Dabei wird das qua-
sidynamische Modell (14) zu Grunde ge-
legt.

(19a)

Vo) » (19b)

41 Gegebene und gendherte
Koordinaten

a) Festpunktskoordinaten xg:
Fy: Xg = 34382,28; yp = 95 515,11

Fo: 29190,68 90 336,25
Fa: 30908,44 87 373,03
Fy: 33834,88 89 733,17

b) genaherte Neupunktskoordinaten xg:
N: xg = 30 505,41; y§ = 90 119,45

4.2 Gemessene Strecken s
sy = F4N = 6 644,03 m
s, = F,N =1332,50m
s3=F;N=277577m
sy =F,N=335165m

a) D(s)=P " =diag[0,01;0,01;0,01;0,01] [dm’],

X4 Y1 X2 Yo X3 Y3 X4 Ya
+0,10 -0,04 -0,02 +0,01 0 0 0 0
b) +0,08 -0,03 -0,01 0 0 0 0
] +0,09 +0,02 0 0 0 0
D(xg) =Pf = +0,11 0 0 0 0 i
+0,08 40,05 0 0 [di ]
+0,07 0 0
+0,10 +0,03
+0,07
391
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4.4 Die herkommliche Ausgleichung ohne Deformationen (in Prozenten von v,Tv,)
: ~0 9 Hiernach bringt das 1. System mit
a) Fehlergleichungen: vo=Aydxy -1, mit
0 T ' T
" =[+0,1;-0,1;+0,6 ; +1,5] dm, und mit i=1,2,....4: Gi=[..,%,0,.] ,yi=n4
T |, Xn-Xi)/S; , .. e i :
An= E N_ ';/ : ]=[:8§$; 3091853 +%19‘;%+8$?2 (21)  die starkste Verringerung von v, v,,. Daher
e YN YIRS o v ' PRI TREEE wird in der abschliessenden Ausgleichung

die Deformationsfunktion G,y zu Grunde

1 gelegt.
b) Formal-Gewichte: P = (P "'+ ArPF A}) | vgl. (13):

4.6 Die Ausgleichung mit Defor-

+90,38 ; -34,99; 0; 0 mationen
P- .. +24,30; 0 ; 0 [dm?]
- +17,86 ; 0 Fehlergleichungen:
+10,75 v=AyNxy+B,y;-1°, Gewicht: P,
N Iglei ; ;
& Normalgleishungsn, vl (15) wobei die Elemente von Ay aus (21) und
g die von B4 aus (22) zu entnehmen sind.
S Die Normalgleichungen nach (15) lauten
+105,81 ; +59,87 N " 30,73 -0 dann:
; +68,59 [ | 50 324 |7
YN
Xy
0 0 105,808 ; +59,875 ; -17,507 || _ 30,733
woraus: dxy=-0,627 dm ; dyy=+0,594 dm , Q= 11,272 +68,587 ; -11,594 (| dyn|+| -8,242 |=V ,
¥ T +4,148 || ~ -7,468
und damit v, =[+0,217; +0,616; -0,080; +0,809] ' [dm] , M4

-
sodaBvovo=1,087. woraus dx = -0,227 dm; 8y = +0,735 dm, Q = 1,463.

4.5 Analyse der v, auf mogliche Die Matrizen AFGg+A\Gy=B lauten in
Deformationen den 4 Systemen:

Als diskutable Formen der systematischen
Deformation werden den v, die nachste- im 1. System im 2. System im 3. System im 4. System

henden Funktionsansatze unterlegt, wo- .0.226 .0.156 -0.334 .0.664

bei die x, y;, vgl. (7), von dem Bezug- 0.1 -0.022 0007 A

Spurkt (x, = 20 000,00; Yo = 8700000) | 'ace a2 "0.040 o @2)
?(L)lsk;a:hlen, genommen in Einheiten von je 0,331 0210 +0.010 -0.335

0 ,
1. System:Gym; mit Gy=[..., x;, 0, ...]-r
2

B ' T
2. System: G,n, mit G,=1[... , (xi) g O 5 i)

0 "
3.8ystem: Gang mit Gy=[..., 0, X;y;, ...]T

0 : .
4.System: Gym, mit G4=[... , X, y;, ...]T
Das 4. System bringt eine blosse Mass-
stabsénderung der Koordinaten um den
Faktor (14+mn3) zum Ausdruck. Dabei sind
die Auswirkungen auf die Fehlergleichun- Berechnet man hiermit nach GI.(20) die
gen Anderungen AQ, von v,v, = 1,087, so er-
2 0 halt man die folgenden Werte:
(AFGF+ANGN)T]4= B4T]4 .
“genau dieselben, wie wenn man die Strek-
ken s mit der Massstabsunbekannten im 1. System im 2. System im 3. System im 4. System
(1—=m3) multiplizieren wiirde (und daftr die
Korrdinaten ungeandert belésst.) Der Ein- AQ = 0,884 0,684 0,030 0,348
fluss einer Rotation bzw. einer Translation ¢
ist jedoch gleich Null. = 81% 63% 3% 32%

392 Mensuration, Photogrammétrie, Génie rural, 7/88
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4.7 Vergleich der Ergebnisse, Genauigkeiten

Es waren erhalten worden:

ohne mit
Deformations- | Deformations- Differenz
berick- berick-
sichtigung sichtigung
Koordinaten: dXy —6,3¢cm —-2,3cm —4,0cm
YN +6,0 +74 -14
Deformation: 1, — +2,90 —
Verbess.-Quadratsumme Q 11,272 1,463 9,809
(= 870/0)
Die Genauigkeitsberechnung ergab:
Anzahl der Freiheitsgrade: f 2 1 1
Varianz 6,2 der Gewichtseinheit 5,636 1,463 -4173
Koordinaten-Kofaktoren: Qy xn 1,87 3,50 +1,63
Qynyn 2,88 3,08 +0,20
Deformations-Kofaktor: Q11 . 0,855 —
Standardabweichungen:
a) der Gewichtseinheit: 6, +2,37 +1,21
b) der gemessenen
Strecken: &g +2,4cm +1,2cm
c) der Neupunkts-
koordinaten: G,y +3,2cm +2,3cm
6yN +4,0cm +21cm
d) des Deformations-
parameters: 6,4 — +1,12
Mittlerer Punktfehler nach Helmert +5,2¢cm +3,1cm
(= Lange der Hauptachsen-
diagonale der Standardfehler-
ellipse)

5. Schluss

Die erhaltenen Ergebnisse zeigen, dass
sich die Einfuhrung des Deformationspa-
rameters 4 gelohnt hat: Die Standardab-

weichung G5 einer der gemessenen Strek-
ken a posteriori ist dadurch von 2,4 cm
auf +1,2 cm zurlickgegangen und hat da-
mit fast den a priori geschéatzten Wert o4 =

+1,0 cm erreicht. Obwohl durch die Ein-
fihrung von v, die Koordinaten-Kofakto-
ren angestiegen sind, ist durch das Zu-
rickgehen der Standardabweichung 6, fur
die Gewichtseinheit (gleichfalls von
+2,4cm auf £1,2 cm) im ganzen doch
eine Verringerung der Koordinaten-Stan-
dardabweichungen eingetreten: Der mitt-
lere Punktfehler ist auf 60% seines Wertes
ohne Deformationsbertcksichtigung zu-
rickgegangen. Der Wert der gewogenen
Verbesserungsquadratsumme Q ist sogar
um 87 % seines Anfangswertes verkleinert
und hat damit den in der v,-Analyse erhal-
tenen Wert von 81% noch Ubertroffen. —
Die Nichtberlcksichtigung der funktiona-
len Deformation kann also ganz unzutref-
fende Genauigkeitswerte vortauschen!
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