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Partie rédactionnelle

Zuverlassigkeitsbeschreibung
bei der Partitionierung von

Netzen

M. Hahn, R. Jager

In Theorie und Anwendungen wird die Charakterisierung der dusseren Zuverlassig-
keit bei der Beschriankung auf einen Koordinatensubvektor (Netzteil) in diesem
Aufsatz behandelt. Eine Unterteilung des Koordinatenvektors kann beispielsweise
vorgegeben sein, wenn ein Teil der Punkte ausschliesslich aus Hilfspunkten besteht
und nur die Koordinaten der restlichen Punkte fiir eine weitere Verwendung von
Bedeutung sind. Die Datumsunabhéngigkeit des dusseren Zuverlassigkeitsmasses
(Netzverzerrung, Einflussfaktor) bleibt auch bei der Partitionierung in Netzteile
erhalten. An Beispielen aus Landes- und Ingenieurvermessung wollen wir die Aus-
wirkungen einer solchen Partitionierung betrachten.

Lathéorie et des applications d’'une séparation de la fiabilité externe se référant aux
coordonnées principales de l'influence de la part des coordonnées de réparage
sont présentées. Il est demontré que la fiabilité externe est indépendante du choix
du systéme de référence en cas de cette séparation. Les effets de ce partage sont

montrés par quelques exemples.

1. Einleitung

Die Zuverlassigkeitsbeschreibung wird
Ublicherweise in die innere und dussere
Zuverlassigkeit untergliedert. Erstere
gibt ein beobachtungsbezogenes Mass
zur Sensitivitdt gegentiber groben Feh-
lern oder allgemeinen Modellfehlern an,
wahrend letztere, die dussere Zuverlas-
sigkeit, sich den Auswirkungen auf die
geschatzten Parameter widmet.

Im ebenen geodétischen Netz umfassen
die Parameter die ausgeglichenen
Koordinaten sowie i.a. Orientierungs-
parameter fur Richtungssétze und evtl.
Massstabsfaktoren und Additionskon-
stanten flir Streckengruppen. Lassen
sich die Koordinaten weiter unterteilen,
und zwar in einen Part, dem das eigent-
liche Interesse gilt, und einen zweiten
Part, der nur Hilfskoordinaten enthélt, so
sollte sich das Mass der dusseren Zuver-
lassigkeit auf den erstgenannten Sub-
vektor der Koordinaten beziehen. Ein
solches Beispiel aus der Katasterpraxis
wollen wir in Kapitel 3 diskutieren. Auch
in der Ingeniervermessung werden
immer wieder Félle auftreten, in denen
Hilfsstandpunkte (z.B. Exzentren) oder
Hilfszielpunkte (z.B. Fernziele zur Stabili-
sierung der Geometrie) eingefuhrt
werden mussen, deren ausgeglichene
Koordinaten fiir den Auftraggeber keine
weitere Bedeutung haben. Auch hier ist
es sinnvoll, das Mass der &usseren
Zuverlassigkeit, die sog. Netzverzerrung
oder Netzverformung, auf den aus-
schliesslich interessierenden Subvektor
der Koordinaten zu beziehen, durch den
nur ein Netzteil représentiert wird. Das
auf alle Parameter oder auch alle Koordi-
naten bezogene Mass gibt im allgemei-
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nen eine zu pessimistische Abschatzung
an.

2. Grundlagen

Auf der Basis der Hypothesenformulie-
rung lassen sich Testgréssen entwickeln,
die sich zur Prtifung der Konsistenz zwi-
schen Messdaten und gewéahltem Aus-
wertemodell eignen. Abweichungen vom
Modell, und hierbei wollen wir speziell
grobe Fehler ansprechen, lassen sich
durch Hinzufiigen von Parametern in
einer einfachen Alternativhypothese
modellieren und durch die sog. Aus-
reissertests einer statistischen Prifung
unterwerfen. Der verwendete Ausreisser-
test lasst die Frage nach der Sensitivitat
der Teststatistik bezliglich der Aufdeck-
barkeit eines groben Fehlers aufkom-
men. Ein hierflur charakteristisches Mass
ist der Grenzwert Vyl;, der sich wie alle
Zuverlédssigkeitsmasse bereits in der
Planungsphase ermitteln lasst und an-
gibt, wie gross ein Fehlerin der Beobach-
tung I, mindestens sein muss, um mit
einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
(Gute B) in der statistischen Prifung
erkannt zu werden (innere Zuverléssig-
keit).

Unser eigentliches Interesse in diesem
Artikel gilt der dusseren Zuverlassigkeit.
Formulieren wir wie tblich - im Modell
der vermitteinden Ausgleichung - den
linearen (linearisierten) Zusammenhang
zwischen Beobachtungen |, Verbesse-
rungen vund den zu schatzenden Unbe-
kannten x

l+v=AX 2.1)

mit der ebenfalls bekannt vorausgesetz-
ten Kovarianzmatrix der unkorrelierten

Beobachtungen C=02P-!, so ergeben
sich nach der Methode der kleinsten
Quadrate die Schatzungen fur

die Parameter x=QyATPI

die Verbesserungen v=-Q,PI (2.2)

Die Kofaktorenmatrix Qy erhalt man als
generalisierte Inverse der Normalglei-
chungsmatrix N=ATPA, wenn die
Designmatrix A einen Rangdefekt auf-
weist, bzw. als regulare Inverse beivollem
Spaltenrang von A. Die aus dem Produkt
QP resultierende Matrix
Q,P=E - AQ,ATP (2.3)
ist auf der Hauptdiagonalen mit den
Redundanzanteilenr; besetzt. Auchohne
die statistische Hypothesenprifung zu
bemihen, l&sst sich aus (2.2) soforterse-
hen, dass ein groberFehlerVI;in deri-ten
Beobachtung eine Nichtzentralitat der
Verbesserung

Vv, =-rVl; (2.4a)
und eine Nichtzentralitat & der Testgros-
sen v;/0,; des data-snoopings
Vvi/ovi=—1/r_iVIi/o,i=—6 (2.4b)
hervorruft. Der Nichtzentralitdtsparame-
ter5=06(q,B) isteine Funktionder Irrtums-
wahrscheinlichkeit a und der Gite g des
Tests und liegt fest (5=5,), wenn a und B
vorgegeben werden (siehe hierzu das
DVW-Sonderheft «Beurteilung geodéti-
scher Netze», 1986). Aus der Auflésung
von (2.4b) folgt der Grenzwert Vyl; (Mass
derinneren Zuverléssigkeitbei 5=205; ein
Fehler, der den Grenzwert Uberschreitet,
kann durch den Test (data-snooping) mit
mindestens B %-iger Wahrscheinlichkeit
aufgedeckt werden.

Die Verfalschung der Parameter X und
beliebiger Funktionen f(X) von X stehen,
worauf schon hingewiesen wurde, im
Blickpunkt der &usseren Zuverléassigkeit.
Partitionieren wir die Unbekannten x in
die zwei Teilgruppen x; und x,, so lauten
die Beobachtungsgleichungen (2.1)

I+v=A,%,+A,%, (2.5)

In den entsprechend partionierten Nor-
malgleichungen

[NnNm} . {Xq - [AIPT
NTNo, | %o AlPI
kénnen wir die Unbekannten X, eliminie-
ren. In X, seien die Hilfskoordinaten und
die Zusatzparameter (Orientierung etc.)
zusammengefasst, die uns hauptsach-
lich interessierenden Koordinaten in X,.
Wir setzen voraus, dass in X, mindestens
d Netzkoordinaten enthalten sind, wobei
d den Datumsdefekt des Netzes bezeich-
net. Dadurch ist garantiert, dass die Sub-
matrix Ny, regulér invertierbar ist (Konfi-
gurationsdefekte schliessen wir aus).

(2.6)
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Durch Elimination von X, ergibt sich aus
(2.6)

(N3y=NioN5ZND) &4
= (A]-N1pNz'ADPI
bzw. N,, &, = ATPI 2.7)
wobei die reduzierte Submatrix N4, sich

auch mit der reduzierten Designmatrix A,
gemass

Ny = AIPA1

berechnen l4sst. Die reduzierte Matrix N,
ist mit dem selben Defekt behaftet wie die
urspringliche Normalgleichungsmatrix
N, d.h. bei der Reduktion bleibt der Rang-
abfall erhalten (siehelliner, 1.,1985, S.12).
Geben wir uns ein Datum durch Formu-
lierung einer generalisierten Inversen

Qun =N1-1
vor, so bezieht sich auch der Subvektor
% =Q,,ATPI

auf dieses Datum. Ein Fehler der Grosse
Voli in der i-ten Beobachtung flhrt zur
Verfalschung der ausschliesslich auf
den Unbekanntenanteil X, bezogenen
linearen (bzw. linearisierten) Funktion
f(%,) = c'&, gemass

Vol (%)) = TQyqs@ 1P Yyl; (2.8)

Mita,; wird hierbei die i-te Zeile der redu-
zierten Designmatrix A, bezeichnet. Zur
Charakterisierung der dusseren Zuver-
lassigkeit ist es Ublich, die aufgrund der
Cauchy-Schwarz’schen  Ungleichung
gultige Abschatzung
Yof&) =V cQuue Va[Qudy Pi%l;
vorzunehmen, in der der 1. Wurzelaus-
druck bis auf o a priori gleich der Stan-
dardabweichung o; der Funktion ist. Fur
jede beliebige Funktion der Unbekann-
tengruppe &, kann die maximale Verfal-
schung durch einen nicht aufdeckbaren
groben Fehlers V|, geméss
Vof(Ry) = 048y
mit
8oi =V a1 Quqa4P; - Voli/0y;
=7uy; - Yl/oy
nach oben abgeschéatzt werden. Das
Mass der &usseren Zuverlassigkeit Sov
als Einflussfaktor oder Netzverzerrung
bezeichnet, ware in unserem Fall besser
als Teilnetzverzerrung zu bezeichnen, da
der Subvektor X, nur ein Teilnetz repra-
sentiert.
Der Faktor 3; ist eine datumsunabhén-
gige Grosse, denn
ANy,A]
ist invariant gegentber der Wahl der
generalisierten Inversen N, (Koch, 1980,
S.50). Es spielt also keine Rolle, ob Q.4
aus einer Datumsgebung im Teilnetz
durch Festhalten von d Koordinaten oder
aus einer Spurminimierung tber %, her-
vorgegangen ist, nur um zwei Beispiele

(2.92a,b)
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zu nennen. Q,;; kann aber auch aus
Q,=N herausgegriffen sein. Beispiels-
weise kénnte das Datum von Q, auch
ausserhalb des durch %, definierten Teil-
netzes liegen. Zum Beweis transformie-
ren wir die Kofaktorenmatrix Q, mittels S-
Transformation in ein anderes Datum. Es
gilt die Identitat

(A, 0)SQ,ST(A, 0)T =A,Q,,,A]

da (A, 0)S = (A, 0)

ist (siehe lliner, I.,1985); d.h. die Teilnetz-
verzerrung ist invariant beztglich belie-
biger Datumsgebung von Q,. Unter der

Voraussetzung der Regularitat von N,,
gilt die Beziehung

AQAT=AQAT- A,NAL,  (2.10)
die einfach abzuleiten ist, wenn man die
Beziehungen zwischen den Submatrizen
von N und Q, (siehe z.B. Schwintzer,
1982, S.512) nitzt. Das i-te Diagonalele-
ment dieses Matrizenprodukts bendti-
gen wir fur die Teilnetzverzerrung, so
dass folgt

8o =7 alQ,ap; - alN5a,p; - Vol/o;

Der erste Term unter der Wurzel ergibt
sich zu 1-r; (siehe Gleichung (2.3)), den
zweiten Term bezeichnen wir mit u,;. Set-

zen wir noch den Grenzwert Vyl; aus
(2.4b) ein, so erhalten wir schliesslich

8o =V 1-1=Uy, - 5y/V/T,; (2.11)

Abb. 1:
Geometrische Veranschaulichung

8,(X):  Netzverzerrung uber alle
Parameter

8gi(%,): Teilnetzverzerrung uber &,

€4;(Xp): Absorption durch X,

Eoilkg) =VUy - 8/ VT,
B: mit der Anzahl der Parameter
%, wachsender Winkel

Aus (2.9b) und (2.11) folgt ug;+uy +r,=1,
eine Zerlegung, in der jede der Variablen
= 0 ist, da sie einer quadratischen Form
entstammt. Ein grosser Anteil u,; hat eine
relativ kleine Teilnetzverformung zur
Folge. Das Mass der dusseren Zuverlés-
sigkeit (2.11) fallt gunstiger aus, was auf
die mit u,; wachsende Absorption g,(%,)
der Fehler durch den Subvektor X, zu-
rickzufihren ist (siehe Abb. 1). An einem
Beispiel aus der Katasterpraxis wollen
wir uns den Einfluss der Partitionierung
des Parametervektors auf die Netzverzer-
rung anschauen.

3. Beispiel aus der
Katasterpraxis

Die Katasterpraxis sieht herkdmmlich die
hierarchische Berechnung von Polygon-
netzen hé&ufig noch in Form der
Naherungsausgleichung der einzelnen
Polygonziige vor. In neueren Kataster-
vorschriften wie z.B. der AP-Vorschrift
des Landes Baden-Wiurttemberg (IM
Baden-Wiurttemberg, 1984) sind Krite-
rien mit aufgenommen, durch welche die
Zuverlassigkeit garantiert werden soll.
Auch die Empfehlungen der Arbeits-
gemeinschaft der Vermessungsverwal-
tungen der Lander der Bundesrepublik
Deutschland (AdV, 1985) sehen die
Beriicksichtigung der Zuverléassigkeit in
ahnlicher Form vor. Eine der Konsequen-
zen, die aus der nun nachzuweisenden
Zuverlassigkeit resultieren, ist die Stut-
zung von Polygonzigen, wenn diese aus
mehr als 8 Brechungspunkten bestehen.
Auf diesen Voraussetzungen beruht
unser Beispiel (siehe Abb. 2), ein
gestutzter Polygonzug, bei dem die Hilfs-
punkte (H;) zur Einhaltung der Zuverlas-
sigkeitskriterien eingefiihrt sind. Der
Polygonzug, der entlang einer Strasse
gefuhrt ist, wurde im Bereich der Kurve
(P3 . . Pg) nur durch die Richtungsbeo-
bachtungen (Zwischenorientierungen)
zu einem gemeinsamen Hilfspunkt (H,)
gestutzt; ansonsten erfolgt die Stutzung
durch Strecken- und Richtungsbeo-
bachtungen zu den Hilfspunkten (H, Hg
und H,) ausgehend von den benachbar-
ten Punkten des Polygonzuges. Den Ko-
ordinaten der Hilfspunkte kommt keine
weitere Bedeutung zu; sie werden also
z.B. nicht in eine Koordinatendatei zur
weiteren Verwendung mitaufgenommen,
sondern sind reine Hilfsgréssen. Den
Parametervektor x unseres Ausglei-
chungsmodells kdnnen wir in die Anteile

x; — Koordinaten der Punkte P, . . Py
X, — Koordinaten der Punkte H, .. H,,
Orientierungsparameter
der Richtungssétze (3.1)
partitionieren. Die berechneten BOi-Werte
aufgrund dieser Partitionierung sind in
Tabelle 1 den 3;-Werten zweier weiterer
Unterteilungsmoglichkeiten gegeniber-
gestellt, wobei zur Berechnung der
Nichtzentralitatsparameter
5,=4.13 (a;=0,1%, B,=80%) gewahit
wurde und fur die Streckengenauigkeit
8mm, fur die Richtungsgenauigkeit
1,5 mgon vorausgesetzt sind. Besonders
interessant ist der Vergleich zu der Gb-
licherweise vorgenommenen Partitionie-
rung in x; «alle Koordinaten» und x,
«Orientierungen». Eine dritte Moglich-
keit, die dadurch gegeben ist, dass x,
den gesamten Parametervektor umfasst,
haben wirin der Tabelle vorangestellt. Die
zehn grdssten SOi-Werte (bezogen auf
alle Parameter) geben die Reihenfolge
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MASSTAB e
ELLIPSEN —2t

Abb. 2: Gestiitzter Polygonzug

Richtungen 5oi-Werte
alle alle Koordinaten
von nach Parameter Koordinaten P;..Pg

Pg H, 31.6 25.7 9.8
Py H, 16.9 14.5 10.4
Pg Hy 13.8 IT 7.6
Pg Pg 11.1 8.7 7.5
Pg P, 10.9 8.5 7.4
Py P, 10.7 9.0 8.6
P, Hy 10.1 7.9 6.6
Pg Ps 9.2 7.7 7.2
P, P 8.5 6.5 6.3
Hg Pe 7.8 5.9 1.9

Tab. 1: Die Netzverzerrung (5,-Werte) bei unterschiedlicher Partitionierung des

Parametervektors

der Auflistung in Tabelle 1 vor; sie sollen
uns im Umfang genugen. Fir die Strek-
ken dieses Beispiels sind die 5,-Werte
generell geringer als 4. Die Ergebnisse
zeigen die deutlichen Unterschiede zwi-
schen den verschiedenen Unterteilungs-
varianten des Parametervektors auf. Fiir
den Vergleich in Tabelle 1 gilt zeilenweise
die = Restriktion (von links nach rechts).
Die maximale Verfalschung einer Funk-
tion bis zum 10-fachen ihrer Standard-
abweichung (gemass (2.9)) wird im geo-
déatischen Sektor meist als befriedigend
angesehen. Diesem Kriterium hélt in
unserem Beispiel (siehe Tab. 1) nur die
Partitionierung gemass (3.1) stand, wéh-
rend die maximalen §,-Werte von 26
bzw. 32 der beiden anderen Partitionie-
rungsvarianten als unzureichend zu
betrachten wéren. Durch eine verstarkte
Stutzung im Kurvenbereich, z.B. durch
Streckenbeobachtungen zu H,, liessen
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sich die grossen §,-Werte aller drei
Varianten noch merklich senken. Wir
wollen abschliessend festhalten, dass
die Netzverzerrung ausschliesslich auf
jene Koordinaten bezogen werden sollte,
die in amtliche Unterlagen einfliessen
oder die zur weiteren Verwendung fur
den Auftraggeber von Belang sind, da
dadurch kleinere 5,,-Werte hervorgeru-
fen werden, die vor allem aber eine fir
den Koordinatensubvektor charakteri-
stische Grésse annehmen.

4. Beispiel aus der
Ingenieurvermessung

Im Gegensatz zum angeschlossenen
Polygonzug (Kap. 3) werden die Inge-
nieurnetze nahezu ausschliesslich als
freie Netze ausgeglichen, so dass hier
unsere Betrachtungen zur Datums-

gebung Anwendung finden. Im Bereich
der Ingenieurvermessung gibt es viele
Konfigurationen, bei denen die Netzver-
zerrung auf einen Koordinatensubvektor
bezogen werden sollte. Beispielhaft
waren Deformationsnetze anzufihren,
bei denen der Objektpunktbereich oder
der Stiutzpunktbereich durch die Teil-
netzverzerrung charakterisiert wird. Bei
der Partitionierung des Parametervek-
tors in x4 und x, fallen bei dreidimensio-
nalen Netzen insbesondere die i.a.
grosse Anzahl an Zusatzparametern (z.B.
2 Lotrichtungen pro Punkt, Refraktions-
unbekannte bei gleichzeitiggegenseiti-
gen Zenitdistanzen, Orientierungspara-
meter etc.) ins Gewicht.

Neben den einzelnen groben Fehlern
sind im Ingenieurbereich die systemati-
schen oder deterministischen Fehler in
die Zuverlassigkeitsbeschreibung mit
einzubeziehen. Fur Systematiken, die
sich durch eine Erweiterung des Modells
(2.1) geméss |+v=Ax+B$§ erfassen
lassen (dim (s) <r), kann die Teilnetzver-
zerrung analog zu Kapitel 2 abgeleitet
werden (siehe Forstner, 1983). Die Teil-
netzverzerrung aufgrund einer nicht auf-
deckbaren Systematik s, oder aberauch
fur bekannte (s) oder geschétzte (8)
systematische Fehler kann geméss

5 =1/s"BTPAQ,;ATPBs / 0, (4.
in allgemeiner Form berechnet werden.
Durch Umformung mit (2.10) kann (4.1) in
die Differenz zweier quadratischer For-

men aufgespalten werden, womit die
Analogie zu Kapitel 2 hergestellt ist.

Abb. 3: Industriemesssystem: Prinzip-
skizze der Aufnahmesituation

Als Beispiel, das wir nun ndher betrach-
ten wollen, haben wir ein Industriemess-
system ausgewahlt. Ausgehend von zwei
Theodolitstandpunkten erfolgt die 3-d-
Erfassung des Objekts durch rdumliche
Vorwértsschnitte (Abb. 3). Als Ergeb-
nisse interessieren vor allem die Objekt-
punktkoordinaten, deren Genauigkeit
und die Beurteilung ihrer Zuverlassigkeit
(Bill et al, 1985). Da man sich auf die
innere Geometrie der Objektpunkte
konzentriert, wird man zum einen die
Genauigkeitsangaben aus einer Teil-
normminimierung tUber die Objektpunkte
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gewinnen und zum anderen die Zuver-
lassigkeitsbeschreibung ausschliess-
lich auf die Koordinaten des Objektes
beziehen. Aufgrund der im Beispiel
gewdhlten Symmetrie (Abb. 3) istes aus-
reichend, die Ergebnisse eines Stand-
punktes aufzulisten, wobei den Berech-
nungen die Genauigkeitsannahmen flr
Richtungen und Zenitdistanzen zu 1°°,
die Genauigkeit der Basis zu 0,1mm
zugrundeliegen. Die berechneten §-
Werte der beiden Unterteilungsvarian-
ten: (1) Funktion aller Parameter, (2)
Funktion der Koordinaten der Punkte
1..4 sind in Tabelle 2 gegentibergestellt.

Richtungen 5g;-Werte
(1) alle (2) Koordinaten

von nach | Parameter Pkte 1 -4
100 1 11.7 9.3
100 2 14.2 10.3
100 3 11.3 7.3
100 4 11.8 10.0
100 200 8.5 0.7

Zenit-
distanzen
100 1 6.3 4.8
100 2 6.0 4.5
100 3 5.8 4.7
100 4 6.1 4.9
100 200 3.3 0.2

Tab. 2: Netzverzerrung (5,-Werte)

(1) ohne Elimination von Parametern

(2) bei Elimination von Orientierung
und Aufnahmepunktkoordinaten

Die Unterschiede sind nicht so gravie-
rend, wie die des Beispiels aus Kapitel 3;
dennoch ist die Elimination der Orientie-
rungsparameter und Aufnahmepunkt-
koordinaten lohnend. Sehrdeutlich zeigt
Tabelle 2, dass die Objektpunktgeo-
metrie aufgrund von Fehlern in den
Beobachtungen zwischen den Aufnah-
mepunkten kaum verfalscht wird.

Exemplarisch fur die Problemstellung
«Netzverzerrung infolge systematischer
Fehler» soll beim Industriemesssystem
die Horizontierunsicherheit der Theodo-
lite angesprochen werden. Modelliert
man die Unterschiede in den Stehachs-
komponenten, so lasst sich deren Ein-
fluss auf die Objektpunktgeometrie
gemass (4.1) abschatzen. In einfacher
Weise kann die Wirkung der Systematik
auf die Objektpunktgeometrie erfasst
werden, wenn die Zuverlassigkeitsbe-
rechnung im allgemeinen geometri-
schen 3-D-Modell (Bleich, 1985) erfolgt.
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