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Fachteil

Das mathematische Modell
bei der computergestiitzten
Auswertung von Messdaten

H.H. Schmid

Im Jahre 1979 wurde in dieser Zeitschrift unter der Uberschrift «Uber den Wandel
der geometrischen-algebraischen Modellvorstellung in der Photogrammetrie un-
ter dem Einfluss computergestiitzter Auswerteverfahren» der Einfluss des Com-
puter-Potentials auf die Formulierung des mathematischen Modells der photo-
grammetrischen Messmethode behandelt, (VPK 7-8/79, S. 197 — 205). Um unnéti-
gen Duplikationen zu begegnen, wird der Inhalt dieses Artikels — auch im Detail —
vorausgesetzt.

Hier soll mit der Aufzeichnung einer Folge von allgemein bei der Auswertung von
Messdaten anwendbaren Prinzipien begonnen werden, in die sich die im erwahn-
ten Artikel dargestellten photogrammetrischen Auswerteschritte sinngemiss
einreihen lassen. Eine Analyse wird durchgefiihrt, um vor allem den Gebrauchs-
wert der computergestiitzten Verfahren fiir die Datenverarbeitung zu demonstrie-
ren. Einige Hinweise werden gegeben in bezug auf die Datenauswertung von un-
orthodoxem Bildmaterial, das aufgrund moderner Technik im Sinne der Ikonome-
trie in grésserem Masse in die Praxis Eingang finden diirfte.

En 1979, il a été traité dans cette revue, sous le titre «Uber den Wandel der geomet-
rischen-algebrischen Modellvorstellung in der Photogrammetrie unter dem Ein-
fluss computergestiitzter Auswerteverfahren» (Evolution de la conception du mo-
déle géométrico-algébrique en photogrammetrie sous l’influence des procédés
de restitution assistés par ordinateur), I'influence du potentiel de I’ordinateur sur
la formulation du modéle mathématique dans la méthode photogrammétrique
(VPK 7-8/79, p 197-205). Afin d’éviter ici toute répétition inutile, le contenu de cet
article est supposé connu — également dans le détail.

Le présent article débute par une revue d’une série de principes applicables de ma-
niére générale dans I’exploitation de données de mesure, série dans laquelle peu-
vent s’intégrer les étapes de restitution photogrammétrique décrites dans I’article
mentionné. Une analyse est effectuée pour démontrer avant tout la valeur pratique
des procédés utilisant I'ordinateur pour le traitement de données. L’auteur donne
quelques indications en liaison avec I’exploitation de données provenant de maté-
riel-image non orthodoxe, lequel pourrait, sur la base d’une technique moderne
dans le sens de I'iconométrie, prendre une place croissante dans la pratique.

Will man aus Messdaten spezifische Pa-
rameter bestimmen, die a priori verlangte
statische Eigenschaften haben sollen, so
muss man tunlichst in einem ersten Schritt
die Formulierung von einem mathemati-
schen Modell vornehmen. Bei diesem Be-
griff handelt es sich um die Aufstellung
funktionaler Beziehungen zwischen den
eingangs erwahnten Parametern und Grés-
sen, die man als idealisierte Messwerte
interpretieren kann. Meist werden dazu
algebraisch formulierte Ausdriicke in Be-
zug auf mathematische Grossen gebildet.
Die Bezeichnung «mathematisches Mo-
dell» im Vergleich zu dem zuweilen ge-
brauchten Ausdruck «funktionales Modell»
erscheint vom Prinzip her richtiger zu sein,
da sich jede der aufzustellenden Bezie-
hungen ausschliesslich auf idealisierte,
also auf als fehlerfrei angenommene Gros-
sen bezieht. Das mathematische Modell
ist u.a. die Basis fiir eine eindeutige Pro-
blemlésung, deren Analyse Kenntnisse
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vermittelt, die fiir die Optimierung des Aus-
werteproblems nitzlich sind. Ferner ist das
mathematische Modell die Grundlage fiir
das entsprechende stochastische Modell,
aufgrund dessen es moglich wird, durch
den Einbezug von Uberschussiger Infor-
mation, beim Vorhandensein von normal
verteiltem Rauschen die wahrscheinlich-
sten Werte der zu bestimmenden Parame-
ter, die wahrscheinlichsten Verbesserun-
gen der Messwerte und statistische Anga-
ben fiir alle berechneten Resultate zu er-
halten. Diese Problematik wird in der zwei-
ten Abhandlung diskutiert. Hier soll zu-
nachst das mathematische Modell und die
daraus hervorgehende eindeutige Lésung
erdrtert werden.

Dabei sollen diese Betrachtungen unter
Berticksichtigung des sich rasch in die Pra-
xis einfiihrenden Potentials des elektroni-
schen Rechnens angestellt werden.

Das mathematische Modell einer spezifi-
schen Messanordnung kann mit dem Aus-

druck F(y) = O ganz allgemein dargestellt
werden. Grundsatzlich sind im y-Vektor die
oben erwahnten Parameter U (als Unbe-
kannte) und die idealisierten Messwerte
L vorhanden. Damit gilt:

F(y) = F(LU) =0 (1)

Die Formulierung eines spezifischen ma-
thematischen Modells verfolgt also im all-
gemeinen den Zweck, die zu bestimmen-
den Parameter U mit den L-Grdssen in
einen funktionalen Zusammenhang zu
bringen. Dabei kdnnen sich natirlich auch
Hilfsgréssen aufzwingen. Treten diese als
zusatzliche Unbekannte auf, werden sie
dem U-Vektor hinzugefligt. Sind derartige
Parameter als Konstante zu behandeln,
ist ihre Verwendung im Modell unproble-
matisch. Im Falle dass gewisse im U-Vektor
vorkommende Parameter als zusatzliche
Information in Form von Zufallsvariablen
mit den dazugehdrigen statistischen An-
gaben vorgegeben werden, kann von zu-
satzlichen Bedingungsgleichungen Ge-
brauch gemacht werden, eine Massnahme,
die ausfiihrlich in der Abhandlung in VPK
3/86 besprochen wird und hier nur inso-
weit zur Diskussion steht, als solche Infor-
mation zur eindeutigen Problemlésung
notig sein kann.

Betrachten wir nun das mathematische
Modell in Bezug auf den geometrischen
Inhalt eines Messverfahrens, das haupt-
sachlich der Auswertung von Abbildungen
dient.

Der eigentliche Datenerhebungsprozess
fur eine bildmassige Darstellung kann in
der Registrierung von Abbildungsdetails
gesehen werden. Jedes identifizierbare
Abbildungsdetail gibt zu einer entspre-
chenden raumlichen Richtung Anlass.
Solche Richtungen kénnen aus der geo-
metrisch interpretierten Umkehrung des
Aufnahmevorganges gewonnen werden,
offensichtlich mit Hilfe von spezifischen
Parametern, die typisch fiir den unter be-
tracht stehenden physikalischen Vorgang
des Abbildungsprozesses sind.

Als ein die heutige Praxis immer noch do-
minierendes Beispiel ist die metrische
Photographie zu nennen. Die Abbilder des
zu vermessenden Objekts werden mit
Hilfe eines Objektives und einem Zent-
ralverschluss erhalten. Die Anzahl der ab-
leitbaren raumlichen Richtungen entspricht

Die Beitrage von H.H. Schmid (VPK 2/86 und
3/86) sind vom Verfasser umgestaltete Uber-
setzungen englischer Vortragstexte. Die Vor-
trdge wurden im September 1983 im Rahmen
von Seminaren auf Einladung der «Chinese
Academy of Space Technology» in Peking und
Sian gehalten.

Originaltitel:

— The change of the photogrammetric evaluation
technique from analog to computer assisted
methods.

— Computer assisted possibilities for the treat-
ment of redundant information including a
general solution to the problem of the free net.
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Domaine

im Grenzfall der Anzahl von Auflésungs-
elementen des verwendeten Datenerhe-
bungssystems. Auch im Falle der klassi-
schen Photographie gilt, dass der einzelne
Abbildungsstrahl das grundsatzliche Bau-
element des Aufnahmevorganges ist. Die-
se geometrische Simulierung des physi-
kalisch-optischen  Abbildungsprozesses
fuhrt im Falle der Photographie zu der ver-
tretbaren Annahme, dass alle auftreten-
den Richtungen einen gemeinsamen
Punkt, das Projektionszentrum, haben.
Damit ergibt sich fiir die Vielzahl aller sol-
cher Richtungen ein raumliches Strahlen-
bundel. Aufgrund dieser Eigenheit, die im
Prinzip der Zentralperspektive ihren Aus-
druck findet, haben die sich bei der For-
mulierung des mathematischen Modells
nétig machenden «Elemente der inneren
Orientierung» fur alle zu modellierenden
Richtungen die selben Werte. Sie sind im
Grunde genommen nichts anderes als die
raumlichen Koordinaten des Projektions-
zentrums, bezogen auf ein allerdings drei-
dimensional konzeptiertes Bildkoordina-
tensystem, und werden in der Praxis oft
wie Kammerkalibrierungskonstante behan-
delt. Auf Grund der heute zur Verfliigung
stehenden Rechenkapazitat werden die-
se Hilfsgréssen bisweilen erganzt mit zu-
sétzlichen Parametern, die meistdazu die-
nen, sogenannte Objektiv-Verzeichnungen
und/oder Filmdeformationen, also physi-
kalische Einflisse, zu simulieren. Der
Grundgedanke ist dabei, die im Bildkoordi-
natensystem als Ortsfunktionen beschrie-
bene Lage eines spezifischen Abbildungs-
details auf einen dem mathematischen
Prinzip der Zentralperspektive entspre-
chenden Ort umzurechnen.

Offensichtlich bleibt nach der Simulierung
eines Aufnahmestrahles die zusétzliche
Aufgabe, diesen Sehstrahl in bezug auf
ein dreidimensionales Koordinatensystem
zu orientieren. Es handelt sich dabei um
den Bezugsrahmen, auf den sich das end-
gultige Triangulationsergebnis beziehen
soll.

Insoweit, als die Annahme gerechtfertigt
ist, dass die Belichtungsdauer des Zentral-
verschlusses kurz genug ist, um eine et-
waig stattfindende geometrische Veran-
derung der Lage der Kammer im erwahn-
ten Bezugssystem zu vernachladssigen,
beziehentlich durch technische Vorkeh-
rungen an der Aufnahmeapparatur ge-
nugend genau zu kompensieren, und un-
ter der weiteren Annahme, dass das Ob-
jekt und somit der geometrische Inhalt der
Photographie wahrend des Belichtungsin-
tervalls innerhalb des Bezugsrahmens als
unveranderlich betrachtet werden kann,
sind die geometrischen Parameter, die zur
Orientierung des Einzelstrahlens fuhren,
fur alle im Aufnahmeprozess vorkommen-
den Richtungen die selben Grossen. Die-
se Sachlage ist die Voraussetzung, dass
man den Vorgang der eigentlichen photo-
grammetrischen Aufnahme, d.h. die Ent-

e

stehung des Messbildes, geometrisch
durch ein Strahlenbiindel geniigend ge-
nau darstellen kann.

Danach ist in der klassischen Photogram-
metrie die Aufgabe der sogenannten &us-
seren Orientierung als die Ortung des pho-
togrammetrischen Modells des Objektes
gegeniber dem vorerwahnten Bezugs-
rahmen im Objektraum zu interpretieren.
Auf diesem Konzept beruhen schlussend-
lich auch alle Methoden der Zweibild-Ana-
logauswertung bez. die Konstruktionen der
verschiedenen photogrammetrischen Aus-
wertegeréte.

Die dabei zusatzlich ausgenutzte Fahig-
keit des stereoskopischen Sehvermdgens
beeinflusst die Genauigkeit des Orientie-
rungs- und Auswertevorganges — bezie-
hentlich im Grenzfall ermdglicht diese erst
deren Ausflihrung—, ohne jedoch den geo-
metrischen Inhalt des angewendeten Ver-
fahrens zu beeinflussen. Die Analoglésung
bedient sich also zweier mit optisch-me-
chanischen Mitteln wiederhergestellter
Aufnahmestrahlenbiindel, die — und das
erscheint in bezug auf das entsprechende
mathematische Modell wichtig — als Opera-
tionseinheiten im Orientierungsvorgang
auftreten. Die Analogmethode ist deshalb
als Biindelmethode anzusehen.

In bezug auf die sich daraus ergebenden
Konsequenzen, vor allem im Vergleich mit
der computer-aided-Methode, wird auf
den in der Inhaltsiibersicht erwéhnten Ar-
tikel hingewiesen.

Hier soll der grundsatzliche Unterschied
zwischen den mathematischen Modellen
von allgemeinen geometrischen Gesichts-
punkten aus betrachtet werden. Die we-
sentlichste Charakteristik der computer-
gestitzten Bildmessung kann man in der
Tatsache sehen, dass das mathematische
Modell sowohl fiir die Simulierung des Auf-
nahmevorganges als auch des Orien-
tierungsproblems auf eine algebraische
Formulierung der Geometrie eines ideali-
sierten Einzelstrahles hinauslauft. Dabei
bestehen von Haus aus keine spezialisie-
renden, d.h. einengenden Annahmen tber
die Art der Abbildung, wie solche z.B. am
besprochenen Beispiel durch die Annahme
einer Zentralperspektive vorhanden sind.
In der computergestitzten Behandlung
wird diesem Spezialfall dadurch Rech-
nung getragen, dass sich ein Teil der bei
der Modellierung des einzelnen Strahles
auftretenden Unbekannten fir alle Abbil-
dungsstrahlen auf gleiche Gréssen bezie-
hen, genau so wie die Tatsache, dass sich
homologe Strahlen im Raum schneiden
mussen, dadurch zum Ausdruck kommt,
dass die jedem derartigen Strahl im ent-
sprechenden mathematischen Modell zu-
geordneten Objektpunktkoordinaten fur
alle solcher Strahlen wohl als Unbekannte,
aber als gleiche Grossen in die Rechnung
eingehen.

Die Benennung einer auf dieser Vorstel-
lung beruhenden raumlichen Triangulation

als «Biindelmethode» wirft einmal die Frage
nach der Aussagekraft dieser Bezeichnung
auf, zum anderen wird sie dem Potential
der allgemeinen Bildtriangulation kaum
gerecht. Die Starke der numerischen L6-
sung liegt gerade in der Universalitat inrer
Anwendungsmdglichkeit. Damit wird na-
tirlich nicht ausgeschlossen, ein solches
Verfahren auch fiir den Fall einer genligend
strengen Zentralperspektive zu gebrau-
chen. Die sich fur genauere Vermessun-
gen in der Praxis immer ergebende Not-
wendigkeit, kleine Abweichungen zwischen
physikalischer Realitat und dem idealisier-
ten mathematischen Modell zu bertcksich-
tigen, kann durch die Verwendung von zu-
satzlichen Modellparametern in der Simu-
lierungsphase erreicht werden. D.h. kleine
Unstimmigkeiten im Konzept der z.B. Kol-
linearitatsbedingung, wie sie u.a. durch
Refraktion entstehen, kénnen Strahl fiir
Strahl beriicksichtigt werden, womit auch
die Moglichkeit offen steht, die komplexe
Wirklichkeit des optisch-chemischen Ab-
bildungsprozesses genuigend genau in Ein- .
klang mit dem idealisierten Prinzip der Zen-
tralperspektive zu bringen.

Im allgemeinen werden die funktionalen
Beziehungen, wie sie in einem mathemati-
schen Modell vorkommen, nicht nétiger-
weise von Haus aus linear sein. In der Pra-
xis iberkommt man meistens die sich dar-
aus ergebenden Schwierigkeiten im Re-
chenvorgang mit einer Taylorreihenlinea-
risierung unter Vernachlassigung von Glie-
dern héherer Ordnung.

Somit erhalt man aus (1) das lineare Sy-
stem:

FiLe,ue + [‘”:y ]BAL . [bF—y]UOAU =0 (2)

oL ou
wobeigilt: L=L°+ ALundU=U°+ AU

L° und U° sind Annédherungswerte. Ver-
wendet man fiir L° die gemessenen Gros-
senf , so kann man bei der eindeutigen
Losung AL=0 annehmen und man erhalt
fiir (2) mit offensichtlicher Bedeutung der
eingefiihrten Bezeichnungen: B AU=w (3).
Hat man zur Bestimmung der Unbekann-
ten U, bez. AU eine entsprechende An-
zahl unabhangiger Gleichungen von der
Form (3) zur Verfligung, d.h. ist B vom For-
mat her eine u x u Matrix, erhalt man rein
formal als eindeutige Lésung: AU = B™'w
(4). Ohne ins Gewicht fallende Limitierun-
gen einzufiihren, kann man als wesentlich-
ste Aufgabe der Bildmessung die Bestim-
mung der raumlichen Lage einer Anzahl
Objektpunkte sehen sowie im Falle der
photographischen Abbildung die Bestim-
mung der Raumlage der Projektionszentren
und die raumlichen Orientierungselemente
der unter Betracht stehenden Aufnahmen.
Die einfachste Form eines entsprechenden
Triangulationsnetzes erhalt man, wenn
nur zwei Abbildungen des zu vermessen-
den Objektes vorliegen. Um diese Bemer-
kung Uber die geometrische Zielsetzung
der sich auf Abbildungen stiitzenden Bild-
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messung zu erweitern, soll die Tatsache
erwahnt werden, dass jede Triangulation,
die sich auf zwei Abbildungen bezieht,
durch eine willkiirliche Anzahl weiterer Ab-
bildungen erganzt werden kann, solang
jedes zusétzliche Bild eine geniligende An-
zahl triangulierter Objektpunkte enthalt.
Die sogenannten Streifen- und Blocktrian-
gulationen, oder in anderen Worten, die in
ihrer Anordnung sehr anpassungsfahigen
Mehrbildtriangulationen machen von die-
ser Moéglichkeit Gebrauch.

Ehe die im Gleichungssystem (4) gegebene
Lésung ausgefiihrt werden kann, muss man
bei der Auswertung einer jeden Messme-
thode Uberlegungen anstellen, ob die im
mathematischen Modell auftretenden Un-
bekannten vom Informationsinhalt her aus
den zur Verfigung stehenden Messgros-
sen abgeleitet werden kénnen. Dies gilt
vor allem dann, wenn im U-Vektor Gros-
sen auftreten, die sich auf einen Uberge-
ordneten Bezugsrahmen beziehen, wah-
rend die Messgrdssen selbst von diesem
Rahmen unabhangig sind, sich also nur
auf Quantitaten beziehen, die zur inneren
Geometrie des zu vermessenden Objek-
tes gehoren. Diese Situation liegt typisch
bei Entfernungsmessungen, Messungen
von Entfernungsunterschieden und/oder
unorientierten Richtungen vor, unabhan-
gig von deren Dimensionalitét.

Deshalb fordern alle im geodatischen Be-
reich vorkommenden Messmethoden zu-
satzliche von aussen her einzufiihrende
Informationen. Gleich hier soll betont wer-
den, dass derartige zusatzliche Informa-
tion sich immer auf eine Auswahl der U-
Werte bez. auf Funktionen solcher Para-
meter bezieht, die im System (3) vorkom-
men. Diese Sachlage unterstiitzt die For-
derung, im mathematischen Modell még-
lichst keine Unbekannten algebraisch zu
eliminieren, ehe nicht die sich notig ma-
chende zusatzliche Stitzinformation ein-
gefiihrt wurde.

Bei der Bildmessung wird diese Situation
anschaulich, wenn man annehmen kann
oder muss, dass die Information eines Ab-
bildes invariant in bezug auf das Koordi-
natensystem des Objektraumes ist. Oder
umgekehrt: Ein Ergebnis in Form von Ko-
ordinaten und absoluten Orientierungs-
gréssen kann niemals allein aus der Infor-
mation solcher Abbildungen abgeleitet
werden, d.h. also aus den Messungen von
Bildkoordinaten.

Es ist nétig, zusatzliche Information von
aussen her einzufiihren, um, wie der ma-
thematische Ausdruck sagt, den spezifi-
schen Rang des Defektes des unter Be-
tracht stehenden Gleichungssystems zu
eliminieren. In anderen Worten: Das Sy-
stem (3) ist immer singular unabhéngig
von der Anzahl von Gleichungen, die in der
B-Matrix zusammengefasst sind, solange
diese sich ausschliesslich auf Bildkoordi-
natenmessungen stutzen.

Wie wohl bekannt, sindin der Bildmessung
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sieben derartige Informationsbits einzu-
fihren, namlich Information, die gleich-
wertig mit drei Translationen und drei Ro-
tationen ist, also Quantitaten, die nétig und
hinreichend sind, um einen dreidimensio-
nalen Koordinatenrahmen festzulegen,
und die beim Vorliegen von ausschliess-
lich Richtungsmessungen durch die Ein-
fihrung eines Massstabsfaktors, bez.
aquivalenter Information, erganzt werden
mussen.

Es sollte nun nicht schwierig sein, sich vor-
zustellen, dass das bisher meist geomet-
risch interpretierte Auswerteproblem bei
der Bildmessung durch entsprechende al-
gebraische Ausdriicke simuliert werden
kann, die das entsprechende mathemati-
sche Modell bilden. Fiir ein Detail, das zu
einer entsprechenden Programmierung
fihren kann, ist nochmals auf den vorer-
wahnten VPK-Artikel hingewiesen.
Zusammenfassend kann man folgern, dass
das mathematische Modell der numeri-
schen Bild-Auswertemethode sich auf die
Behandlung einzelner Richtungen stitzt
und der Informationsinhalt einer Abbildung
«i» als l; aus der Summe der Beitréage der
«n» simulierten Sehstrahlen besteht. Also

gilt: .
Ii = ZF/y)i: 0

Der Informationsinhalt einer jeden vorstell-
baren Bildmessanordnung ist dann gege-
ben als die Summe der Beitrage der ein-
zelnen Abbildungen und somit als die Sum-
me aller in einer spezifischen Messanord-
nung auftretenden Einzelstrahlen. Ein ent-
sprechender Ausdruck ergibt sich fiir die
Gesamtinformation I; bei «m» Abbildungen
als Doppelsummation mit:

Ij :ZZ Fy i 0

IR

Auf diesem Prinzip fusst der Algorithmus
flir die computergestiitzte Auswertung
der numerischen Bildtriangulation, einge-
schlossen das operationelle Konzept des
analytischen Plotters als auch der com-
puter-aided Orthophotoprozess. Die geo-
metrischen Aspekte der Auswertung von
Abbildungen, begonnen beim verallge-
meinerten Rickwartseinschnitt bis zur
Auswertung des sophistiziertesten Ver-
bandes von Abbildungen, konnen somit
aus der algebraischen Simulation von ein-
zelnen Abbildungsstrahlen aufgebaut wer-
den.

Die Anpassungsfahigkeit eines zweck-
massig gewahlten mathematischen Mo-
dells wurde u.a. offensichtlich mit der Ein-
beziehung von Messungen fiir den Trian-
gulationsmassstab im photogrammetri-
schen Programm der Apollofliige Nos 15
bis 17 durch Laser Entfernungsmessun-
gen nach dem Mond. Auf Grund der Wahl
des Kollinearitdtsmodells in seiner dreitei-
ligen Originalformulierung, also ohne al-
gebraische Eliminierung des Verhaltnis-

faktors im Einzelstrahl-Modell, konnte bei
Rang sechs des Defektes eine gewichtete
Uiberbestimmte Massstabsbestimmung oh-
ne Schwierigkeit ausgefiihrt werden.

Aus den bisher angestellten Betrachtun-
gen koénnen einige Schlussfolgerungen ge-
zogen werden, deren Bedeutung nicht
auf die Auswertung von klassischen, d.h.
zentralperspektivischen Abbildungen be-
schrankt sind, sondern auch im Auswerte-
prozess von Abbildungen mit komplexe-
ren Abbildungsbedingungen Giiltigkeit ha-
ben.

In bezug auf die Verwendung des Compu-
ters flr die numerische Auswertung sollte
das mathematische Modell einer spezifi-
schen Messmethode so einfach wie mog-
lich gehalten werden. Die denkbar einfach-
ste Bezugseinheit sollte bei der Aufstel-
lung des mathematischen Modells Ver-
wendung finden, wie z.B. der einzelne Ab-
bildungsstrahl in der Bildmessung. Der
optimale Gebrauch des Computers ver-
langt, wie bekannt, dass die Rechnungen
auf einem, mathematisch gesehen, mog-
lichst niederen Niveau gehalten werden,
wahrend die Anzahl der sich gelegentlich
notig machenden Loops im Rechenvor-
gang sehr gross sein darf.

Auf der anderen Seite sollte die Bemiihung
nach Einfachheit bei der Formulierung des
mathematischen Modells nicht das Ziel
haben, mdglichst viele der auftretenden
Parameter algebraisch zu eliminieren. Im
Gegenteil: Es ist winschenswert, mdg-
lichst alle Parameter, die zur Simulierung
eines spezifischen Messverfahrens nétig
sind, im Auswertealgorithmus zu belassen,
um die Mdglichkeit fiir einen uneinge-
schrankten Defektbeseitigungsprozess zu
gewahrleisten.

Die Reduktion von Unbekannten — in an-
deren Worten — die Reduktion der Anzahl
von Gleichungen im System, das schluss-
endlich invertiert werden muss, ist zwei-
felslos ein, zumindest aus 6konomischen
Gesichtspunkten, wiinschenswertes Ziel.
Jedoch sollte ein solcher Schritt durch nu-
merische Elimination von gewissen Grup-
pen der Unbekannten erst nach der Defekt-
beseitigung vorgenommen werden. Bei
der Auswertung von Abbildungen kann
man annehmen, dass auch beim Vorlie-
gen von unorthodoxen Bildern man im
oben beschriebenen Sinn z.B. die Gruppe
der sogenannten Orientierungsgrossen
oder die Gruppe der Objektpunkte vor der
Invertierung des Systems, aber erst nach
der Einfiihrung der Information zur Defekt-
beseitigung, tunlichst eliminiert. Praktisch
kann dieser Eliminationsschritt wechselnd
mit jeder Iterationsschleife ausgefihrt wer-
den. Wenn nétig, miissen natirlich die eli-
minierten Parameter und die ihnen zuge-
ordneten statistischen Angaben nachtrag-
lich berechnet werden.

Ferner ist die Analyse eines spezifischen
mathematischen Modells besonders ge-
eignet fiir die Untersuchung einer bestimm-
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ten Messmethode in bezug auf die Univer-
salitat ihrer Anwendung. Bei der Bildmes-
sung geht es dabei vor allem um die Ein-
sicht in den Triangulationsprozess, d.h.
um Kenntnis Uber mégliche Anordnungen
der Abbildungen fiir verschiedene eindeu-
tige Losungen der raumlichen Bildtriangu-
lation. Es ist eine bekannte Tatsache, dass
ein System von unabhangigen linearen
Gleichungen fir «u» Unbekannte nur ge-
16st werden kann, wenn auch eine der An-
zahl der Unbekannten entsprechende An-
zahl solcher Gleichungen zur Verfligung
steht. Dabei muss angenommen werden,
dass die Koeffizientendeterminante dieser
Gleichungen von Null genligend verschie-
den ist, so dass die Losung vor allem bei
geometrischen Problemen nicht durch das
Vorhandensein von kritischen Flachen
oder kritischen Raumen in Frage gestellt
wird.

Von dieser Annahme ausgehend, kann
man eine Vorstellung von der Mannigfal-
tigkeit von eindeutigen Lésungen in bezug
auf ein spezifisches Messprinzip erhalten.
Solche Information kann abgeleitet wer-
den, wenn zunachst die Anzahl der aus
der Messaufgabe resultierenden Unbe-
kannten mit Hilfe des zugrundeliegenden
mathematischen Modells festgestellt wird.
Zieht man von deren Anzahl den Rank des
vorliegenden Systemdefekts ab, so erhalt
man eine Angabe Uber die Anzahl von
freien Variablen oder Unbekannten, die in
einer spezifischen Messaufgabe zu be-
stimmen sind. Anderseitig kann man eine
zahlenmassige Angabe Uber die Anzahl
der unkorrelierten Gleichungen berech-
nen, die sich gesamthaft flir eine spezifi-
sche Messanordnung ergeben. Eindeu-
tige, d.h. sich nicht widersprechende L6-
sungen sind durch die Forderung gekenn-
zeichnet, dass die Anzahl der nicht korre-
lierten Gleichungen gleich sein muss zur
Anzahl der Unbekannten nach der Defekt-
beseitigung. Von dieser notwendigen Bal-
lance zwischen der Anforderung von Infor-
mation (Anzahl der freien Variablen) und
der zur Verfiigung stehenden Messinfor-
mation (Anzahl der unabhangigen Be-
stimmungsgleichungen) kann ein Ausdruck
abgeleitet werden, der in Hinsicht auf das
Vorhandensein von verschiedenen eindeu-
tigen Losungen analysiert werden kann.

Diese Mdglichkeit soll am Beispiel einer
Bildtriangulation demonstriert werden.
Der geometrische Inhalt einer solchen
Triangulation, die sich auf klassische Mess-
bilder stltzt, kann mit dem folgenden Dia-
gramm erklart werden.

Der Pfeil deutet an, dass der Ursprung der
Information im Raum «m» ist und zum Ob-
jektraum «n» fliesst. Ferner wird die Annah-
me gemacht, dass keine zusatzlichen Mes-
sungen existieren, weder zwischen den
im m-Raum auftretenden Orientierungs-
grossen, noch zwischen den Orten der n-
Punkte des Objektraumes.
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m
Raum, in dem «m» Messbilder
vom Objekt aufgenommen
werden

n

Raum, in dem die Lage von
«n» Objektpunkten aus dem
geometr. Inhalt der «m» Mess-
bilder zu bestimmen sind

Im Einklang mit dem Aufbau des erwahn-
ten mathematischen Modells der Kollinea-
ritat kann der entsprechende y-Vektor auf-
geteilt werden in:

O  ein Vektor fir alle Orientierungspa-
rameter eines Einzelstrahles

Xi  ein Vektor der raumlichen Koordina-
ten eines Objektpunktes «i»

Xi ein Vektor der dreidimensionalen
Bildkoordinaten eines Abbildungs-
punktes, und

sj  einjedem Einzelstrahl zugeordneter
Verhaltnisfaktor, der mitunter als
Massstabsfaktor des spezifischen
Sehstrahles bezeichnet wird.

Die Anzahl der Parameter (p), die in einer
Bildtriangulation auftreten, kann, ohne die
Anzahl der gemessenen Bildkoordinaten
zu beriicksichtigen, berechnet werden als:

p=Om + 3n + s. Dabei gilt fiir s = An-
zahl der in einer be-
stimmten Triangula-
tionsfiguration auftre-
tenden Einzelstrahlen.

Mit dem vorher erwahnten Rang des De-
fektes (D) eines sich auf raumliche Rich-
tungen stutzenden Triangulationssystems
von sieben ergibt sich die Anzahl von
freien Variablen (u) als:

u=p-D=0Om+3n+s-7

Da die Anzahl von unabhangigen Bestim-
mungsgleichungen im mathematischen
Modell des Einzelstrahles drei ist, ergibt
sich die Gesamtzahl beis-Sehstrahlen als:
E=3s

Um der allgemeinen Gultigkeit willen kann
man nicht annehmen, dass alle n-Objekt-
punkte auf allen m-Abbildungen erschei-
nen. Deshalb muss man zwischen ver-

schiedenen Punktarten im Objektraum un-
terscheiden. Die verschiedenen Typen sol-

cher Punkte soll mit dem Buchstaben t; be-
zeichnet werden, wobei sich die Indexzif-
fer «i» auf die Anzahl der sich in einem so
bezeichneten Objektpunkt schneidenden
Einzelstrahlen bezieht.

Somit kann man fir die Anzahl der Ob-
jektpunkte «n» setzen:

n=(t1+t2+t3+....+tm_1+tm)

Die Gesamtzahl aller Einzelstrahlen wird
damit:

s = (1t4 + 2ty +:3tg + oo+
(Mm-1)ty-q + mty,)

Die fiir die Informationsballance aufzustel-
lende Gleichung ist u = E, und mit den
oben abgeleiteten Resultaten:

Om + 3n + s-7 = 3s oder
Om-7=2s-3n

Substituiert man die aufgestellten Aus-
driicke flir n und s, erhalt man fir:

2s-3n= [-t1 + ot Sty + o vou

(2m - B)tyy_1 + (2m - 3)ty]

und schlussendlich fur die Bedingung der
eindeutigen Lésung:

Om-7=[-ty+to+3tg+.... +

(2m - B)ty-1 + (2m - )ty ]

Es ist nun moglich, diesen Ausdruck zah-
lenmassig auszuwerten, um die Informa-
tion Uber eindeutige L6sungen zu erhalten,
die bei der Bildtriangulation moglich sind.
Ohne irgendwelche Restriktionen einzu-
fihren, soll von der in der Praxis meistens
gebrauchten Annahme ausgegangen wer-
den, dass die Elemente der inneren Orien-
tierung als fehlerfreie Grossen eingefiihrt
werden. Folglich ist die Anzahl der im O-
Vektor auftretenden Parameter «sechs».
Weiter soll, um das Beispiel nicht unnétig
zu komplizieren, die Annahme gemacht
werden, dass die Objektpunkte auf zumin-
dest zwei Abbildungen erscheinen. Somit
sind Punkte des Typs t{ nicht vorhanden.
Das Resultat einer derartigen Investiga-
tion ist in folgender Tabelle wiedergege-
ben.

Die Tabelle enthalt insoweit interessante
Information, als sich die Tatsache zeigt,
dass die Anzahl der moglichen eindeuti-
gen Loésungen rasch zunimmt, wenn die
Anzahl von Bildern, auf denen ein spezi-
fisches Objekt abgebildet ist, anwachst.
Von praktischem Interesse ist die Tatsache,
dass bei einer Abbildungszahl m > 2 im-
mer eine eindeutige Lésung besteht, die
ausschliesslich die Schnitte von je zwei
homologen Strahlen erfordert. Jedoch, wie
ersichtlich, steigt die Anzahl der zu bestim-
menden freien Variablen aufgrund des
Anwachsens der nétigen Objektpunktan-
zahl «n» an, so dass eine solche Lésung
erhéhten Messaufwand mit sich bringt.

Bis zu einem gewissen Grad ist Uiberra-
schend, dass unabhangig von der Anzahl
von Abbildungen, die fiir ein Objektanteil
vorliegen, es immer mdglich ist, mindestens
eine eindeutige Lésung aufgrund von funf
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Fachteil

o Om-7 Anzahl
m to tg i b _t— = s u eindeutiger Bemerkungen
] 2s-3n Lésungen
2 5 - = 5 10 20 i klassische
. 2-Bildtriangulation
3 11 0 - 11 11 22 44 Albertz’sche Doppelstreifen
Triangulation
8 1 - 9 19 38 klassische
Streifentriangulation
4

5 2 - 7 16 32

2 3 - (5] 13 26
4 17 0 0 174 17 34 68

14 7 0 15 31 62

11 2 0 13 28 56

8 3 0 11 25 50

5 4 0 22 44

2 5 0 19 38

15

12 0 1 13 17 28 56

9 1 1 11 25 50

6 2 1 9 22 44

3 3 1 7 19 38

0 4 1 (5] 16 32

7 0 2 9 117 22 44

4 1 2 74 19 38

1 2 2 (5] 16 32

2 0 3 [5] 17 16 32

= Anzahl von Aufnahmen

= Anzahl der Objektpunkte

®» 03530

= Anzahl von einzelnen Strahlen

Objektpunkten herzustellen, wie mit den
umrandeten Lésungen gezeigt ist. Eine
derartige Analyse in bezug auf die Még-
lichkeit verschiedener eindeutiger Losun-
gen sollte die Untersuchung von Proble-
men anregen, die sich mit der inneren Ge-
nauigkeit eines triangulierten Punkthaufens
befassen. Solche Untersuchungen sollten
vor allem bei der Anwendung der Bildmes-
sung im nicht-topographischen Bereich von
Interesse sein, wo man oft zu unkonven-
tionellen Bildanordnungen gezwungen ist,
oder andererseits diese mdglich sind. Da-
bei ist es sicherlich wichtig, einen Einblick
in den nétigen messtechnischen Aufwand
versus erreichbarer Genauigkeit im ein-
deutigen Modell zu erhalten.
Zusammenfassung:

Dieser Artikel beschaftigt sich hauptsach-
lich mit dem Problem des mathematischen
Modells, beziehentlich dessen vor allen
geometrischen Veranderungen unter dem
Einfluss der computer-aided Auswerte-
technik. Ein wesentliches Resultat kann
darin gesehen werden, dass die meisten
Beschrankungen der Analogauswertung
vornehmlich in bezug auf die Universali-
tat der Anwendung der Bildmessung mit

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, 2/86

= Anzahl der Orientierungselemente pro Aufnahme = 6

u = Anzahl der freien Variablen

= Punkte in denen sich «i» homologe Strahlen schneiden

m-7 = Bedingung fur die Informationsballance (Defekt = 7) = 2s - 3n

Hilfe der numerischen Mdglichkeiten tiber-
kommen werden. Dabei sollte erkannt wer-
den, dass die computergestutzten Verfah-
ren nicht lediglich als ein Ersatz fiir den
Einsatz gewisser analog arbeitender Kom-
ponenten angesehen werden sollten. Das
Potential des elektronischen Rechnens
hat auf Grund seiner Kapazitat in bezug
auf die hohe Rechenschéarfe und seiner
operationellen Geschwindigkeit einen be-
deutenden Zuwachs in den Anwende-
maoglichkeiten beim Einsatz der Bildmes-
sung gebracht. Dazu kommt die grosse
Anpassungsfahigkeit in der Datenbehand-
lung. Diese Entwicklung bringt nicht nur
vom 6konomischen Gesichtspunkt her Vor-
teile, sondern erlaubt mit einem Blick in
Richtung zukunftiger Anwendung eine all-
gemeine Datenbehandlungsweise zu ent-
wickeln. So sollten Bilder, die mit unkon-
ventionellen Aufnahmeverfahren erhalten
werden, wie z.B. Abbildungen von dyna-
misch arbeitenden Panoramakammern
oder elektro-optischen Scannern, thermi-
schen Mappern oder Abbildungen produ-
zierenden Radars, nach grundsatzlich glei-
chen, zumindest ahnlichen Gesichtspunk-
ten ausgewertet werden kénnen. Zusatz-

lich wird die Geschwindigkeit des elektro-
nischen Rechenprozesses mit seiner Real-
time-Kapazitat in steigendem Masse flr
die Lésung von operationellen Problemen
im instrumentellen Bereich flir moderne
Datenverarbeitungsanspriiche zur Anwen-
dung kommen. Dem Inhalt der eindeutigen
Lésung und die Anpassung des mathema-
tischen Modells an die vorhandene elek-
tronische Rechenkapazitat wurde beson-
dere Aufmerksamkeit geschenkt. Eine zu-
satzliche Bedeutung kommt der eindeu-
tigen Lésung fir das im nachsten Artikel
zu diskutierende allgemeine Konzept fiir
eine computergestltzte statistische Verar-
beitung von uberschissiger Information
zu.

Ausgewahlte Bezugsliteratur ist am Ende
der im nachsten Heft folgenden Abhand-
lung gegeben.

Adresse des Verfassers:
Hellmut H. Schmid

em. Prof. ETH Zrich, Dr. Dr. h.c.
Baermattweg 10, CH-3324 Hindelbank

47



	Das mathematische Modell bei der computergestützten Auswertung von Messdaten

