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le transformé de da par la rotation B et
dy' le transformé de dvy, par les rota-
tions a, B.
Laccroissement correspondant de W
est donc:

da
B|dB |, avec
dy
{ 0O Us -U2J|: cosBO cosasinﬁ}
B=|-Us O U 0 1 -sina
Uz-U; O ||-sinB O cosacosP

En posant A= (OI'C, on a finalement:

dxgp - dx da| [O
dW=A|dyg-dy|+B|dB |+ |O|dD
-dh dy| |1

Les équations d'observation pour un
rayon sont:
Uct+duc=U, et ve+dve=v,

Les coefficients de dx, dy, dh, dx,, dyo,

dD, da, dB. dy dans les expressions de
duc et dvg sont donnés par les formules:

duc = (dW1 - udW3)/W3 et

dve = (dW3 - vdW3)/W3

Ces coefficients sont ceux des incon-
nues correspondant aux termes indé-

pendants de T. Ceux des inconnues
correspondant aux termes en T, T2, etc.

. s'obtiennent en multipliant ceux des
termes indépendants par T, T2, ...
Le vecteur des termes constants est:
- [xb/f -1 (1+u2) -w1/vv3J
t'=1'u-Wjy/Ws3
Lintroduction déquations d'observation
complémentaires se fait exactement
comme dans le traitement classique.
Toutefois I'absence de corrélation entre
les inconnues conduit a un systéme
d'équations normales mieux condi-

tionné, et la solution dépend beaucoup
moins de la pondération adoptée.

7. Expérimentation et conclusions
Les deux méthodes présentées ont été
essayées avec des orbites et des
parameétres dattitude élaborarés par le
CN.ES.

Pour la méthode classique trois seg-
ments de 90 sec, couvrant une surface
de 700 x 60 km environ, avec des incli-
naisons latérales de — 24, 0 et + 24 ont
été utilisés. Les coordonnées-image de
25 points de contrdle bien répartis,
daltitudes variant de 0 a 1000 m, ont
été calculées a partir des parametres
orbitaux et des parameétres dattitude
<vraisy. Les éphémérides donnant les
vecteurs S et V de minute en minute
ont été établis a partir d'orbites bruitées
et les vitesses de rotation au pas de
0,125 sec, servant a calculer les para-
meétres t, r, | par intégration numérique,
ont aussi été bruitées.

Le calcul en un seul bloc des 3 seg-
ments, en utilisant 6 points connus, a
fait apparaitre sur les coordonnées-
terrain des points de controle des
écarts de l'ordre de 2,5m avec deux
itérations.

Pour la deuxieme méthode, les essais
n'ont porté que sur un arc dorbite de
9 sec, correspondant a une (scene) de
60 x 60 km environ, forme sous laquelle
les images SPOT seront découpées.
Avec 6 points connus, les écarts sur 25
points de contrble ont été de l'ordre du
meétre.

Bien entendu, ces résultats n'ont de
signification que dans la mesure ou la
régularité des variations dattitude sera
bien conforme aux prévisions. Il faut
aussi noter que les points de controle
utilisés étaient situés a lintérieur du
polygone des points connus. En raison
de I'impossibilité de calculer la position
du satellite et la matrice d'orientation
exactes a partir de points connus au
sol, il sera sans doute impossible
d'obtenir les coordonnées de points
situés a l'extérieur de ce polygone.
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Zur Gewichtsbestimmung von Bedingungsgleichungen

T. Schenk

Parallel zur stetigen Weiterentwicklung
der elektronischen Datenverarbeitung
wurden auch die Messverfahren und
die Ausgleichungsmethoden in den
letzten zwei Jahrzehnten verfeinert und
vervollkommnet. Heute stehen ausge-
feilte Verfahren zur Verfugung, die es
gestatten, alle zu einer Messanordnung
gehdrende Information nicht nur rigoros
auszugleichen, sondern auch statistisch
zu analysieren, so dass beziglich der
berechneten Resultate, deren Genauig-
keit und Zuverlassigkeit weit mehr
Angaben zur Verfiigung stehen, als dies
friher, ohne leistungsfahige Rechner
und Algorithmen, der Fall sein konnte.
Unter den frihen Pionieren, die fir das
neue Werkzeug «Computen effiziente
Methoden und Algorithmen entwickel-
ten, ist vor allem H. Schmid zu nennen,
der bereits vor einem Vierteljahrhundert
die grundsétzliche Richtung wies (vgl.
z.B.[2]).
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Auf der Eingabeseite einer Ausglei-
chungsaufgabe finden wir normalerwei-
se nicht nur die der <innereny Losung
dienenden Messungen, sondern zusatz-
lich Stutzinformation, welche die Zuord-
nung zu einem Ubergeordneten Bezugs-
system schafft. Diese Information muss

sich nicht notwendigerweise nur auf

bekannte Punkte (Passpunkte) be-
schranken, sondern kann durchaus
auch andere Angaben, die sich auf das
Bezugssystem beziehen, miteinschlies-
sen, wie z.B. Drehwinkel, Hohendiffe-
renzen oder Strecken.

Es hat sich eingebirgert, die Stitzinfor-
mation, seien es nun bekannte Punkte
oder zusatzliche Angaben, in Form von
Bedingungsgleichungen zu bertcksichti-
gen. In diesem Zusammenhang stellt
sich die Frage nach der Gewichtung der
Bedingungsgleichungen oder allgemein
nach der Varianz-Kovarianz-Matrix, die
den Bedingungen zuzuordnen ist.

Auch der zunehmende Einsatz von
interaktiv  grafischen Systemen zur
computerunterstitzten  Aufbereitung
von Manuskripten zu Reinzeichnungen
kann zu allgemeinen Ausgleichungsauf-
gaben flhren, bei welchen die verschie-
denen Normvorschriften oder Konven-
tionen zweckmassigerweise als zusatz-
liche Bedingungen behandelt werden.
So lassen sich z. B. die Forderungen,
Gebaude rechtwinklig, Strassen und
Wege parallel darzustellen, als geome-
trische Bedingungen der unbekannten
Punkte formulieren, wobei es auch hier
die Frage nach der Gewichtung solcher
Bedingungen zu beantworten gilt. In [1]
wurde dieses Problem im Zusammen-
hang mit Rechtwinkelzligen eingehend
untersucht.

Der eben geschilderten Problematik
wird man dadurch gerecht, dass das
mathematische Modell zwei verschie-
dene Messanordnungen berucksichtigt:
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F(L.X)=0 (1)
G(L:X)=0 (2)

Gleichung (1) ist die allgemeine Form
der Ublicherweise als Beobachtungs-
gleichungen bezeichneten Beziehungen
zwischen den Beobachtungen L; und
den Unbekannten X, wahrend sich (2)
auf die zusatzlichen Bedingungen bezie-
hen soll.

Die Linearisierung der beiden im allge-
meinen nicht linearen Gleichungssyste-
me fihrt mit der Ublichen Bezeich-
nungsweise auf (vgl. dazu auch [3]):

A v, +BAx=w, mitP (3)
A.v.+ CAx=w; mit P, (4)

wobei die folgenden Abkirzungen gel-
ten:

oF a

m

_OF _OF _ 0
A|—aLI B—ax w; =-F(l,x")
L =l+v X=x"+ Ax

_0G6 _0G _ 0
AC_GLC C——é—x‘ WC——G(lc,X )
Lc =1+ ve

Das Prinzip der Methode der kleinsten
Quadrate verlangt nun, v.TP|v| +
VCTPCVC unter BerUcksichtigung von (3)
und (4) zu einem Minimum zu machen.
Die Lagrangesche Funktion ¢ lautet:

$ =v P+ vo Pove - 2k (A +
B Ax-w)) - 2K.' (Acve + C Ax - w) (5)

Durch die Ableitung nach v;, v¢ und Ax
erhalt man die drei Gleichungen:

-Pv, +A"'k =0 (6)
~Pove+ Al ke=0 (7)
B'k +C' k. =0 (8)

)

Die Gleichungen (3), (4), (6). (7) und (8
ergeben folgendes allgemeine Glei-
chungssystem mit den zu bestimmen-
den Unbekannten v, k|, Ax, k¢, V¢

-plaTfo[olo]| [v] [o]
AlolB|olo| [k| |w]
o|BT|o[cT|o]| [ax|=[0] (9)
olo|cl|olA] [k| [wel
olo|lo|al[-P] [v.| [O]

Das Gleichungssystem (9) ist in dieser
Form l6sbar, man kann jedoch die
besondere Struktur ausnutzen und vor-
géngig die Unbekannten v, v k
eliminieren, um so den Rechenaufwand
zur Lésung von (9) zu reduzieren. Das
reduzierte Normalgleichungssystem
lautet in diesem Falle:

N, cf Ax w*

= 10
C |-APPIAL| |-ke W 1o

mit N.=B'(AP'A])"'B und

w*= BT(A|P~|1A1|')v 1W|.

In der weiteren Diskussion wird fir
P;'= o, und fir P;'= o, eingefiihrt.

Eine weitere Vereinfachung des Glei-
chungssystems (10) wird erreicht,
wenn die in (2) ausgedrickte Bezie-
hung sich ausschliesslich auf die Unbe-
kannten X bezieht. In diesem Fall wird
A.=1und G druckt dann die unter den
Unbekannten zu erflllenden Bedingun-
gen aus. Das Gleichungssystem (10)
lautet somit wie folgt:

N, c' Ax w*

= )
C —Cc _kc wC

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit
nach der Ausgleichung berechnet sich
zu

- :_I/V|TP|v[+ v Pove
© r+s-u

(12)

Die reziproke Gewichtsmatrix PC'1:0C
in (11) druckt aus, dass den im Vektor
w. zusammengefassten Widerspru-
chen ein endliches Gewicht zugeordnet
wird. Dadurch werden die unter den
Unbekannten einzuhaltenden Bedingun-
gen nicht streng erzwungen:; flr gewis-
se praktische Anwendungen eine
durchaus sinnvolle Forderung. Es ist ja
ohne weiteres moglich, dass die in G
ausgedruckten Bedingungen die Wirk-
lichkeit gar nicht genau wiedergeben.
Dies durfte wohl immer dann zutreffen,
wenn wir in den Bedingungsgleichun-
gen geometrische Eigenschaften von
natlrlichen oder kinstlichen Objekten
erfassen. Nehmen wir etwa die Recht-
winkligkeit von Geb&uden: je nach
Beschaffenheit und Sorgfalt bei der
Bauausfiihrung konnen die Ecken mehr
oder weniger stark von 90° abweichen.
Diese im einzelnen nicht erfassbaren, in
der Gesamtheit wie zufallige Fehler
wirkenden Abweichungen misste man
mit einem entsprechenden Gewichtsan-
satz berlcksichtigen.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch
fur andere Bedingungen, die z.B. aus-
dricken, dass gewisse Punkte auf einer
Geraden, Kurve, Ebene oder definierten
Flache liegen. Wiederum werden alle
Objekte der realen Welt von der in der
Bedingungsgleichung formulierten ma-
thematischen Form abweichen. Er-
zwingt man die Bedingung trotzdem,
d. h. fihrt man fur die Widerspriche we
ein unendlich hohes Gewicht ein, so
werden die Verbesserungen der ur-
springlichen Beobachtungen etwas
verfalscht, und zwar um den Betrag der
Unvollkommenheit der unter Betracht
stehenden Objekte. Das geht auch ganz
klar aus Formel (12) hervor: die den
Widersprichen zugeordneten Verbes-
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serungen V¢ werden zu einem Nullvek-
tor und der Anteil geht auf die vy tUber.

Die Bedingungsgleichungen sind Funk-
tionen der Unbekannten, die ja gewisse
mittlere Fehler aufweisen. Damit sind
auch die Bedingungen bzw. die Wider-
spriche w¢, gemass allgemeinem Feh-
lerfortpflanzungsgesetz, mit Fehlern be-
haftet. Das ist der zweite Grund, wes-
halb den Bedingungsgleichungen Ge-
wichte zuzuordnen sind. Man kann sich
dies anschaulich am bereits ange-
schnittenen Problem der Rechtwinklig-
keit von Gebauden vorstellen: jeder
Ecke ist ein Gewicht zuzuordnen, das
die unterschiedlichen geometrischen
Verhaltnisse, also ungleichlange Schen-
kel, berlcksichtigt. Ein durch kurze
Seiten gebildeter Winkel hat ein kleine-
res Gewicht als ein von langen Seiten
eingeschlossener  Winkel. Die Ge-
wichtsberechnung erfordert die mittle-
ren Fehler der Unbekannten, also die
Matrix Qu und die Koeffizienten der
Ableitung der Matrix G nach X, also C.
Fir die i. Bedingungsgleichung erhalten
wir somit das reziproke Gewicht 1/pg;:

n
1/pci= 0ci= k§1 Cik Cgi Qkk (13)

mit ¢;=i. Zeilenvektor aus C und cTiz i.
Kolonnenvektor aus C, sowie qgk als
Diagonalelemente der Matrix

Q.= (B'(AgAl) 'B)"! (14)

Fur jede Bedingungsgleichung ist ge-
mass (13) vorzugehen. Es entsteht die
Varianz-Kovarianz-Matrix oc als eine
Diagonalmatrix mit den Elementen
nach (13).

Da die rechte Seite von (14) im allge-
meinen nicht invertierbar ist (weil z.B.
die zur Defektbeseitung erforderliche
Stutzinformation nicht in F sondern in G
vorhanden ist), kann Qyx bzw. oc nicht
berechnet werden. In gewissen Féllen
kann man jedoch o¢ trotzdem bestim-
men. Liegt z. B. der Fall von direkt
beobachteten Unbekannten vor, ist also
A und B gleich der Einheitsmatrix I, so
wird Qu=0, und die Gleichung (13)
nimmt die Form an:

n

Oci=k§1cik0ki/pli (15)
Ein interessantes Beispiel fur diesen Fall
ist die Ausgleichung von Rechtwinkel-
zigen. Werden etwa Geb&udeecken
direkt gemessen, sei es an einem
photogrammetrischen  Auswertegerat
oder direkt im Feld, so mochte man
diese Messungen so verbessern, dass
die Hauskanten rechte Winkel bilden.
Wie in [1] aufihrlich gezeigt, lautet das
(11) entsprechende Normalgleichungs-
system

P | C| | Ax o

= (16)
c - Oc "'kc Wc
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Aus (16) kann man zur weiteren Verein-
fachung den Vektor Ax eliminieren und
erhalt dadurch die zur Losung von k¢
dienende Gleichung

(CP'CT + 00) ke =W, 17)

oc ergibt, wie oben dargelegt, eine
Diagonalmatrix mit Elementen, die iden-
tisch sind mit denjenigen der Matrix
€ P7' CTaus (17). Die Beriicksichtigung
von gewichteten Bedingungsgleichun-
gen reduziert sich somit im Fall von
Rechtwinkelziigen auf die Aufgabe, die
Diagonalelemente der auf den Korrela-
tenvektor k. reduzierten Normalglei-
chungsmatrix zu verdoppeln. Durch
dieses Vorgehen werden die rechten
Winkel nicht streng erzwungen, viel-
mehr wird eine Abweichung toleriert,
die im Einklang mit der geometrischen
Konfiguration des Rechtwinkelzuges

steht. Wie bereits erwahnt, ist diese
Abweichung bei kurzschenkligen Win-
keln grosser als bei solchen, die durch
lange Seiten gebildet werden.Man kann
sich diesen Sachverhalt anschaulich
gut vorstellen, wenn man etwa davon
ausgehen wirde, dass die Winkel
direkt gemessen waren. Diesen Pseu-
dobeobachtungen wirde man diesel-
ben Gewichte zuordnen wie den Bedin-
gungsgleichungen.

Abschliessend sei festgehalten, dass
die hier am Beispiel des Rechtwinkelzu-
ges gemachten Uberlegungen auch auf
andere Falle anwendbar sind. Man
denke z.B. an Bedingungen, die aus-
dricken, dass gewisse Punkte auf einer
Geraden, einer Kurve, einer Ebene oder
gekrimmten Flache liegen. Die Berlck-
sichtigung von Gewichten, also die
Bestimmung von og, ist auch dann

wichtig, wenn verschiedenartige Bedin-
gungen auftreten, z.B. rechte Winkel,
Geraden- und Ebenenbedingungen so-
wie Genauigkeitsangaben Uber Stitz-
punkte.
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Betrachtungen zum Einfluss der automatischen Rechentechnik
auf Photogrammetrie und Fernerkundung

K. Szangolies

1. Vorbemerkungen

Als ich im Jahre 1957 den Auftrag
erhielt zu untersuchen, welche Konse-
quenzen sich aus der gerade erst in
einigen wenigen Publikationen be-
schriebenen (Analytischen Aerotriangu-
lationy fir den photogrammetrischen
Geratebau ergeben konnen, war die
allgemeine Kenntnis von dieser Ent-
wicklungsrichtung noch sehr begrenzt
(vgl. Kompendium Photogrammetrie,
Jena 1960, Bd. Ill, S. 767-788).

Einer der Pioniere der <Analytischen
Photogrammetrie» war Hellmut H.
Schmid. Seine grundlegende Veroffent-
lichung 1956/57 in <Photogrammetria
bildete neben den Arbeiten von D.W. G.
Arthur (1955), U.Bartorelli (1956), H.G.
Jerie (1956), K. Rinner (1956), G.H.
Schut (1955/56), H. A. L. Shewell (1953)
u.a. das Fundament fur die neue
Technik.

Ausgelost wurde die intensive Arbeit
auf dem Gebiet <Analytische Photo-
grammetrie> durch die in den Jahren
1955 bis 1960 entwickelten elektrischen
bzw. elektronischen Rechenautomaten.
Unsere ersten praktischen Arbeiten in
Jena wurden mit dem Relais-Rechenau-
tomaten Oprema und ab 1960 mit dem
Zeiss-Rechenautomaten ZRA1 mit 4K-
Speicherkapazitdt ausgefihrt. Ein Blick
auf die damals erreichten Rechenge-
schwindigkeiten einiger bekannter Re-
chenautomaten zeigt u.a. eindrucksvoll,
welche Fortschritte auf diesem Gebiet
in den zurlckliegenden 25 Jahren
erreicht wurden:
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Operationen/Sekunde
(10stellig)

(Mensch) (0,02)

Oprema 2

Zuse 222 20

Ural 100

ZRA1 200

IBM 704 12000

Tab.1 Rechengeschwindigkeiten (vgl. Kom-

pendium Photogrammetrie, Jena 1963, Bd. IV,
S.1861)

Die Photogrammetrie wurde in ihrer
Entwicklung durch die Rechentechnik
entscheidend beeinflusst. Anfang der
sechziger Jahre entstanden eine ganze
Reihe von modernen Stereokomparato-
ren mit automatischer Registrierung der
Messwerte auf Lochstreifen oder Loch-
karte, darunter auch in Jena das Steco-
meter mit Coordimeter. Die von
H.Schmid vor fast 30 Jahren mitbe-
grindete Analytische Aerotriangulation
ist in der Zwischenzeit geratetechnisch
und programmtechnisch bis zur Perfek-
tion entwickelt worden und heute
Standard-Arbeitsmethode der Aeropho-
togrammetrie.

2. Der Einfluss der elektronischen
Rechentechnik auf die
Entwicklung der Photogrammetrie
Mit der Entwicklung der elektronischen
Rechentechnik wurde die Photogram-
metrie entscheidend beeinflusst, und
zwar sowohl hinsichtlich der Geréte-

technik und Verfahren als auch der
Anwendungsbereiche und der Lei-
stungsfahigkeit. Die Digitalisierung der
Photogrammetrie hat generell zur Erho-
hung des Automatisierungsgrades, zur
Genauigkeitssteigerung und zur Be-
schleunigung der Arbeitsabldufe ge-
fahrt.

Der gegenwartige Entwicklungsstand
ist davon geprégt, dass fiur einige
Arbeitsgédnge nach wie vor nur analoge
konventionelle Technik verflgbar ist, fur
andere Arbeitsgdnge nur digitale Tech-
nik und fur eine dritte Gruppe von
Arbeitsgdngen sowohl analoge als
auch digitale Technik zur Verfiigung
steht. Die Kopplung von konventioneller
analoger Geratetechnik mit digitaler
Rechentechnik in komplexen Aufnah-
me- und Auswertetechnologien hat in
einigen Fallen zu guten Erfolgen, in
anderen zu Problemen und Misserfol-
gen geflhrt.

2.1. Zur Anwendung der digitalen
Bildverarbeitung in der Photogramme-
trie

— Luftbildaufnahme

Ein Standard-Luftbild mit dem Format
230 mm x 230 mm hat ein mittleres Auf-
I6sungsvermogen  AWAR= 70 L/mm.
Die Multispektralkameras MKF 6 bzw.
MSK 4 besitzen ein auf den mittleren
Bildbereich bezogenes Auflésungsver-
mogen von 150L/mm. Entsprechend
den neuesten praktischen und theoreti-
schen Erkenntnissen kann die Auflo-
sung von Aufnahmesystemen von der

Mensuration, Photogrammeétrie, Génie rural 9/85



	Zur Gewichtsbestimmung von Bedingungsgleichungen

