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Vermittelnde Ausgleichung von direkt beobachteten,
naherungsweise orientierten Koordinatendifferenzen

Methode der unabhangigen Stationen

H.J. Matthias

Unter Hinweis auf die Ankiindigung in [1] wird die vermittelnde Ausgleichung von
geodéatischen Netzen behandelt, bei denen naherungsweise oder endglltig
orientierte Koordinatendifferenzen gemessensind, die bei elektronischen Tachy-
metern anstelle oder zusammen mit den gemessenen Richtungen und Distanzen
angezeigt und registriert werden koénnen. Sodann werden Falle diskutiert, wo
dieses Vorgehen zweckmassig sein kann und wahrscheinlich in die Praxis einge-
hen wird.

Fixant l'attention sur Fannonce selon [1], l'article présente la théorie de la compen-
sation d'observations médiates de réseaux géodésiques, quand celles-ci ont comme
objet les différences de coordonnées approximativement ou définitivement orien-
tées. Elles sont obtenues avec des tachéométres électroniques ensemble avec, ou
remplacant les directions horizontales et distances mesurées. En conclusion, des
procédés méthodiques appropriés sont discutés dont quelques-uns pourraient
saffirmer dans la future pratique.

Es kann nun sinnvoll sein, gerade diese
Beobachtungen vyj;, xjj der Ausgleichung
zuzufiihren.  Erwdgungen Uber die
Zweckmassigkeit und die Arbeitsme-
thoden werden an dieser Stelle Uber-
sprungen und folgen in Ziffer 8.
Zunachst soll hier, und das ist der
Hauptgegenstand dieses Aufsatzes, wie
in [1] angekindigt, die vermittelnde
Ausgleichung von Netzen der Art von
Abb. 2 behandelt werden.

Das Vorgehen kann als ebenes Analo-
gon der photogrammetrischen Metho-
de der unabhédngigen Modelle betrach-
tet und deshalb auch als Methode der

1. Einleitung

Bei der Arbeit mit elektronischen Tachy-
metern kdnnen u. a. anstelle der bei der
Tachymetrie Ublichen Beobachtungen
aijj, djj des polaren Aufnahmevektors,
sieche Abb.1, 2, die Koordinaten(diffe-
renzen) yijj, Xij als «direkte) Beobachtun-
gen im lokalen ebenen kartesischen
Projektionssystem betrachtet werden,
das gekennzeichnet ist durch Stations-
punkt i, Orientierung Q; und konforme
Abbildung.

+X
A
Nullstelle des
Teilkreises
+y
} E } —+Y
Abb.1 Unabhé&ngige Stationen
Institut fur Geodéasie und Photogrammetrie

Legende
Gegebener Fixpunkt
Gesuchter Neupunkt

® 00O

Stationspunkte

gemessene naherungsweise orientierte
Abszissen und Ordinaten vy, x

Ya

ETH-H6nggerberg, CH-8093 Zdirich
Separata Nr. 65

Abb.2 Unabhéngige Stationen
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unabhangigen Stationen bezeichnet
werden. Ebenso kann es als Analogon
zur Ausgleichung in einem geozentri-
schen oder lokalen dreidimensionalen
kartesischen Koordinatensystem be-
trachtet werden.

2. Bezeichnungen
i Index fur Stationspunkt

j Index fiir Zielpunkt

ajj (mplizity beobachtete
Richtung

djj «mplizity beobachtete
Distanz

Vi Xi lokales Koordinatensystem
der Station i

Yij. Xij «explizitey beobachtete
Koordinatenunterschiede im
System vy, X

Vyijr Vi, Verbesserungen an yj;, x;;

Q Orientierungsunbekannte der
Station

Qio Naherungswert fur Q

G unbekannter Zuschlag
Q= QLO +

P orientierte Richtung

Y, X Koordinatensystem der
gegebenen Fixpunkte

Yi Xi Y X Koordinatenunbekannte

Yitios %00 N&aherungswerte fir die

Yito: Mo Koordinatenunbekannten

AY||,o = Y],o -Yio

Axu,o = X],o - Xio

ni, &, nj., & unbekannte Zuschlage
Y= Yiot+ni; Xi= X»,o +§

E Langeneinheitim Y, X
System
Erwartungswert, Einheits-
matrix

1+M Massstabsfaktor 1+ M =E

M unbekannter Zuschlag zum
Wert 1

e Langeneinheit des Distanz-
messgerates

E

e—1+M~E(1—M)

n Anzahl Beobachtungen yjj, x;;

u Anzahl Unbekannte

k Anzahl der Koordinatenunbe-
kannten

S Anzahl der (Systemunbe-
kannteny Q M

C Varianz-Kovarianzmatrix

o Streuungsmass, mittlerer
Fehler

0,2 Varianzfaktor

Q Kofaktorenmatrix

€ wahre Verbesserung

p Korrelationskoeffizient

P Gewichtsmatrix

30

Verbesserungsvektor
Koeffizientenmatrix

Normalgleichungsmatrix

oz > <

Absolutgliedvektor der Beob-
achtungen

einzelner Koeffizient von Q
Bezeichnung fir Querkompo-
nente

o

GrHA Grosse Halbachse der mittle-

ren Fehlerellipse

KIHA Kleine Halbachse der mittle-

ren Fehlerellipse

[S) Azimut der grossen Halb-
achse der Fehlerellipse
Fehlerellipse im System (Y, X)

&

Signatur fur Distanzmessung,
Hin

Mathematische Zeichen

=~ ungefahr, ndherungsweise

(réu)' (n%) Matrix, Vektor mit Dimension

R ausgeglichener, geschétzter
Wert

AT transponierte Matrix

N-? Inverse Matrix

Det Determinante

g Mittelwert

3. Das funktionale Modell
Die Beobachtungsgleichungen ergeben
sich aus Abb.1.

(?J -Yi)E
= (yijcos Qi + Xjsin Q) E (1 - M)

(X; = Xi) E
= (- §ijsin Q + Xjcos Qi) E (1 - M)

Beachte
E(1-M)=e.

Einerseits entspricht diese Schreibwei-
se von (1) dem in der Mathematik
ublichen Koordinatenbegriff, wonach Y;,
Yi. X, X reelle dimensionslose Zahlen
sind. Anderseits entspricht sie der auf
Euler zuriickgehenden Festlegung, dass
die unmittelbaren Messergebnisse, im
vorliegenden Fall yj, xj;, dimensionslose
rationale Zahlenwerte sind. Erst die
Multiplikation mit einer dimensionierten
Masseinheit fuhrt den Zahlenwert der
Messung in den Messwert Uber. Wir
waéhlen

E=1; Dimension Ldnge

und gehen damit zu der in der Vermes-
sungskunde Ublichen Auffassung uber,
wonach Y;, Y, X, X, yjj. xjj als dimensio-
nierte Masszahlen betrachtet werden.

Naherungswerte einflihren und cos Q;,
sin Q linearisieren.

(Yio+n) = (Yio+n)=
yij(cos Qo = sin QoG+ ...) (1-M)

+xij(sin Qo+ cos QoG+ ...) (1-M)

(2)
(Xj,o + Ej) - (Xi,o + Ec) =

- vyij(sin Qo+cosQoG+...) (1-M)

+xij(cos Qo —sin QoG+ ...) (1-M)

ni. nj. & &. G, M sind kleine Grossen von
der 1. Ordnung.

Ausmultiplizieren, nur Grossen 1.0rd-
nung berucksichtigen.
Beobachtungsverbesserungen
ren

einfih-

fur yij tyij + vy Far i i 4 v,

Far den Normalfall von n>u, auf den
wir uns hier beschréanken, wird damit
und mit der Minimumsbedingung
[pvv]=Min. das inkonsistente System
der Beobachtungsgleichungen in das
konsistente System der Verbesserungs-
gleichungen tbergefihrt.

Vyij. Vxjj sind kleine Grossen von der
1. Ordnung.

Dies fuhrt zu den linearisierten

Verbesserungsgleichungen
Aligemeiner Fall firQ; o= 0

Vyjj €08 Qi + Vy; SIN Qi o =

=ni+ 0+ (Th)iG + (T2)iM

- {(T2)|j - (Yj,o - YI,O)}

- Vyjj sinQj o+ Vyjj COS Qo= (3)
=&+ &+ (Te)iG - (Ty)jM

={(=Tij = Xjo = Xiol}

wobei

(T1)ij= (vij sin Qi o — xjj cOs Q; o)

(Ta)ij= (yijcos Qio + Xjj sin Qi o)

und

Vyj; COS Qo+ Vxij sin Qo= VYji

- Vyji sin Qo+ Vxjj COS Qo= Vi

Linearisierte Verbesserungs-
gleichungen
fur den besonderen Fall Q=0

Vyij= = i+ nj = BXj oG

+AYij oM = {yij = (Yj0 = Yio)}
(4)
Vxij =~ &+ § + AYjj oG

+ AXjj oM = {xij = (Xj.0 = Xi0)}

Mensuration, Photogrammétrie, Génie rural 2/84



dabei gilt fur die Koeffizienten der Un-
bekannten g, M

Xij =~ BXijo; vij=AYjj o

4. Das stochastische Modell
Es findet seinen Ausdruck in

2
Oyij  Oyijxij
C _ . — -1
Syijexij = : Pyijxij = Cyij. xij
2
Oxijyij Oxij
(5)

Damit wird u. a. auch festgelegt,

- dass die einzelnen Bestimmungsvek-
toren fij von der Station i nach ver-
schiedenen Zielpunkten j in dem ei-
nen lokalen System (y;, xi)

- und ebenso von den verschiedenen
Stationen i nach dem selben Ziel-
punkt j in den verschiedenen Syste-
men (y;, Xj) voneinander unabhéngig
sind.

Nun suchen wir fiir (5)
P (ayjj. ggij, d, a).

Annahme:

2
Odij O2
0 Oaij

Cdij, aij = ‘

Wir bilden den Vektor

yij (d, o)
Xij (d, a)

’ djj - sin aj

_Ij =
(2.9) djj - cos aij

Fir die nachsten Entwicklungen ver-
zichten wir auf das Anschreiben der
Indizes ij.

Differentialoperator

¥ | |
. ad 3| _ sina dcos a
LYX— -
ox Bx (6 —-dsina
od da osa
sin a COS o
E\Ix=
dcosa —dsina

Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsge-
setz

Qv,x = ny : Qd,u : EJX
ergibt

sin?a 03 + cos?a d? 0%
Cyx=

sin o cos & 03 - sin a cos a d? o

Fihre ein
oq=d’- oy
so folgt
2 2
. 1

%2+S|n2a(‘l——%) 5
Cyx= 0?:1

1 sin 2 a (1 G—a ) g

2 o4 d
Beispiel

EDM von 20 m bis 300 m
aq=konst. 0,5cm
0q=konst. 0,7¢ &~ 1.107%

d=20m d=100m d=300m
agg =05bcm =0,5cm =0,b6cm
0q=d- 04 =02cm ~1 cm ~3 cm
Nun bilden wir
Cyx!
und erhalten
T eotat oty dansat |
§+cos o a cé) 2sln20( (og 05)
P 11 1 1
2sm 20((0g oé) 0%+sm o ( a ﬁ)
Beispiel (10)
Pyx d=20m d=100m d=300m
a= 0Ogon 25 0 1.0 0 01 O
=200 gon 0 40 0 4,0 0 40
a= 25gon 22 -7.5 1.5 1.0 05 15
=225 gon - 75 70 1,0 35 1.5 3b
a= 50 gon 15 -11 25 156 20 20
=250 gon -1 156 1.6 25 20 20
a= 75gon 70 - 75 35 1.0 356 156
=275 gon - 75 22 1,0 15 1.5 05
o= 100 gon 40 O 40 0 40 O
=300 gon 0 25 0 1.0 0 0.1

sin o cos o g3 - sin a cos a d?o

cos? a 03+ sin o? d? 02

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, 2/84

(6)

gesetzt werden sollte

(7)

(10)

*) beachte, dass hier Uberall der Index (i.j)
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a= 125 gon 70 75
=325 gon 75 22

a=150gon 15 11
=350 gon 11 15

a=175gon 22 7.5
=375 gon 75 1.0

5. Das vereinfachte stochastische
Modell

Wenn in Beispiel (8) bzw. in Formel (9)
fur den ganzen Bereich der Messdistan-
zend

04 = 0q

gesetzt wird, folgt

0 =10 35 =15

0 15 -156 05

2.5 =15 20 -20

-15 25 -20 20

5-10 05 -15

0 35 -1.5 3b
(10)

6.2 Die Losung mit blockweiser
Zerlegung

In der Regel interessieren vom Parame-
tervektor x nur die Koordinatenunbe-
kannten xg(n;,&). Deshalb wird der
Teilvektor x5 der Systemunbekannten
vorgangig eliminiert. Dies geschieht
zweckmassigerweise  nach  Fadde-
jew/Faddejewa, wie z.B. in [2] darge-
stellt.

Nik = Nik = Nks N5d Ngi (14)
bk =bx - Nks N5d bss (15)
Nik - &k —bxk=0 (16)
Mit (17) - (20) ist die Losung gegeben.
Dabei ist beachtenswert, dass Glei-
chung (19) alle Verbesserungen enthalt,
die fur die Berechnung von &, mit (20)
erforderlich sind.

R = Nikby (17)
QikZEEk' (18)
¥ =(E-As- NAL- P) (Akkk—b) (19)
(

52 VTPV

% =nlc+s) 20

Falls dennoch einzelne der Systemun-
bekannten (M, () interessieren, erfolgt
die Berechnung mit

1 0 :
. Aus den blockweise zerlegten Normal- | | N
Pyjji (vereinfacht) = 0 (M) | gleichungen (13) ergibt sich mit den %s=Nss ALP (b - Axk) (21)
1 Hilfsgréssen (14), (15) die auf x, redu-
zierte Normalgleichung (16).
Das ist vor allem bei der Detailaufnah-
me gerechtfertigt, wo die oq und og T T N T
durch die Streuung von weiteren Zu- | | Nkk= Ak P A J‘ Nis = Ak P As fk %: kAk P 91
fallsgrossen tberdeckt werden: insbe- | | *¥ WAl ¥ el N 13
sondere die Detailpunktdefinition als T o= R . T T o =0 (13)
solche sowie Zentrier- und Schiefstel- | | Nsk=As PAk | Nos =As P As Xs b= As P Db
lungsfehler der Zielpunktgerite. (k) | el =) Gall  feniinal (6,0
6. Zur Berechnung
6.1. Das System der Verbesserungsgleichungen
xT . xk x{
(Lk+s) nm&né&ndn M GQ& G
Vy -1 +1 X
Vy -1 +1 X
Vy -1 +1 X
Vy -1 +1 24
X1 Py
X
X
v Ay A, | b By.x X
(n.1) (nk) (ns) n1) ) x
X
X
X
X
X
(12)

Dieses Schema gilt sowohl fur den allgemeinen Fall der Verbesserungsgleichungen (3) als auch fir den besonderen Fall (4). In

x% kénnen natirlich auch mehr als nur eine Massstabsunbekannte eingefiihrt werden.

32
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6.3. Darstellung des Abrisses
Esistublich und zweckméssig, im Formular Abriss die Resultate der Ausgleichung dar-
zustellen. Dies geschieht fur alle Punkte, gegebene Fixpunkte, Neupunkte, Stations-

punkte.

Abriss Punkt Nr. 2 (Abb. 2)

7= +4§8 04 | = | +0.26 {6y, = | 15em | GrHA | 15cm ¢=| +004°
' G = | +0,08 KI HA | 0.7cm
% = 225145 yx = | +0.06 |8y = | 0.8cm | ©GrHA |81.250n| Q ,+ = | 39999149
Verbesserungen 1+M=
Y-V AY -y
1
Punkt- | Koordi- Mes- 2 X
Nr. naten sung Vdij (V322 (O Y+ 00x)
) 099998
X’—X, AX - x _1
z: 2 28 ia %
Vgi; = (y"+x5) (g -x=Vyy)
i Y AY; i Ay, J v Bemer-
" X| AX;| }(/,j AY(,Jj Vi Vi vl vay kungen
[m] [m] [m] [cm] [cm] [cm] [cm] [cm]
41629 |-1375 |-13.735| -15
2|1 : : : S B
339,78 |+59.635 |+59,615 | +2 . e e O
514,605 |+84,565 |+84,57 | -0,5
3 ' ' ' . B
236,365 | -43,78 |-43.77 | -1 ! 2 0 +2
51 | 395.165 | -34,885 (34895 | +1 . ; 5 45
293,395 [+13,25 |(+13,265| -1,5 N o e
462,52 |+32,48 |+32,495| -15
52 | 462 : : S s E _
301,035 [+20.89 |+20.875 | +15 | +1.0 0.8 1.8
423755 |- 6,285 |- 629 | +05
53 | 423. : : : :
26049 |-19.665|-19.66 | +05 | © 0P 0.8 G
465,76 |+35,72 |+35,705 | +15
54 ' : : .
269,185 | -20.96 |-20955 | 05 | * 1 e | FOR
438,695 |+ 8,655|+ 8665| 0
55 | 438. : ' _ y
21077 |-69.375|-69.38 | +05 | o f .
430,04 |+13.75 [+1375 | ©
1] 2 : ' ' 5 _ _
280,145 | -59,635 |-59,645 | +1 | O + ! L
430,04 |-84565|-8455 | -1
312 g i ! ! _15
280,145 |+43,78 |+43,76 | +2 L 2 +2 +
(21)
Abriss Punkt Nr. 52
Y= | a0 [ayy = | +0.29 |6y, = | 16em | GrHA | 18em = "
+42' Axxj = +0,21 KI'HA | 0,9cm .
%= - | 4018 [ 6c=| 12 ©Gr HA |57.93000| Q, +2 = s
X 301.035 Qy; x; O cm r 7.9390n| Q; -+ C
Verbesserungen 1+M=
Yi-Yi AY -y
1
Punkt- | Koordi- Mes- 5 2 5
Nr. naten sung Vg = (VX (G y+0ex)
099998
X - X AX - x 1
Vg = (V2 + 2 (G, x-
aij = YT HXT) (Oyx=Vy)
i * Y| AYq Yij AYI] & - Bemer-
L Xi AX;; X; Ax; Vi Vxij Vdj Vaij kungen
[m] [m] [m] [em] | [cm] [em] [em] [cm]
416,29 |+46,23 |+4623 | 0
{4 = -
1152 | 33978 | -38,745|-38785| +1 | 1O + 08 !
430,04 |+32.48 |+32.495| -1.5
2152 | 980145 | +20.89 |+20875| +15 | i B =
514,605 | -52,085 |-52,10 | +1,5
B =2'B — -05
3152 | 236365 | +64.67 |+6469 | -2 | TV 2 25 G
(22)

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, 2/84

6.4 Die Konfidenzintervalle

Die 6, Qg -Matrix (und der Abriss)
enthalt die Elemente zur Berechnung
der mittleren Punkt-Fehlerellipsen (mitt-
lere relative Fehlerellipsen im System
der Fixpunkte).

Die mittleren relativen Fehlerellipsen
zwischen Neupunkten werden auf Ubli-
che Weise berechnet, siehe z. B. [3]

Die fehlerzeigende Figur fur Punkt 52,
Abb. 2, kann in Ubersichtlicher Weise
z.B. gemass Abb. 3 dargestellt werden.

31 2

3 5}

A

52

o —
2 © vx1l 52
1 D

“"{ Vvy,52

+X

+Y Massstab 1 : 1

Abb.3  Fehlerzeigende Figur fur Neupunkt
Nr.52.

Fir die Verbesserungen der beobachteten
Koordinatendifferenzen zwischen den Neu-
punkten 2, 52; 3, 52 sind nur die halben
Betrége aufgezeichnet.

7. Der einfachste Fall
7.1 mit dem allgemeinen Modell

Aufgabe

Die Punkte 1, 2, 3 sind Fixpunkte, 4 ist
Neupunkt. Die gemessenen Abszissen
und Ordinaten sind endglltig orientiert,
und ein Massstabsfaktor wird nicht
eingefuihrt. Auf die Parameter ¢;, G, G,
M wird verzichtet.
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Modell

ng & b
+1 0 by14 05156
P1a
0 +1 bx14 15|35
A = +1 0 by24 35 [-0.5
(6.2) E24
0 +1 byoa -05| 3.5
siehe
(12) +1 0 b 70 [-75
o (siehe 10) P34
0 +1 bx3a -7.5| 22
Hilfsgrossen: 2P = P14+ Poa+ P3g
(2.2)
Rl = |E14 ‘ P2y ‘ E34‘
(2.6)
Lésung n4
X = = (ATPA)TATP-b = (ZP)71-RT- b
&

ng = 0,09 byia +0.24 - byya +0,36- byog +0,03 - byosa +0,56 - byza —0.27 - byza

& =007 by14+017 - bya +0,06 - by2sa+ 013 byosa -0]13 - byzs +0,70 - by3zs

P=3-E
R= |EIEIE |
13,4
n b
‘ 31,4y”
13,4
E4=§1be”
Qi-3E

8. Zur Arbeitsmethode

Die hier vorgestellte vermittelnde Aus-
gleichung von direkt beobachteten na-
herungsweise oder endgliltig orientier-

34

ten Koordinatendifferenzen ist fur die
Auswertung von eigentlichen Triangu-
lierungsarbeiten kaum von Interesse.
Anders kann es in der amtlichen Ver-
messung und in der Ingenieurvermes-
sung sein.

8.1 Fall 1 in der Parzellar-
Neuvermessung

(Allgemeinster Fall)

Die Messung des Polygonnetzes und
die Detailaufnahme erfolgen gleichzei-
tig. Es werden nicht Distanzen und
Richtungen, sondern ausschliesslich
naherungsweise orientierte Koordina-
tendifferenzen notiert und/oder regi-
striert. Die dazu notwendige Teilkreis-
bzw. Richtungsorientierung erfolgt auf
jeder Station n&herungsweise nach
Kartennord. Damit das moglich ist,
werden im Feld jeweils die vorlaufigen
unausgeglichenen Projektionskoordina-
ten der Polygonpunkte gebildet und
notiert und/oder registriert.

Naturlich ist es auch moglich, von allem
Anfang an Uberhaupt von allen Punkten
direkt nur die vorldufigen unausgegli-
chenen Projektionskoordinaten zu notie-
ren und/oder zu registrieren.

Die abschliessende EDV wirde dann
mit dem dargestellten Ausgleichungs-
verfahren das Feld dieser unausgegli-
chenen Koordinaten in die endgultigen
Projektionskoordinaten Uberfihren.

8.2 Fall 2 bei der Parzellar-
Neuvermessung

(Wahrscheinliche kiinftige Entwicklung)
Es wird wieder zum klassischen, ur-
spriinglichen Vorgehen bei der Parzel-
larvermessung zuriickgekehrt: Das Poly-
gonnetz mit einigen wenigen Verknup-
fungspunkten zur Verbesserung der
Stabilitat (Uberbestimmung) wird vor-
erst gemessen und hernach endglltig
ausgeglichen.

Hernach wird die Detailaufnahme
durchgefiihrt, notiert und/oder regi-
striert, direkt mit endgultig orientierten
Projektionskoordinaten. Die notwendi-
gen Kontrollen (mit Grenzmassen,
Spannmassen, Doppelaufnahmen, frei-
er Stationierung, Punkteinschaltung)
erfolgen abschliessend im Feld, evtl.
mit, evtl. ohne Mittelbildung. Das Resul-
tat nach der Feldarbeit sind bereinigte
Koordinaten aller Detailpunkte. Die an-
schliessende EDV wird dadurch ganz
wesentlich vereinfacht.

8.3 Fall 3 bei der Nachfiihrung der
Parzellarvermessung

(Einfachster Fall)

Wie Fall 2. Die Messprotokolle der
Nachfuhrung enthalten als Aufnahme-
elemente endgultige Projektionskoordi-
naten. Bei Doppelaufnahmen kann die
Mittelbildung «streng» nach Ziffer 7.1
oder vereinfacht nach Ziffer 7.2 erfol-
gen.
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