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Kleinste Quadrate und andere Ausgleichungsverfahren

K. Kubik

Die Methode der kleinsten Quadrate verhélt sich bei groben Fehlern ungiinstig.
Es werden robuste Schatzungen gezeigt, die diesen Nachteil nicht haben, insbe-

sondere die sog. Danische Methode.

En cas d'erreurs grossiéres, la méthode des moindres carrés se comporte de facons
défavorables. Les estimations robustes, qui sont présentées ci-aprés, ne possédent
pas ce désavantage, tout particulierement la méthode dite Danoise.

1. Einleitung

Wir méchten in dieser Abhandlung die
Allgemeinglltigkeit der Methode der
kleinsten Quadrate in Frage stellen und
mogliche alternative Ausgleichungsver-
fahren angeben. Diese Abhandlung
enthélt nicht so sehr fertige Lésungen,
sondern vielmehr Anregungen fur kinf-
tige Forschung in Fehlertheorie und
Ausgleichungsrechnung.

2. Warum nicht die Methode der
kleinsten Quadrate?

Nennen wir zuerst die positiven Eigen-
schaften der Methode der kleinsten
Quadrate: Sie hat sich seit vielen
Jahrzehnten in der Praxis bewé&hrt, und
sie ist rechentechnisch einfach durch-
zuflhren.*

Die Nachteile: Die Methode ist ungeeig-
net, Ausreisser (grobe Fehler) in den

Messdaten zu entdecken; die Resultate .

der Ausgleichung (Schatzwerte) wer-
den durch die Ausreisser stark beein-
flusst (vgl. Abb.1 und 2).

Kleinste Quadrateschatzung

Gegeben:

5 Messwerte fir eine Distanz:
10m,1Mm,12m,12m, 20m

Gesucht:

Schéatzwert fur Distanz

Losung:

Mit der Methode der kleinsten Quadrate
erhalten wir den Schéatzwert aus dem
arithmetischen Mittel:

D=13m

Abb.1 Schatzung des Mittelwertes

In vielen Fallen werden Ausreisser
durch die Methode der kleinsten Qua-
drate so erfolgreich verborgen, dass
diese auch durch statistische Tests
nicht mehr entdeckt werden konnen
(vgl. Abb. 2).

*Mit Ausdricken der Statistik: Wir erhalten
unverzerrte und effiziente lineare Schatzfunk-
tionen.

Ausreisser sind allerdings wegen der
automatischen Registrierung ein we-
sentlicher Anteil der Messdaten. So
berichtet das Geodétische Institut D&-
nemark von 1% Ausreissern in den
Messdaten. Automatische Fehlersuch-
und Eliminationsverfahren sind daher
unerlasslich. Die Methode der kleinsten
Quadrate ist hierfur nicht geeignet.

Kleinste Quadrateschatzung

Gegeben:

1 Messwerte Z = Z (X)

Gesucht:

Polynom 3. Grades mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate
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Im Punkt 1 wurde ein grober Fehler
eingefuihrt. Nach der Ausgleichung tritt
das grosste Residuum im Punkt 2 auf.

Abb.2 Polynom Regression

Ein weiterer Nachteil: Aufgrund der
verfeinerten Messmethoden sind die
verbleibenden Fehler in den Messdaten
nicht mehr normalverteilte Zufallsgros-
sen, sondern zeigen ein kompliziertes
und verfahrenseigenes Verhalten. Mit
der Verwendung der Methode der
kleinsten Quadrate erhalt man nicht

mehr optimale Genauigkeiten; ein Be-
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schreiben dieser Fehler durch «zuféllige»
(normalverteilte) und <systematische»
Fehleranteile ist nicht mehr maglich.

Die Abbildungen 3 bis 5 zeigen Beispie-
le fur Fehlerverhalten. In allen Féllen ist
das Fehlerverhalten wohl aus dem
Messverfahren her verstandlich, kann
aber nicht durch die uns vertrauten
einfachen Modelle beschrieben wer-
den. Auch das Konzept der Korrelation
ist hierflr nicht ausreichend.

Bildfehler in der Photogrammetrie

RMK A 8.5/23

Starke Ahnlichkeit der Bildfehler in den
Bildern des Bildfluges
(ref. Schilcher 1980)

Abb.3

Fehler in der trigonometrischen Hohen-
messung

priz)

119 Messungen
(Unterschiede
gegenseitiger

Hohenwinkel)

206¢ z

Histogramme Uber Winkelfehler Z in der
trig. Hohenmessung, gefunden fur Test-
netz (ref. Winding 1981)

Abb. 4
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Fehler in der Radionavigation

Apr (2)
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fe
Z
Histogramme von Messung einer Test-
strecke mit Hilfe von Radioabstandsmes-

sung (Phasenvergleich, 400-MHz-Sy-
stem) (ref. Kubik 1981)

Abb.5

Eine Analyse der Messverfahren st
notwendig, um eine Fehlertheorie auf-
zustellen, und geeignete  Ausglei-
chungsverfahren sind notwendig, um
diesem Fehlerverhalten Rechnung zu
tragen. Speziell fur Zuverlassigkeitsaus-
sagen ist es notwendig, sich auf die
tatsachliche Fehlerverteilung und nicht
auf Normalverteilung zu beziehen, da
sonst ganz falsche Schlisse gezogen
werden.

3. Was nun?

Ideal wéaren Ausgleichungsverfahren,
welche ungeachtet des tatsachlichen
Fehlerverhaltens nahezu optimale Re-
sultate erzielen. Wir mochten diese
Ausgleichungsverfahren <robuste Ver-
fahreny nennen. Flr ein Beispiel einer
robusten Schatzung des Mittelwertes
vgl. Abb. 6.

Robuste Schatzung des Mittelwertes
Gegeben:

5 Messwerte flr eine Distanz:
10m,1MTm,12m,12m, 20 m

Gesucht:

Robuster Schatzwert fir Distanz

Losung:

Der Median (zentraler Messwert nach
Rangordnung der Messwerte) ist unbe-
einflusst von der Grosse der Ausreisser.
MedianD = 12m

Abb.6

Die robusten Schatzverfahren wurden
in den Siebzigerjahren besonders in der
Schweiz, und zwar in Zurich, gefoérdert.”
Hier sind besonders zu nennen die
Verfahren von Huber, 1972, und Ham-
pel, 1978. Fur die Anwendung dieser
Verfahren innerhalb des Vermessungs-
wesens vgl. Carosio, 1979.

Das Wesen dieser Methoden besteht
darin, dass nicht die Quadratsumme der
Residuen minimiert wird, sondern eine
geeignet gewahlte Funktion

2 ®(r) = min.

Ein einfaches Beispiel hiervon ist:
®(r)=Irl, welches Verfahren auf die
Schatzung des Mittelwertes mittels des
Medians fihrt (vgl. Abb. 6).* Gegenwaér-
tig gibt es viele verschiedene Vorschla-
ge fur die Wahl der Funktion ®(r) (vgl.
Andrews et al., 1972), aber es fehlt eine
Ubergeordnete Theorie fir Klassifikation
und Vergleich dieser Methoden. Nur
eines ist sicher, die Methode der
kleinsten Quadrate gibt die schlechte-
sten Resultate bei Auftreten von Aus-
reissern oder Abweichungen von der
Normalverteilung (Andrews et al,
1972).

Die numerische Losung des Ausglei-
chungsprinzips L ®(r) — min. kann
iterativ geschehen, und zwar mittels
wiederholter Durchfihrung der Metho-
de der kleinsten Quadrate: Das Glei-
chungssystem

Z%% (r) =ZW(r) = 0; x Unbekannte

kann auch wie folgt geschrieben wer-
den:

2pir)-r=0

wobei p(r) =Mrﬂ ist. Es wird jeweils
eine gewichtete kleinste Quadrate-Aus-
gleichung vorgenommen, wobei die
Gewichte p(r) aus obiger Formel und
den Residuen der vorhergehenden Ite-
ration berechnet werden. Als Startwer-
te werden die gebrduchlichen Gewichte
verwendet.

Fir unser Beispiel ZIrl— min. ergibt sich
die numerische Losung zu:

Np=1
2) Gewichtete kleinste Quadrate-Aus-
gleichung

3)  Berechnung Gewichte

neuer
p= ml—e: e kleiner Wert
4) Zurlck zu 2.

Ublicherweise sind etwa 10 Iterationen
fur die Konvergenz des Verfahrens
notwendig.

Abb.7 zeigt die Anwendung dieser
Methode auf das in Abb.2 genannte
Beispiel.

In den meisten hier genannten robusten
Schatzmethoden werden Ausreisser
nicht vollstandig verworfen; sie erhalten
lediglich ein viel geringeres Gewicht als
in der Methode der kleinsten Quadrate.

*Diese Methode wurde von Edgeworth,
1887, vorgeschlagen, hat sich aber wegen

Robuste Schatzung ZIrl = min.
Gegeben:

11 Messpunkte, wovon 1 Ausreisser
Gesucht:

Polynom 3. Grades

Losung:

s0f 2

Q-
/Schétz—

ung

®rusreiBer

Die Methode zeigt den Ausreisser in
Punkt 1 deutlich auf, kann ihn aber nicht
vollig eliminieren.

damaliger rechentechnischen Schwierigkei-

*Ich trage deshalb «Eulen nach Athen.
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ten nicht durchgesetzt.

Abb.7 Polynom Regression

4. Was ist die Danische Methode?
In der Danischen Methode (Krarup,
1967; Krarup et al, 1980) werden die
Unbekannten aus der grésstmoglichen
Anzahl miteinander konsistenter Mess-
daten geschatzt. Ausreisser, welche in
der Minderzahl sind, werden verworfen.
Abb. 8 zeigt das Prinzip der Déanischen
Methode fur die Berechnung des Mittel-
wertes. Der Rechenalgorithmus fir die
Danische Methode ist wie folgt:

Y (pr?)e — min.
Pa+1= Pa * f(ra)
1fUr‘4p—QH10/_ <c

f(r) =
exp — (%@) sonst
a=0,12,...

Schéatzung des Mittelwertes

Danische Methode

Gegeben:

6 Messwerte fur eine Distanz.

10m, 1Tm,12m,12m, 20m, 22m
Messgenauigkeit o==%1m

Gesucht:

Schatzwert fir Distanz.

Losung:

Die Messwerte werden in Gruppen von
Werten eingeteilt, welche sich unterein-
ander um weniger als £2o unterschei-
den:

(10,11,12,12) und (20, 22).

Der Schatzwert fir die Distanz wird aus
der grossten Gruppe als arithm. Mittel

berechnet: D =11,25m.

Abb.8
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Es handelt sich also wieder um einen
iterativen  Kleinste-Quadrate-Algorith-
mus mit Anpassung der Gewichte. Die
Konstante ¢ wird Ublicherweise 2 oder
3 gewahlt, o bezeichnet die Standard-
abweichung der Messung (mittlerer
Fehler der Gewichtseinheit) und po die
gebréuchlichen Gewichte. Ublicherwei-
se sind 6-10 lIterationen fiir die Konver-
genz des Verfahrens notwendig. Die
Konvergenzgeschwindigkeit ist abhén-
gig von der Konditionierung (Stabilitat)
des Problemes. Fir verschiedene Auf-
gabenklassen erwiesen sich daher auch
verschiedene Gewichtsfunktionen als
am besten geeignet (Kubik, 1982).
Ihnen allen gemeinsam ist das Verwer-
fen von Messwerten ausserhalb eines
Vertrauensintervalles.

Das Verfahren wird seit 1967 als Stan-
dard-Rechenverfahren vom Dénischen
Geodétischen Institut verwendet. Als
weiteres Beispiel zur Danischen Metho-
de sei genannt, dass in der Polynom-
Regression von Abb. 2 der Ausreisser in
seiner vollen Grosse gefunden und
verworfen wird.

5. Vergleich der verschiedenen
Schatzverfahren

Wir betrachten als Beispiel eine lineare
Regression mit 4 Messpunkten (vgl.
Abb.9). Als zulassige Losungen be-
trachten wir hier lediglich 10 Geraden
Z=a+ bx mit verschiedenen Konstan-
ten a und Neigungen b, und wir werden
untersuchen, welche Variante optimal
fur verschiedene Ausgleichungskrite-
rien ist. Intuitiv. werden wir wohl eine
Gerade, welche durch die ersten 3
Messpunkte geht, als die meist geeig-
nete Losung empfinden.

Die Koeffizienten der 10 Lésungsmog-
lichkeiten sind in Tabelle 1.1 zusammen-
gestellt. Fur jede Gerade ergeben sich

Das betrachtete lineare Regressionspro-
blem und die zulassigen Losungen

74
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O Nummer der Lésungsvariante

Abb.9 Vergleich verschiedener
chungsmethoden

Ausglei-

Residuen an den 4 Messpunkten (vgl.
Tabelle 1.2). Aus diesen Residuen wer-
den die Werte fur die verschiedenen
Schétzkriterien ausgerechnet und die
optimale Gerade ermittelt (vgl. Tabelle
1.3).

Wir sehen, dass das Kriterium XIrl -
min. keine eindeutige Ldsung besitzt.
Nicht weniger als fiinf Geraden ergeben
den niedrigsten Funktionswert 3. Die
horizontale Gerade @ ist optimal fir die
Methode der kleinsten Quadrate. Die
Gerade @ ist optimal fir alle anderen
Kriterien. Diese Gerade entspricht unse-
rer intuitiven Losung.

6. Eine Parabel und abschliessende
Empfehlungen

Nehmen wir an, dass Galilei und New-
ton erst jetzt lebten und nun die Ptole-
maische Theorie der Planetenbewegun-
gen mit der Erde als Zentrum umstos-
sen missten. Diese Theorie ist inzwi-
schen durch Hinzufigen von Korrek-
tionsgliedern (Korrektur fir systemati-

Zulassige Geraden durch die Messpunkte
Tab. Nr. Gerade Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.1 Koeffizient a 1 2 3 05 1 1.5 0 -1 -2 -3
Koeffizient b 0 0 0 05 05 05b 1 1 1 1
12 Residuen
1 0 -1 =2 0O 05 -1 0 -1 -2 -3
2 1 0 -1 06 0 -05 O -1 -2 -3
3 2 +1 0 1 05 0O 0 -1 -2 -3
4 0 -1 -2 -16 -2 -25 3 +2  +1 0
13 Schatzkriterien
Zlrl = min 3 3 5 3 8 4 3 5 6 9
Il - min 5 3 9 35 45 75 9 7 18 27
Zir%l > min 2.4 3 38 3 28 33 17 44 52 51
ZIr4 - min 22 30 34 29 29 31 13 42 46 39
Dénische
Methode 09 11 15 10 09 18 04 16 20 13
N(r,>0.5)>min* | 2 3 3 3 3 3 1 4 4 3
N(r,>1 )—=>min 2 3 3 2 1 2 1 4 4 3
Tabelle1 Beispiel einer linearen Regression; *N (r; > a) bedeutet: Anzahl der Residuen

kleiner oder gleich a

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik,12/82

sche Fehler) in Computerprogrammen
so verfeinert worden, dass die Plane-
tenbewegungen geniigend gut be-
schrieben werden. Etwaige Abweichun-
gen in Beobachtungen werden als
Ausreisser klassifiziert (dies ist tatsach-
lich zur Zeit von Ptolem&us mit richtigen
Beobachtungen von arabischen Astro-
nomen geschehen). Haben nun Galilei
und Newton eine Chance, mit ihren
ganz andersartigen Ideen durchzudrin-
gen? Sie hatten es jedenfalls sehr
schwer — (Wir missten ja alle unsere
Computerprogramme &nderny und <Wir
miussten alle Ptolemaischen Ingenieure
umschuleny. Und doch ist es wesent-
lich, diese Theorien von Galilei und
Newton einzufihren.

Ich sehe die Fehlertheorie und die
Ausgleichungsrechnung in einer &hnli-
chen Situation. Viele Konzepte liegen
aus praktischen Grinden fest. Und
doch ist es wesentlich, dass man es
wagt, neue Wege einzuschlagen, um
ein tieferes Verstandnis zu erreichen. In
meinen Augen ist eine erneute Analyse
der Messprozesse fur die verschiede-
nen geodatischen Aufgaben notwen-
dig, um darauf die Entwicklung von
neuen Ausgleichungsmethoden aufzu-
bauen. Diese kleine Abhandlung moge
dafir als Anregung dienen.
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