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destens eine teilweise, besser aber eine
umfassende Verbauung zur Folge
haben mussen.

Trotz der grossen Rutschmassen und
eindrucklichen Schéden verlief der
Bergrutsch von Flahli recht harmlos,
wenn man bedenkt, wie rasch solche
Felsmassen zu Tal fahren konnen (Berg-

Anwendung von Interpolationsverfahren

rutsch von Goldau). Die Situation wurde
auch durch die Topografie gemildert,
durch welche verhindert wurde, dass
das Geroll direkt hinunter auf die dicht
besiedelte Talsohle der Waldemme fah-
ren konnte (Abb.1). Damit kénnte man
beinahe sagen, der Wunsch auf dem
Kreuz in der Nahe der EinmUundung des

In der Landestriangulation

A. Carosio

Interpolationsverfahren werden in der Triangulation immer
mehr angewandt, um heterogene lokale Punktfelder in ein
Ubergeordnetes System zu integrieren. Das Bundesamt fiir
Landestopographie hat bei der Erneuerung der Triangulation
in der Westschweiz die Interpolation nach kleinsten Quadra-
ten verwendet (Programm QUINT). Die vorliegende Arbeit
beschreibt das zugrundeliegende mathematische Modell
und gibt Hinweise auf die Wahl der Interpolationsparameter.

1. Aligemeines

In der Triangulation, wie in anderen
Gebieten der Geodasie, wird man oft
mit Problemen konfrontiert, die mathe-
matisch mit Interpolationsverfahren ge-
|6st werden kénnen.

Die Aufgabestellung ist die folgende:
Gegeben sind zwei Systeme, in wel-
chen die gleichen Punkte enthalten
sind. Im ersten System (globales Sy-
stem) sind nur die Koordinaten einiger
Punkte (Stutzpunkte) bekannt, wahrend
im zweiten System (lokales System) die
Koordinaten aller Punkte vorliegen. Ge-
sucht sind die Koordinaten aller Punkte
im globalen System.

Fur die Losung des Problems wird eine
geeignete mathematische Abbildung
(Interpolationsfunktion) zwischen den
Koordinaten im lokalen System und
jenen im globalen System benétigt. Nur
selten kann eine solche Abbildung eine
einfache geometrische Transformation
(Translation, Rotation) sein, da in den
meisten Fallen globale und lokale Koor-
dinaten verschiedene Ungenauigkeiten
zufélliger und systematischer Natur
aufweisen.

Fur die Wahl einer geeigneten Interpo-
lationsfunktion muissen die funktionalen
und statistischen Eigenschaften der
vorhandenen Koordinaten (das mathe-
matische Modell) genligend genau
bekannt sein. Je nach Modell ist die
eine, die andere oder Uberhaupt keine
Interpolationsfunktion zweckmassig.

2. Anwendungen in der
schweizerischen Triangulation

2.1 Geschichte

Die Landestriangulation wurde und
wird sukzessiv aufgebaut: die Triangula-

Hellschwandbaches in die Waldemme
habe sich erflllt: <Bhiet Gott Land und
Lathy
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La compensation des réseaux trigonométriques est de plus
en plus souvent complétée par un calcul d’interpolation qui
permet d’intégrer plusieurs réseaux hétérogénes dans un
systeme global préexistant. L Office fédéral de topographie a
utilisé l'interpolation par les moindres carrés (programme
QUINT) dans le cadre du renouvellement de la triangulation
de /la Suisse romande. Le présent travail décrit le modéle
mathématique sur lequel les calculs ont été basés et donne

des indications pour le choix des paramétres de l'interpola-

tion.

tion niederer Ordnung wird in die
bestehende Triangulation hoherer Ord-
nung eingefuhrt, neue Operate missen
mit den &lteren Nachbaroperaten ver-
bunden werden usw. Das heisst: neue
Netze werden durch wenige gemeinsa-
me Punkte in das vorhandene ange-
passt. Das Problem der Anpassung
kann als Interpolationsproblem aufge-
fasst und durch die Wahl geeigneter
Abbildungsfunktionen geldst werden.
Bis vor kurzem wurde vor allem inter-
poliert, ohne explizit von Interpolation
zu sprechen. Man nutzte die interpola-
torischen Eigenschaften der einge-
zwangten Ausgleichung, welche bei
homogenen Netzen die Restzwéange
regelmdssig verteilt wie ein Interpola-
tionsverfahren.

Das Vorgehen ist wirtschaftlich, da die
eingezwéngte Ausgleichung weniger
Unbekannte hat als das freie Netz, und
eine getrennte Berechnung der Interpo-
lation entfallt. Die Nachteile treten bei
Inhomogenitaten in Erscheinung, da die
Zwaénge nicht mehr gleichméssig ver-
teilt werden und an den schwachen
Stellen bleiben.

In den Abrissen inhomogener einge-
zwéangter Netze weisen schwache Ver-
bindungen grosse Verbesserungen auf,
die keineswegs auf fehlerhafte Beob-
achtungen zuriickzufiihren sind. In sol-
chen Féllen haben erfahrene Geodéaten
das Gewicht der Beobachtungen mit
grossen Verbesserungen erhéht, um
eine in Wirklichkeit nicht vorhandene
Homogenitat zu simulieren.

2.2 Gegenwartige Entwicklungen

Im letzten Jahrzehnt haben explizite
Interpolationsverfahren in der Geodasie
an Bedeutung gewonnen und viele
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empirische ersetzt. Auch in unserer
Landestriangulation wurden einige An-
wendungen im Zusammenhang mit der
Erneuerung der Triangulation in der
Westschweiz realisiert, die im folgen-
den beschrieben werden.

Die theoretischen Arbeiten wurden
hauptsachlich von D. Schneider im Bun-
desamt fir Landestopographie zwi-
schen 1978 und 1979 ausgefiihrt. Er
bearbeitete auch die ersten Anwendun-
gen in der Westschweiz im Operat
3.0rdnung Broye. Seit Mitte 1979 ist
U.HUni mit der Fortsetzung solcher
Berechnungsarbeiten beauftragt. Er
bearbeitete unter anderem die Interpo-
lation nach kleinsten Quadraten 3. Ord-
nung Orbe und 4. Ordnung Broye.

3. Die Erneuerung der Triangulation
hoherer Ordnung

Seit der Einflihrung der elektronischen
Distanzmessung werden bei Ergan-
zungsarbeiten in der Triangulation
4.0rdnung Gebiete entdeckt, in wel-
chen die Triangulationspunkte hoherer
Ordnung nicht die erwlnschte Ge-
nauigkeit erreichen.

Die Ursache dieser lokalen Ungenauig-
keiten liegt hauptséachlich in der Berech-
nungsmethode, die anfangs Jahrhun-
dert verwendet worden war: die suk-
zessive Ausgleichung von Einzelpunk-
ten, welche nur zu guten Resultaten
fuhrt, wenn die Reihenfolge der Berech-
nungen gut gewahlt wird und wenn die
Netzverbindungen so homogen verteilt
sind, dass die in einem Schritt entstan-
denen Fehler in den darauf folgenden
gleichmassig verteilt werden.

In der Westschweiz zum Beispiel, wo
das Geldnde hugelig und bewaldet ist,
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konnten viele Verbindungen nicht ge-
messen werden. Die Ungenauigkeiten,
die bei den ersten Einzelpunktberech-
nungen entstanden waren, konnten
danach wegen den fehlenden Visuren
nicht homogen verteilt werden und
blieben bis vor kurzem unbemerkt in
den topographisch unglinstigen Gebie-
ten versteckt. Der grosste, in der Ge-
gend von Moudon festgestellte Fehler
betrug 50cm auf eine Distanz von
ca.3km.
Das Bundesamt fiir Landestopographie
beschloss deshalb 1976, die Landes-
triangulation der gesamten Region zu
erneuern und begann im selben Jahr,
sich mit der Organisation der Arbeit zu
befassen.

Man untersuchte daraufhin unter ande-

rem alle Moglichkeiten, die zu einer

rascheren Ausfihrung der Arbeit hitte
fuhren kdnnen. Da die am Anfang des

Jahrhunderts gemessenen Richtungen

nicht ungenauer sind, als was man

heute erhalten kénnte, wurden die
vorhandenen alten Beobachtungen

Ubernommen. Nur auf neuen Punkten

wurden Richtungssétze neu beobach-

tet. Selbstverstandlich wurde das ganze

Netz mit Distanzmessungen erganzt

und damit wesentlich verbessert.

Im rechentechnischen Bereich erfordert

die gebietsweise Erneuerung der Trian-

gulation héherer Ordnung die Losung
zweier wichtiger Probleme, namlich:

- des Ubergangs in den Netzen
1.-3. Ordnung zwischen neu triangu-
lierten Gebieten und Gebieten, in
welchen die Erneuerung nicht vorge-
sehen ist;

- der Einpassung der Netze niederer
Ordnung (Triangulation 4.Ordnung,
Polygonnetze, Katasterpunkte) in das
neue Netz im Bereich der neuen
Triangulation sowie in den Uber-
gangszonen.

Beide Probleme konnen, wenn auch mit

sehr unterschiedlichen mathematischen

Modellen, auf eine Interpolationsaufga-

be zurlickgeflhrt werden.

4. Der Ubergang zwischen neuer
und alter Triangulation héherer
Ordnung

4.1 Problemstellung

Das neue Netz wurde frei ausgeglichen
und unter Bertcksichtigung verschiede-
ner Randbedingungen optimal orientiert
und gelagert.

Die Punkte am Rande des triangulierten
Gebietes erhielten somit neue Koordi-
naten, die im allgemeinen 20 bis 30 cm
von den friheren Koordinaten differier-
ten. Um einen so sprunghaften Uber-
gang von den neuen zu den alten
Koordinaten zu vermeiden, wurde ein
ca.10km breiter Streifen als Uber-
gangszone eingefiihrt, in welchem die
westlichen  Triangulationspunkte die
neuen Koordinaten erhalten, wahrend
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die ostlichen die alten Koordinaten
behalten. Die Zwischenpunkte werden
so verschoben, dass der Ubergang
moglichst gleichmassig erfolgt.

Es handelt sich hier somit um ein
Interpolationsproblem. Von allen Punk-
ten sind neu bestimmte Koordinaten
vorhanden (lokale Koordinaten), und
von den Randpunkten der Ubergangs-
zone auch die gewinschten Koordina-
ten im definitiven System (globale
Koordinaten, wobei im Osten die alten
unverdnderten und im Westen die neu
bestimmten Werte gewahlt wurden).
Diese Punkte sind die Stltzpunkte der
Interpolation. Gesucht sind die Koordi-
naten der Zwischenpunkte im definiti-
ven System (Abb.1).

Uebergangs- |
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Abb.1

4.2 Das mathematische Modell
Aus der Problemstellung ist ersichtlich,
dass das lokale System aus einer
neuen, sehr guten Triangulation entstan-
den ist und als fehlerfrei betrachtet
werden kann (mittl. Fehler der Punkte
ca.1cm). Die Sollwerte der Stltzpunkte
sind hingegen mit festen und bekann-
ten Fehlern behaftet, die im allgemeinen
weniger als 30 cm betragen. Der Inter-
polationsprozess kann deshalb nicht
statistisch interpretiert werden. Nur die
funktionalen Eigenschaften der Interpo-
lationsfunktion spielen in diesem Fall
eine Rolle, insbesondere sollten

- die Stutzwerte die Sollkoordinaten
behalten (keine Filterung),

- die Zwischenpunkte moglichst ho-
mogen und ohne Uberkorrekturen
interpoliert und

- die Berechnungen maoglichst schnell
und preisginstig durchgefihrt wer-
den konnen.

Das Institut fir Geodéasie und Photo-

grammetrie der ETH Zurich stellte

freundlicherweise  das  Programm

QUINT von Prof. Kraus fur die Interpola-

tion nach kleinsten Quadraten zur Ver-

fugung [4]. [5]. [6]. [7]. und das Bun-
desamt fur Landestopographie berech-
nete damit die gewtinschten Punktkoor-

dinaten [8], [9]. [10].

Fir die Durchfihrung der Interpolation

nach kleinsten Quadraten werden eini-

ge statistische Annahmen vorausge-
setzt; insbesondere sollen die Parame-
ter der Kovarianzfunktion zwischen den

Punktkoordinaten angegeben werden.

Diese Funktion wird als Gauss'sche
Glockenkurve angenommen mit der
Gleichung

Kov (d) | Kov (d) = Q(0) e-(C d)?
~V=1
QO ¢~ _
\\
\\
N
N\,
N
\\

0 T4

Abb. 2

Zu wahlen sind die Parameter Q(0) und
C. Die Varianz wird im Programm als
konstant (V = 1) angenommen (Abb. 2).
Da das mathematische Modell der
vorliegenden Anwendung rein funktio-
nal ist, wurden die erforderlichen Para-
meter durch Versuche gewahlt, nur um
die gewdinschten funktionalen Eigen-
schaften der Interpolation zu erhalten,
ohne ihre statistische Bedeutung zu
bertcksichtigen. Die Interpolation findet
fur die x- und y-Koordinaten getrennt
statt. Aus Symmetriegriinden wurden
immer die gleichen Parameter fir beide
Koordinaten eingefihrt.

4.3 Die Wahl der Parameter der Kova-
rianzfunktion

Der Parameter Q(0) ist die Korrelation
zwischen zwei sehr nahen Punkten
(Dist=0). Fur Q(0)=1 behalten die
Stitzpunkte nach der Interpolation ihre
Koordinaten (keine Filterung). Diese im
beschriebenen Spezialfall erwiinschte
Eigenschaft wird von einer sehr storen-
den Erscheinung begleitet: Punkte im
Interpolationsbereich kdnnen wesent-
lich grossere Korrekturen als die be-
nachbarten Stlitzwerte erhalten.

A x )

y \L X
Eine kleine Reduktion von Q(0), z.B.
Q(0) = 0.98 oder 0.95, fiihrt zu wesent-

lich gunstigeren Werten im Interpola-
tionsbereich.

]y/ N

Die so verursachten unerwinschten
Anderungen der Stitzpunktkoordinaten
bleiben in der Regel klein (2 bis 3 cm),
(9]

xY
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Der Parameter C steuert die Breite der
Glockenkurve und damit die Reichweite
des Einflusses der einzelnen Stitzwerte.
Wenn C zu gross ist, wird die Glocken-
kurve zu schmal, und es wird im Zwi-
schenbereich nicht mehr interpoliert.

AN
|\ \

Im Programm QUINT ist ein Interpola-
tionsradius R so definiert, dass

Kov (R) = Q(0)e-(C R)* = 10-°

Der Interpolationsradius wurde fiir die
erwdhnte Anwendung ca. zwei- bis
dreimal grosser gewahlt als die Distanz
zwischen den Stitzpunkten. Aus ihm
wurde C hergeleitet, z.B. fir 1km
entfernte Stitzpunkte C = 0.001, fur
3km C = 0.0004 usw. [10].

Nach der Wahl der Parameter wurde
immer ein Satz regelméssig verteilter
Punkte (Testgitter) interpoliert, um die
Eigenschaften der gewahlten Interpola-
tion anschaulich darzustellen und zu
prifen.

Die Interpolation nach kleinsten Qua-
draten setzt voraus, dass die zwei
Koordinatensysteme nicht systematisch
verschoben sind. Falls die lokalen Koor-
dinaten wesentlich von den globalen
abweichen (vielleicht 0.5 bis 1m), soll-
ten die zwei Systeme mit einer Helmert-

transformation vorgdngig angepasst
werden.

4.4 Ergebnisse

Neugemessene Triangulationsnetze

kénnen mit Hilfe von Interpolationsver-
fahren auf befriedigende Weise in
weniger genaue Fixpunkte eingepasst
werden. Die im Fixpunktnetz vorhande-
nen Zwange werden durch die Interpo-
lation unabhangig von den durchge-
fihrten Messungen regelmassig verteilt.
Gegeniiber dem friher Ublichen Aus-
gleichen eingezwangter Netze ist der
Fortschritt unbestreitbar.

Die Interpolation nach kleinsten Qua-
draten kann fiir diese Anwendung gute
Dienste leisten, wenn man die Parame-
ter der Kovarianzfunktion sehr sorgféltig
wahlt und die Resultate aufmerksam
Uberprift.

5. Anpassung der alten Triangula-
tion 4.0rdnung in das neue Netz
héherer Ordnung

Das Problem kann gestellt werden wie
in Punkt 3. Der Unterschied liegt in der
Genauigkeit der Koordinaten im lokalen
System, die im vorliegenden Fall nicht
mehr als fehlerfrei angenommen wer-
den kdnnen.

Um eine Interpolation durchfiihren zu
kénnen, missen funktionale oder min-
destens statistische Zusammenhénge
zwischen den Feldpunkten vorhanden

und schétzbar sein. Die alten Koordina-
ten der Triangulation 4. Ordnung enthal-
ten unregelmassig verteilte Zwange, die
aus fehlenden Messverbindungen und
vereinfachten Rechenmethoden stam-
men. Die Entwicklung eines genligend
genauen mathematischen Modells fiir
die statistischen und funktionalen Zu-
sammenhange zwischen den Koordina-
tenfehlern ist praktisch unméglich oder
wenigstens aufwendiger als eine
Neuausgleichung der alten Beobach-
tungen.

Fir die praktische Losung wurden die
folgenden zwei Falle unterschieden:

5.1 Triangulation 4. Ordnung im Gebiet
der neuen zwangsfreien Triangulation
hoherer Ordnung

Die Interpolation nach einem einfachen
mathematischen Modell wurde als un-
zweckmdssig betrachtet. Im Einverneh-
men mit den kantonalen Behorden, die
die Verantwortung fur die Triangulation
4. Ordnung tragen, wurde beschlossen,
die Netze neu auszugleichen. In den
meisten Fallen wird das Netz sogar neu
entworfen und gemessen. Da das Netz
hoéherer Ordnung praktisch zwangsfrei
ist, kdnnen die Punkte 1. bis 3. Ordnung
als Fixpunkte in die Ausgleichung der
Netze 4. Ordnung eingefihrt werden.

5.2 Triangulationen 4. Ordnung in den
Ubergangszonen

In den Gebieten, wo die Triangulation
hoherer Ordnung nach dem Verfahren
von Punkt 3 verformt worden war, sind
grosse Investitionen fur eine Verbesse-
rung der Triangulation 4.Ordnung we-
nig sinnvoll. Es wurde deshalb be-
schlossen, die Koordinaten der alten
Triangulation durch Interpolation anzu-
passen. Die Tatsache, dass die vorhan-
denen Zwange nach der Umformung
noch vorhanden sein werden, wird
bewusst in Kauf genommen.

Vorlaufig ist das benutzte Verfahren die
Interpolation nach kleinsten Quadraten.
Die Parameter werden auch in diesem
Fall nach den Kriterien von Punkt 3
gewahlt.

6. Zukunftsperspektiven

Die ersten Versuche mit der Interpola-
tion nach kleinsten Quadraten in der
Landesvermessung koénnen als abge-
schlossen betrachtet werden. Das Bun-
desamt fur Landestopographie wird
sich aber noch im Laufe dieses Jahres
mit einigen Entwicklungen in diesem
Bereich befassen, da zu erwarten ist,
dass eine mathematisch einfachere
Interpolationsfunktion zu ebenso guten
Resultaten in den vorgesehenen Appli-
kationen flihrt.

Die Verwendung einer einfacheren
Funktion, wie z.B. das Korrelationsver-
fahren in [1] oder die Transformation mit
Hilfe des arithmetischen Mittels in [2],
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wirde die Wahl des mathematischen
Modells sehr erleichtern und eine pro-
blemlose Einfihrung in den Produk-
tionsablauf erlauben.

7. Schlussfolgerung

Das Bundesamt fir Landestopographie
konnte verschiedene Interpolationspro-
bleme in Zusammenhang mit Erneue-
rungsarbeiten in der Landestriangula-
tion dank dem Programm QUINT fir die
Interpolation nach kleinsten Quadraten
erfolgreich l6sen.

Interpoliert wurde nur in Randgebieten,
wo die restlichen Zwénge verteilt wer-
den mussten, und eine schlechte Ge-
nauigkeit in Kauf genommen worden
ist. Da Erneuerungsarbeiten erst statt-
finden, wenn grosse (im allgemeinen
unregelméssige) Unstimmigkeiten fest-
gestellt werden, ist hingegen nicht zu
erwarten, dass sich irgendein Interpola-
tionsverfahren zur Einpassung alter
Netze niederer Ordnung in das voll
erneuerte Gebiet eignet.

Das raffinierte mathematische Modell
der Interpolation nach kleinsten Qua-
draten wirkt bei den erwdhnten Anwen-
dungen als Nachteil, da die Wahl der
Modellparameter grosse Aufmerksam-
keit erfordert und nicht ohne weiteres
standardisiert werden kann. Es ist
moglich, dass in nachster Zukunft
einfachere, rein funktionale Interpola-
tionsverfahren fiir die gleichen Applika-
tionen eingesetzt werden.
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