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Raumnetz Thusis*
D. Schneider

Résumé

Dans le calcul conventionnel des réseaux de triangu-
lation, le modéle géométrique utilisé n’est souvent pas
satisfaisant pour les régions montagneuses. La géodésie
tridimensionnelle décrit d’une maniére plus complete les
relations géometriques dans les réseaux spaciaux. En
plus des coordonnées et des altitudes, les déviations de
la verticale sont aussi calculées simultanément pour
chaque point. Dans le réseau de Domleschg (GR) les
erreurs moyennes ne dépassent pas 30 mm en position,
34 mm en altitude et 6.2¢¢ pour les déviations de la ver-
ticale. Les erreurs du modeéle dans la compensation con-
ventionnelle ont causé des erreurs jusqu’a 10 cm en po-
sition et 23 cm en altitude. >

1. Einleitung

Bei der trigonometrischen Fixpunktbestimmung geht
es grundsitzlich darum, die rdumliche Lage von Punk-
ten der Erdoberfliche gegeniiber einem geeigneten Be-
zugssystem mit geniigender Genauigkeit zu bestimmen.
Bei der konventionellen Ausgleichung von Triangula-
tionsnetzen in der Vermessungspraxis wird die Lageaus-
gleichung getrennt von der Ausgleichung der Hohen
durchgefiihrt. Die Lageausgleichung erfolgt auf einer
mathematisch einfach beschreibbaren geometrischen
Bezugsflidche (Projektionsebene, Ellipsoid), wihrend die
Hohen iiblicherweise auf das Geoid bezogen werden, ob-
wohl diese physikalisch definierte Bezugsfldche im allge-
meinen gar nicht exakt bekannt ist.

Die unregelmissige Massenverteilung der Erdkruste
in Gebirgszonen bewirkt einen unruhigen Verlauf des
Geoids. Die Abweichungen des Geoids vom Ellipsoid
(beschreibbar durch Lotabweichungen und Geoidhdhen)
nehmen in diesen Gebieten grosse, innerhalb kurzer Ent-
fernungen sich stark dndernde Betréige an. Das mathe-
matische Modell der konventionellen Methode beriick-
sichtigt diese Abweichungen nicht und fiihrt deshalb zu
spiirbaren Modellfehlern.

Bei den Methoden der dreidimensionalen Geoddsie
werden alle Unbekannten gemeinsam aus der Gesamt-
heit aller Beobachtungen in einem einheitlichen, rein
geometrischen Bezugssystem bestimmt. Geeignete Be-
zugssysteme sind vor allem lokale oder geozentrische
kartesische Koordinatensysteme. Die Methode kommt
ohne jede Definition von Modellflichen (Ellipsoid,
Geoid) aus.

Die Idee der dreidimensionalen Geodisie ist schon
seit dem letzten Jahrhundert bekannt (Bruns, 1878). Fiir
die Berechnung von Triangulationsnetzen wurde die Me-
thode aber nur selten angewendet, da die anfallende
Rechenarbeit kaum zu bewiltigen war. Im Computer-

* Bericht iiber eine Diplomaufgabe des Instituts fiir Geodisie
und Photogrammetrie der ETHZ

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik 4/78

zeitalter kann der grossere Rechenaufwand kein Hinder-
nis mehr sein.

Im Juli 1976 haben Schiirer und Bauersima [1] an
dieser Stelle iiber eine rationelle Methode zur Behand-
lung der dreidimensionalen Geodisie berichtet. Anstelle
der uniibersichtlichen, miihsam mit Hilfe der sphéri-
schen Trigonometrie hergeleiteten Formeln der klassi-
schen dreidimensionalen Geodasie [2] gelingt es den
Verfassern dank der Verwendung der rdaumlichen Rota-
tionen und der Matrizenarithmetik, das mathematische
Modell leicht iiberschaubar darzustellen. Die Art der
Behandlung ist nebenbei auch von den modernen Me-
thoden der Aerotriangulation in der analytischen Photo-
grammetrie bekannt. Eine weitgehende Analogie der
Problemstellung und Losung ist erkennbar.

Diese Veroffentlichung hat den Wunsch aufkommen
lassen, sich mit der Behandlung von Raumnetzen ein-
gehend zu befassen und die «rationelle Methode» prak-
tisch anzuwenden. Der Verfasser hatte die Moglichkeit,
sich schon im 8. Semester im geodatischen Praktikum II
mit dem Problem vertraut zu machen, einige Computer-
programme zu entwickeln und anhand von Beispielen
zu testen. Unter der Oberleitung der Professoren Schii-
rer und Conzett wurden im Diplomkurs 1976 in Thusis
die notwendigen Beobachtungen zur dreidimensionalen
Ausgleichung eines kleinen Testnetzes durchgefiihrt.

Die Messarbeiten und die Auswertungen anlésslich
der Diplomarbeit im Wintersemester 1976/77 wurden
von Herrn N. Wunderlin, dipl. Ing. ETH, betreut.

2. Das mathematische Modell der Ausgleichung
dreidimensionaler Netze

Die Gleichungen des funktionalen Modells der drei-
dimensionalen Ausgleichung lassen sich mit Hilfe raum-
licher Drehungen in leicht verstdndlicher Weise herlei-
ten [1]. Um dem Leser das Verstandnis dieses Berichts
zu erleichtern, sind die wichtigsten Beziehungen in die-
sem Kapitel noch einmal zusammengefasst.

Bezugssysteme
Bei der klassischen Geodésie steht das Rotationsellip-
soid im Vordergrund. Im Gegensatz dazu verzichtet die
dreidimensionale Methode auf die Einfiihrung einer Be-
zugsfliache. Es kann ein beliebiges kartesisches Koordi-
natensystem eingefiihrt werden. Das geozentrische kar-
tesische Koordinatensystem X, Y, Z ist als zentrales Be-
zugssystem fiir die dreidimensionale Ausgleichung be-
sonders geeignet. Es steht in einfachem Zusammenhang
mit dem Kklassischen ellipsoidischen Bezugssystem (L,
B, H) (Abb. 1).
[X,Y,Z] = [[N+H) cos B cos L, (N+H) cos B sin L,
(N(1—e?)+H) sin B] (€))
In jedem Stationspunkt P; wird ein lokales kartesi-
sches Koordinatensystem (¢, #, {) festgelegt. Die ¢-Achse
fallt mit dem physikalischen Lot im Stationspunkt (reali-

93



Y

Abb.1 Das Rotationsellipsoid als klassische geodddtische Be-
zugsflache und das geozentrische kartesische Koordinatensystem.

Y
Abb.2 Richtungskugel durch P zur Darstellung der Transfor-

—
mation des Vektors PQ vom geozentrischen ins lokale kartesi-
sche Koordinatensystem.

siert durch die Stehachse des horizontierten Theodolits)
zusammen. Die £-Achse wird durch den Orientierungs-
winkel o festgelegt (Orientierung des Richtungssatzes)
(Abb. 2).

Als Unbekannte der Ausgleichung werden die geozen-
trischen kartesischen Koordinaten (X;, Y;, Z;) jedes
Netzpunktes P; betrachtet. Mit der Bestimmung dieser
Unbekannten ist die Geometrie des Netzes eindeutig
bestimmt. Zur Verkniipfung der lokalen Koordinaten-
systeme mit dem zentralen Bezugssystem werden fiir je-
den Netzpunkt P, zusétzlich die unbekannten raumlichen
Orientierungswinkel w;, @; (astronomische Breite), 4;
(astronomische Lénge) eingefiihrt. Pro Netzpunkt sind
also 6 Unbekannte zu bestimmen.

Funktionales Modell

Die zwei Stationspunkte P, Q eines Raumnetzes defi-
nieren den freien Vektor U im zentralen bzw. u im loka-
len kartesischen System (Visurstrahl). Zu jeder freien
Visur sind folgende Grossen der Beobachtung zugéng-
lich:
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— geoditische Beobachtungen:
z': beobachtete Zenitdistanz
a’: beobachtete Richtung
r': beobachtete Distanz

Auf jeder Station konnen zusétzlich folgende Grossen
erfasst werden:

— astronomische Beobachtungen:
2’1 beobachtete astronomische Linge
@’: beobachtete astronomische Breite
a’: beobachtetes astronomisches Azimut

Die geoditischen Beobachtungen z’, o, r’ lassen sich
im lokalen kartesischen System (&, #, ¢) als fingierter

Beobachtungsvektor u’ der Visurﬁ darstellen.

1’ sin z’' cos o’

r’ sin z’ sin o 2)
1’ cos z’

Die raumliche Transformation des freien Vektors U
vom zentralen ins lokale System fiihrt direkt zur Beob-
achtungsgleichung fiir die fingierte ausgeglichene Beob-
achtung (Abb. 2):
u(z,a,1) = A (wp, p, 2p) - U (Xp, Yp, Zp, Xo, Yo, Zg)
oder symbolisch

L =F(x) 3)

Die Rotationsmatrix A setzt sich aus drei elementaren

Rotationsmatrizen zusammen:

A = Ry(w) - Ry(D—7/2) - Ry(A+m) “)
Die Linearisierung der fingierten Beobachtungsglei-
chung (3) in den Stiitzwerten X9, ¥9,2Z3, ng’ Ya, Zg
(geozentrische Ndherungskoordinaten), w$, = 0, &3 = B,
43 = L (geodétische Koordinaten fiir die Unbekannten)
filhrt zu den fingierten vektoriellen Verbesserungsglei-
chungen im (¢, 7, £)-System:
v=A,0U+FUw+GU,3®+HUI—(—AU,) (5
oder symbolisch
Ax - 1 )
Zur vektoriellen Beschreibung der Verbesserungen an
den geodidtischen Beobachtungen wird zusitzlich pro
Visur u ein weiteres kartesisches Koordinatensystem, das
kartesische «Visursystem» (1, 2, 3), festgelegt (Abb. 3).

¢
A

vV=

n

Abb. 3 Vektorielle Darstellung der Verbesserungen an den geo-
datischen Beobachtungen im kartesischen «Visursystem» (1, 2, 3).
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Die 3-Achse fallt mit dem Visurstrahl u zusammen,
wahrend die 1-Achse in der durch uw und die {-Achse
aufgespannten Ebene liegt.

Durch Multiplikation von Gleichung (5) mit der Ro-
tationsmatrix R = Ry(z,) - Ry(a,) erhilt man die Gleichung
der fingierten vektoriellen Verbesserung im (1, 2, 3)-
System:

w = RA 39U + RFU,3w + RGU,3% + RHU,32

- R(u/—AoUo) (6)
r rO VZ
wobei w = r, sin z, v,
v

r

und durch eine weitere Multiplikation mit der Matrix

2 0 0
I-0
C= 1 0 @)
I,sinz,
0 0 1

schliesslich die zur vermittelnden Ausgleichung notwen-
dige vektorielle Verbesserungsgleichung fiir die geoditi-
schen Beobachtungen:

VZ
Cw=|v,| =
vl‘
= CRA,JU + CRFU 3w + CRGU 3¢ + CRHU 01

— CR(w'—AU,) ®

Die astronomischen Beobachtungen 2" und @’ stellen
direkte Beobachtungen der unbekannten Grossen dar.
Ihre Verbesserungsgleichungen lauten daher:

v,=30 — (¢~ a)
= B = 1) ©

Die Verbesserungsgleichung fiir die astronomische
Azimutbeobachtung a’ kann als Spezialfall der Rich-
tungsverbesserungsgleichung (2. Komponente in (7)) be-
trachtet werden.

v, = (CRA,3U), + (CRGU,35), + (CRHU 37),
—[@—(a,+w,)] (10)

Das funktionale Modell beschreibt die geometrischen
Zusammenhidnge im Raumnetz in vollkommener Weise.
Um der physikalischen Realitédt bei der Messung gerecht
zu werden, enthilt das Modell die Hypothese, samtliche
Beobachtungswerte seien vorgédngig von systematischen
Fehlern (Refraktion, atmosphirische Einfliisse auf die
elektronisch gemessenen Distanzen, Aberration bei astro-
nomischen Beobachtungen, Instrumentenfehler usw.) be-
freit.

Stochastisches Modell

Die zentralen Koordinaten (X, Y, Z) und, falls keine
astronomischen Beobachtungen vorliegen, auch die un-
bekannten Orientierungen w, @, 4 mindestens eines Netz-
punktes miissen festgehalten werden, da sonst das Nor-
malgleichungssystem singuldr wird (Einfiihrung fehler-
freier Grossen fiir die Unbekannten).

Fiir alle Beobachtungen sind Varianzen und Kovarian-
zen a priori einzufiihren.

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik 4/78

3. Das Programmsystem RAUMTRIG

(Computerprogramme zur dreidimensionalen
Ausgleichung von Raumnetzen)

Die Ausgleichung von Raumnetzen ist nur mit Hilfe
des Computers Okonomisch durchfithrbar. Als erster
wesentlicher Schritt fiir die praktische Erprobung des
mathematischen Modells waren deshalb einige Pro-
gramme zu entwickeln.

Ein wesentlicher Vorteil der «rationellen Methode»
nach Schiirer/Bauersima wurde erst jetzt deutlich spiir-
bar. Nachdem die Unterprogramme fiir die rdumliche
Vektortransformation und die Matrizenoperationen de-
finiert waren, liessen sich samtliche Formeln auf weni-
gen Programmzeilen iibersichtlich strukturiert darstellen.

Das Programmsystem RAUMTRIG (= rdumliche Tri-
angulation) besteht aus den drei Programmbausteinen:

— RAUMNETZ (Berechnung der Koeffizienten der Ver-
besserungsgleichungen)

— RAUMAUS (vermittelnde Ausgleichung)

- GEOZEB (Transformation geozentrischer Koor-
dinaten in Landeskoordinaten)

Die Zwischenspeicherung und Ubertragung der Daten
erfolgt automatisch mit Datenfiles. Das gew&hlte Kon-
zept bietet gegeniiber einem einzigen grossen Programm
bedeutende Vorteile, wie beschriankter Kernspeicherbe-
darf der einzelnen Module, Kontroll- und Eingriffsmog-
lichkeiten bei Steuerung des Rechenablaufs von einem
Terminal aus und Mdglichkeit, einzelne Programmodule
auszuwechseln.

Samtliche Bausteine von RAUMTRIG sind in Stan-
dard-FORTRAN fiir die CDC 6400/6500 des RZETH
programmiert. Das System eignet sich fiir kleinere Test-
netze mit einem Festpunkt und konnte nach gewissen
Anpassungen auf anderen Rechenanlagen angewendet
werden.

4. Das Raumnetz Thusis

Zielsetzung des Projekts

Das Projekt RAUMNETZ THUSIS entstand im Win-

tersemester 1975/76 mit folgender Zielsetzung:

— Praktische Erprobung der «rationellen Methode» an-
hand von geeignetem Beobachtungsmaterial

— Bestimmung der Unbekannten X, Y, Z, w, &, 2 fiir je-
den Netzpunkt mit bestmoglicher Genauigkeit

— Berechnung von Richtung und Betrag der Lotabwei-
chungen von ausgesprochenen Hangpunkten

— Absolute Orientierung des Netzes durch die Messung
von astronomischer Linge und Breite auf mindestens
einem Netzpunkt und mindestens eines astronomi-
schen Azimutes

— Untersuchung der Refraktionseinfliisse auf die beob-
achteten Zenitdistanzen und Richtungen.

Netzdisposition

Der Entwurf sieht ein Netz, bestehend aus einem un-
regelmassigen Sechseck, mit zwei Punkten im Tal und je
zwei extremen Hangpunkten am Heinzenberg sowie am
Gegenhang vor (Abb.4). In den Hangpunkten sind
grosse relative Lotabweichungen beziiglich der Talpunk-
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Abb.4 Raumnetz Thusis mit Lotabweichungen als Resultate
der raumlichen Ausgleichung und aus Massen berechneten Lot-

te zu erwarten. Das Netz enthdlt vorwiegend steile Vi-
suren (bis ca.20g), so dass bei einer konventionellen
Ausgleichung betrachtliche Einfliisse der Modellfehler
zu erwarten sind. Die mittlere Visurldnge betrdgt ca.
5 km, womit die Punktdichte also etwa der eines Netzes
3. Ordnung entspricht. Hohenwinkelmessungen sind auf
diese Distanz noch mdoglich, wobei gute Voraussetzungen
zur Untersuchung von Refraktionseinfliissen gegeben
sind.

Ausgleichungen a priori

Um die im projektierten Raumnetz bei verschiedenen
angenommenen Messprogrammen erreichbare Genauig-
keit abschédtzen zu konnen, wurden mit dem Programm-
system RAUMTRIG insgesamt 10 Ausgleichungsvarian-
ten a priori mit unbestimmter Auflosung der Normal-
gleichungen berechnet. Das schliesslich zur Ausfiihrung
empfohlene Messprogramm sah bei Richtungs-, Distanz-
und Hohenwinkelbeobachtungen auf fast allen mogli-
chen Visuren folgende anzustrebenden mittleren Fehler
der Beobachtungsmittel vor:

— astronomische Beobachtungen: o, = o, = 0, = 2¢¢

— Zenitdistanzen: g, = 6

— Richtungen: o, = 2¢¢

— Distanzen: o, =5mm + D- 1076

Auf Grund dieses stochastischen Modells berechneten
sich die mittleren Fehler a priori der Unbekannten des
am schwichsten bestimmten Punktes 6 zu:

o, = 1.1cm g, = 6.0cc
oy, = 1.0 cm ;= 6.4
g, =4.1cm g, = 8.5¢°

(Bei fehlerfrei eingefiihrten Orientierungen @, 1, w im
Festpunkt.)
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abweichungen (reproduziert mit Bewilligung der Eidg. Landes-
topographie vom 30. Januar 1978).

Beobachtungen

Die Messarbeiten wurden im Juli und August 1976
durch 5 Diplomanden (3 Vermessungs- und 2 Kultur-
ingenieure) ausgefiihrt.

Dabei kam folgendes Instrumentarium zum Einsatz:
1 Kern DKM3 (Astro), 1 Kern DKM3, 1 Kern DKM2A,
1 AGA-Geodimeter 8, 1 Chronograph (Longines) und
1 Zeitzeichenempfinger.

Zur Signalisierung wurden Alu-Signale (ETHZ) mit
Stahlseilverspannung, Kunststoffsignale (L-+T) sowie
Kern-Scheinwerfer verwendet.

Ausser der Visur zwischen den schlecht zugéanglichen
Punkten 5 und 6 konnten alle Strecken z. T. mehrmals
mit dem Laser-Geodimeter gemessen werden. Die Di-
stanzmessungen wurden in wenigen Tagen abgeschlos-
sen. Die Richtungs- und Zenitdistanzmessungen verlang-
ten dagegen, wegen der langen Anmarschwege und der
grosstenteils ungiinstigen Sicht- und Beleuchtungsver-
héltnisse, viel Geduld und Ausdauer. Die Zenitdistanz-
messungen wurden iiber die ganze Messperiode verteilt.
Einzelne Visuren wurden an bis zu 5 Messtagen bis zu
insgesamt 14mal beobachtet. Wegen der hiufigen nécht-
lichen Bewolkung konnten leider nur auf Station 1 astro-
nomische Beobachtungen ausgefiihrt werden.

5. Die Ausgleichung

Bei der strengen Ausgleichung von Raumnetzen wird
ein funktionales Modell verwendet, das der Realitit sehr
nahe kommt. Bedeutende systematische Fehlereinfliisse
sind vor allem von der Hohen- und Seitenrefraktion zu
erwarten. Neben der Einfiihrung eines globalen Refrak-
tionskoeffizienten wurden deshalb in einigen Ausglei-
chungsvarianten mit Hilfe eines mathematischen Modells
berechnete Refraktionswinkel [3] beriicksichtigt.

Mensuration, Photogrammétrie, Génie rural 4/78



Dem funktionalen Modell hoher Qualitédt sollte ein
gleichwertiges stochastisches Modell zur Seite gestellt
werden. Die mittleren Fehler a priori der Beobachtun-
gen wurden auf folgende Weise festgelegt:

— Distanzen:
o, = 5mm + 1-D 1076 (bewdhrter Ansatz)
Beriicksichtigung der Autokorrelation bei
Messserien (Autokorrelationskoeffizient: k = 0.8 bei
Mehrfachmessungen mit At < 1h)

— Richtungen:

Aus Dreiecksschliissen bei Beriicksichtigung der Lot-
abweichungen:

o, (DKM3) = 2.2¢cc (Satzmittel)
o, (DKM2A) = 2.6c¢ (Satzmittel)
— Zenitdistanzen:

Aus gegenseitigen Zenitdistanzen bei Beriicksichti-
gung der Lotabweichungen:

0, ~ 5.4¢c (Mittelwert aller Visuren)
Beriicksichtigung der Autokorrelation der Messserien
nach einem einfachen zeitabhéngigen Autokorrela-
tionsmodell.

— Astronomische Beobachtungen:

Aus Serienmittelbildungen und Vorausgleichungeii:
o, = 0.80”, ¢,= 043", o =0.36"

Als Ersatz fiir fehlende astronomische Beobachtungen
wurde versucht, aus sichtbaren Massen berechnete
Lotabweichungen als fingierte astronomische Beob-
achtungen einzufiihren. Dabei wurden folgende mitt-
leren Fehler a priori angenommen:

gy = 12" g, =127

Séamtliche Kreuzkorrelationen blieben unberiicksich-
tigt, da ihre Abschidtzung schwierig ist und nur ein ge-
ringer Einfluss vermutet wird.

Die Annahmen des stochastischen Modells wurden
anhand verschiedener Ausgleichungsvarianten und mit
Hilfe des Modelltests

mg 2
<\7%
0.95

%
iiberpriift. Dabei zeigte sich, dass die Bestimmung der
raumlichen Orientierungswinkel & und 2 bei Netzpunk-
ten ohne astronomische Beobachtungen in starkem
Masse von der Wahl des stochastischen Modells der
Zenitdistanzen abhingig ist.

(11)

Resultate
Aus den berechneten rdumlichen Orientierungen &
und 1 wurden die Lotabweichungen

§=&—B und n = (A1—L)-cos & (12)

berechnet. Sie sind in Abb. 4 dargestellt und den aus
sichtbaren Massen, nach Elmiger [4] berechneten Lot-
abweichungen gegeniibergestellt.

In der Tabelle sind die mittleren Fehler der Unbe-
kannten des am schwichsten bestimmten Punktes 6 als
Resultat dreier verschiedener Ausgleichungsvarianten
angegeben. Bei Annahme einer fehlerfreien rdumlichen
Orientierung des Netzes im Festpunkt wird ein mittlerer
Lagefehler von ca. 1 cm und ein mittlerer Hohenfehler

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik 4/78

Tabelle Mittlere Fehler der Unbekannten von Punkt 6

m m m m m
Variante y X H w @ A
[mm] [mm] [mm] [cc] [ce] [cc]
1 24 18 34 6.2 6.2 8.2
2 8 9 32 5.8 6.1 8.1
3 26 19 22 4.6 3.0 4.7
4 7 9 21 3.6 3.0 4.7

Variante 1: Astronomische Beobachtungen nur im Festpunkt (1).

Variante 2: Fehlerfreie Orientierung im Festpunkt (1) angenom-
men.

Variante 3: Lotabweichungen aus Massen als fingierte astrono-
mische Beobachtungen eingefiihrt.

Variante 4: Lotabweichungen aus Massen als fingierte astrono-
mische Beobachtungen eingefiihrt und fehlerfreie
Orientierungen im Festpunkt (1) angenommen.

mg, m,:

ys My mittlere Fehler an den Projektionskoordinaten

my: mittlerer Fehler der ellipsoidischen Hohe

von ca. 3 cm erreicht (Variante 2). Die Einfithrung der
Lotabweichungen als fingierte astronomische Beobach-
tungen bringt neben kleineren mittleren Fehlern an den
Orientierungswinkeln &, 1 und w eine spiirbare Verbes-
serung der Hohengenauigkeit. Die Hohe wird etwa mit
gleicher Genauigkeit wie die Lagekoordinaten bestimmt
(Variante 3).

Die Wirkung der mit grossem Aufwand aus meteoro-
logischen Daten anhand eines physikalischen Modells
berechneten Refraktionswinkel war ziemlich erniich-
ternd.

Das dreidimensionale Fehlerellipsoid

Der geometrische Ort gleicher Wahrscheinlichkeit fiir
die Stichprobe eines Zufallsvektors (x, y) in der Ebene
ist die mittlere Fehlerellipse. Sie wird zur Beschreibung
der Lagegenauigkeit von Punkten bei der ebenen Aus-
gleichung beniitzt. Analog dazu kann ein Punkt im
Raum als dreidimensionale Stichprobe des Zufallsvek-
tors (x, y, z) betrachtet werden. Der geometrische Ort
gleicher Wahrscheinlichkeit im m-dimensionalen Raum
ist ein m-dimensionales Fehlerellipsoid. Die Wahrschein-
lichkeit 1—a, dass die Spitzen der Vektoren (x, y, z) aller
Stichproben innerhalb des mittleren Fehlerellipsoids lie-
gen, ist im dreidimensionalen Fall nur noch 20 % gegen-
iiber 39 % im ebenen und 68 % im eindimensionalen
Fall.

Zur Beschreibung der Genauigkeit der Punktbestim-
mung im Raum werden mit Vorteil die Grossen der drei
Halbachsen des mittleren Fehlerellipsoids und ihre
rdumliche Orientierung beziiglich eines lokalen Koordi-
natensystems (z. B. [&, #, {]-Systems des Festpunktes)
angegeben. Die Q,,-Teilmatrix der Koordinatenunbe-
kannten kann mit der Transformation

Q55 = Ao ’ Qxx ’ A’(f (13)

ins (&, n, £)-System iiberfiihrt werden. Zur Bestimmung
der Hauptachsen des mittleren Fehlerellipsoids ist eine
dreidimensionale Hauptachsentransformation erforder-
lich. An Stelle der strengen Losung (Eigenwertproblem)
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fiihrt eine iterative Methode, in der numerischen Mathe-
matik als Jacobi-Rotation bekannt, rasch zum Ziel.

Eine Moglichkeit zur Darstellung der rdumlichen
Netzkonfigurationen und der dreidimensionalen mittle-
ren Fehlerellipsoide ist das Anaglyphenverfahren mit
Komplementérfarben. Der Berechnungsvorgang zur Her-
stellung der Bilder entspricht der Simulation einer ste-
reophotogrammetrischen Aufnahme mit Hilfe der zen-
tralperspektiven Abbildung.

6. Vergleich mit der ebenen, konventionellen
Ausgleichung

Mit der Berechnung von Lage und Hohe sowie der
Lotabweichnungen der Netzpunkte und der Berechnung

o

der mittleren Fehler dieser Unbekannten war die eigent-
liche Diplomaufgabe gelost. Nachtrdglich wurden zur
Ergdnzung die Resultate der Raumausgleichung mit den
Ergebnissen einer konventionellen Lage- und Hohenaus-
gleichung verglichen. Diese Unterschiede stellen die Ein-
fliisse der iiblicherweise vernachldssigten Modellfehler
auf die Punktbestimmung dar. Sie sind fiir den Praktiker
besonders aufschlussreich.

Zur konventionellen Lage- und Hohenausgleichung
wurde jenes Triangulationsprogramm beniitzt, das in der
Schweizerischen Landestriangulation heute fast aus-
nahmslos Anwendung findet (Programm LANDTOP der
Eidg. Landestopographie). Das diesem Rechenprogramm
zugrunde liegende funktionale Modell beriicksichtigt
die Lotabweichungen und Geoidhdhen nicht. Die Lage-
koordinaten werden vorgidngig und getrennt von der

150 152

Distanzédnderungen in mm
Richtungsédnderungen in cc

Abb. 5 Einflisse der Modellfehler der konventionellen Ausgleichung auf die Messgrossen.
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Abb. 6 Koordinatenunterschiede zwischen konventioneller und dreidimensionaler Ausgleichung.
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Hohenausgleichung in der Projektionsebene berechnet.
Fiir die Reduktion der schiefen Distanzen werden die
Mittelwerte gegenseitiger Hohenwinkelbeobachtungen
verwendet.

Das Beobachtungsmaterial und das stochastische Mo-
dell der dreidimensionalen Ausgleichung wurden unver-
dndert itbernommen.

Einfliisse der Modellfehler

Aus dem Vergleich der Verbesserungen aus dem ebe-
nen Niherungsabriss (Resultate der dreidimensionalen
Ausgleichung als Né@herungskoordinaten eingefiihrt) mit
den Verbesserungen der riumlichen Ausgleichung erhilt
man direkt die Einfliisse der Modellfehler der konven-
tionellen Ausgleichung auf die Messgrossen (Abb. 5).

Koordinatenunterschiede

Die systematischen Fehler der Punktbestimmung in-
folge des unzuldnglichen mathematischen Modells der
konventionellen Ausgleichung erreichen bis 10 cm bzw.
12.5 cm, falls die taliiberspannenden Distanzen (4—5,
4—6, 3—5, 3—6) nicht eingefiihrt werden (Abb. 6). Die
Testgrossen des Modells: m2/ o2 erreichen 5.06 (Lage)
gegeniiber 1.13 bei der vergleichbaren Variante der drei-
dimensionalen Ausgleichung.

Bei der Interpretation der festgestellten Hohendnde-
rungen von bis zu 23 cm ist zu beachten, dass sich bei
der Raumnetzausgleichung ellipsoidische Hohen ergeben,
wihrend bei der konventionellen Ausgleichung grob ge-
nihert orthometrische Hohen resultieren.

7. Schlussfolgerungen fiir die Triangulationspraxis

Bei der Bestimmung von geodatischen Netzen in Ge-
birgsregionen ist der Wahl der mathematischen Modelle
besondere Beachtung zu schenken. Die konventionelle
Ausgleichung basiert auf einem fiir viele Zwecke unzu-
langlichen Modell. Bei ihrer Anwendung treten systema-
tische Lage- und Hohenfehler auf. Zudem wird die Ge-
nauigkeit der eingefiihrten Beobachtungen bei diesen
Modellen zu pessimistisch geschatzt.

Zur Verbesserung der Ausgleichungsmodelle stehen
folgende Moglichkeiten offen:

a) Dreidimensionale Ausgleichung mit Einfiihrung von
astronomischen Stiitzwerten. Bestimmung der rdum-
lichen Orientierungen (und somit der Lotabweichun-
gen) als Unbekannte.

b) Getrennte Lage- und H6henausgleichung mit Beriick-
sichtigung von Lotabweichungen aus Massen und
eventuell GeoidhShen.

c) Kombinationen von a und b.

Je nach Art der gestellten Triangulationsaufgabe ist
zu entscheiden, welche der Methoden am vorteilhafte-
sten anzuwenden ist.

Bei der dreidimensionalen Ausgleichung miissen ge-
niigend Beobachtungen vorliegen, um die 6 Unbekann-
ten pro Netzpunkt mit geniigender Uberbestimmung be-
rechnen zu konnen. Schwichster Punkt bei der Bestim-
mung der Lotabweichungen bei dreidimensionalen Aus-
gleichungen sind die beobachteten Zenitdistanzen, ihr
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Refraktionsmodell und ihr stochastisches Modell. Bei
bodennahen oder mehr als 10 km langen Visuren diirfte
ihre Genauigkeit vermutlich nicht mehr ausreichen.

Die Anwendung der dreidimensionalen Methode
diirfte fiir folgende geoditischen Netze in Gebirgsregio-
nen Vorteile bringen:

— Absteckungsnetze der Ingenieurvermessung, wie Tun-
neldurchschlagsnetze, Netze fiir Staumauern, Viadukte
usw.

— Deformationsmessungen an Bauwerken

— Gleichzeitige Bestimmung von horizontalen und verti-
kalen rezenten Krustenverschiebungen

— Uberpriifung von Basisvergrosserungsnetzen.

Den grossten Beitrag zur Verbesserung der Punktbe-
stimmung bringt die Beriicksichtigung der Lotabwei-
chungseinfliisse. Die gemeinsame Bestimmung der Lage-
und Hohenunbekannten hat bei Visurneigungen bis 208
eine vergleichsweise geringe Wirkung.

Welche der Moglichkeiten zur Verbesserung des ma-
thematischen Modells Anwendung findet, hat fiir die
Praxis keine grosse Bedeutung. Wesentlich ist aber, dass
die systematischen Fehler infolge des unzulédnglichen
Modells der konventionellen Ausgleichungsmethode ver-
mieden werden.
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