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Direkte Bestimmung
totaler Kreisteilungsfehler mit Hilfe
eines Spiegelpolygons

Karl Ramsayer, Stuttgart

1. Einleitung

Fiir die direkte Ermittlung von totalen, Teilungsfehlern
eines Teilkreises wurde von Schreiber bereits 1886 ein
Verfahren veroffentlicht [1]. Dieses Verfahren hat je-
doch die schwerwiegenden Nachteile, dass der Teilkreis
fiir sich allein in einem besonderen Gerit untersucht
werden muss und dass sehr viele Mikroskopablesungen
erforderlich sind. Das Schreibersche Verfahren hat sich
deshalb fiir die praktische Anwendung nicht durchsetzen
konnen. Wirtschaftlicher ist das Priifverfahren von Heu-
velink [2], [3], das die Untersuchung des im Theodolit
eingebauten Teilkreises erlaubt. Es liefert jedoch nicht
die tatsdchlichen Teilungsfehler, sondern auf indirektem
Wege nur die regelmissigen und den mittleren zufilligen
Teilungsfehler. Ausserdem werden die Koeffizienten der
Fourierreihe mit unterschiedlicher Genauigkeit bestimmt,
sofern nicht mehrere Priifwinkel verschiedener Grosse
verwendet werden.

Nachstehend wird ein Verfahren beschrieben,-wie mit
Hilfe eines Spiegelpolygons direkt totale und regelmis-
sige Kreisteilungsfehler eines im Theodolit eingebauten
Teilkreises mit gleicher Genauigkeit bestimmt werden
konnen. Da bei Prizisionstheodoliten stets an zwei dia-
metralen Stellen abgelesen wird, werden nur Durchmes-
serfehler untersucht. Die Vorzeichen werden im Sinne
von Verbesserungen definiert. Die «Fehler» werden des-
halb im folgenden auch als Verbesserungen bezeichnet.

2. Prinzip

Zur Ermittlung der Durchmesserverbesserungen des Ho-
rizontalkreises eines Prézisionstheodolits an N gleich-
missig tiber den Kreis verteilten Stellen werden die
Richtungen nach einer geraden Anzahl von gleichmissig
tiber den Horizont verteilten Zielen in N Sitzen, die sich
jeweils aus n Teilsdtzen mit unverdnderter Kreislage zu-
sammensetzen, gemessen. Nach jedem Satz wird der
Kreis um 360°/N gedreht. Das Mittel aus allen Sétzen
ist dann bei geniigend grossem N weitgehend frei vom
Einfluss der regelmissigen Teilungsfehler. Auch der
Einfluss der zufilligen Fehler (Zielfehler, Ablesefehler,
zufillige Teilungsfehler) ist bei einem guten Instrument
und gut einstellbaren Zielen gering, da er proportional

zu 1/YN zuriickgeht. Die aus N Sitzen abgeleiteten
Richtungen zu den Zielen konnen deshalb weitgehend
als «wahre Richtungen» betrachtet werden.

Reduzieren wir die Richtungen eines Satzes auf den Mit-
telwert der wahren Richtungen, so entsprechen die Ab-
weichungen der reduzierten Richtungen von den wahren
Richtungen den Durchmesserverbesserungen, die aller-
dings noch von den Messfehlern iiberlagert sind. Der
Einfluss der Messfehler kann jedoch durch entsprechende
Ausbildung der,Ziele fiir die Bezugsrichtungen und eine
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ausreichende Anzahl von Wiederholungen in ertrig-
lichen Grenzen gehalten werden.

Bild 1 Spiegelpolygon

Bild2 Vorrichtung zur Bestimmung totaler Kreisteilungsfehler
des Theodolits Wild T3 mit Hilfe eines Spiegelpolygons
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3. Versuchsaufbau

Fiir die Darstellung der Bezugsrichtungen ist ein Spiegel-
polygon, wie es fiir die Priifung optischer Teilkopfe von
Werkzeugmaschinen verwendet wird [4], gut geeignet.
Bild 1 zeigt das fiir die Untersuchungen verwendete, von
der Firma Leitz hergestellte Spiegelpolygon. Es besteht
aus einem Glasblock mit zehn angeschliffenen Spiegeln,
deren Normalen zehn Richtungen mit einem gegenseiti-
gen Winkelabstand von ungefdhr 36° festlegen. Das
Polygon ist zum Schutz gegen Beschadigungen in ein
Gehduse mit kreisrunden Offnungen eingebaut. Das
unter dem Gehduse angebrachte Rohr mit Klemm- und
Justierschrauben dient zum Befestigen und Ausrichten
des Polygons.

Bild 2 zeigt den vom Geoditischen Institut der Univer-
sitdt Stuttgart hergestellten Versuchsaufbau fiir die Un-
tersuchung des Horizontalkreises eines Theodolits Wild
T3. Das Spiegelpolygon ist in einem gusseisernen Topf
untergebracht. Dartiber ist der Theodolit festgeschraubt,
dessen normales Okular durch ein Autokollimations-
okular ersetzt wurde. Die Zielachse des Fernrohrs wird
durch eine am Fernrohrtrager befestigte Umlenkvorrich-
tung, die aus einem Rohr und zwei Spiegeln zusammen-
gesetzt ist, um 180° umgelenkt und nach unten parallel
versetzt. Zum Anzielen der Spiegel wird das Fadenkreuz
mit seinem reflektierten Bild zur Deckung gebracht. Da
das Fernrohr zu diesem Zweck auf Unendlich fokussiert
werden muss, haben Zentrierfehler des Polygons keinen
Einfluss. Ebensowenig konnen sich eine kleine Neigung
und die Taumelfehler der Stehachse und kleine Neigun-
gen der Spiegelebenen auswirken, da die Hohenwinkel
der Zielungen nahezu null sind.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, das Spiegel-
polygon auf dem Fernrohrtriger des Theodolits zu be-

festigen, es mit Hilfe des zu priifenden Kreises um de-
finierte Winkel zu drehen und die Richtungen der Spie-
gelnormalen mit Hilfe eines Autokollimationsfernrohrs
mit Okularmikrometer gegen eine feste Bezugsrichtung
einzumessen. Auch diese Anordnung wurde im Geoda-
tischen Institut der Universitdt Stuttgart zur Unter-
suchung des Horizontalkreises eines Theodolits Wild T4
mit gutem Erfolg erprobt.

4. Anordnung und Ergebnisse der Versuchsmessungen

Zur Ermittlung der Durchmesserverbesserungen an den
40 Kreisstellen 0°, 9°, 18°...351° wurden 40 Rich-
tungssidtze nach den zehn Spiegeln beobachtet. Jeder
Satz bestand aus vier Teilsdtzen, die bei unverdnderter
Kreislage jeweils in derselben Fernrohrlage beobachtet
wurden. Nach jedem Richtungssatz wurde der Kreis um
9° gedreht. Bei dieser Anordnung der Messungen wurde
jede ausgewdhlte Kreisstelle an jedem Spiegel, also ins-
gesamt zehnmal in je vier Teilsdtzen beobachtet. Ausser-
dem wurde jede Durchmesserverbesserung von «beiden
Seiten» (zum Beispiel fiir die Kreisstellen 9° und 189°)
bestimmt. Diese grosse Zahl von iiberschiissigen Beob-
achtungen wurde absichtlich gewéhlt, um die Richtun-
gen der Spiegelnormalen sehr genau zu bestimmen und
einen zuverldssigen Einblick in die Genauigkeit des Ver-
fahrens zu erhalten. Bei der praktischen Anwendung
lasst sich die Anzahl der Beobachtungen betréchtlich re-
duzieren, insbesondere dann, wenn die Spiegelrichtungen
bereits bekannt sind.

Die aus den Messungen abgeleiteten Abweichungen A,
der Spiegelnormalen vom Nennwert k - 36° und ihre aus
den Streuungen der je 40 Einzelwerte abgeleiteten mitt-
leren Fehler m, sind in Tabelle 1 zusammengestellt.

Tabelle 1 Abweichungen der Spiegelnormalen von Nennwert k - 36°.
Spiegel k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ay +0.157 +0.03 —023 +0.11 +0.13 —0.06 +0.44 —082 —0.17 +042
my +0.06” 0.07 0.06 0.06 0.06 0.07 0.07 0.06 0.06 0.06
. Die Durchmesserverbesserungen sind in Bild 3 darge-
08T o 0°-180° fotal . ® stellt. Auffallend sind die systematischen Differenzen an
+0: | © 180°-360° fotal ¢ T den Kreisstellen ¢ und ¢ +180°, die, wenn wir von den
T mmees 8¢ regelmdssig /) o o Messfehlern absehen, null sein sollten. Die systematische
+o2°| o o \* Abweichung riithrt vermutlich davon her, dass bei Ab-
.. * /’O k) lesung an der Kreisstelle ¢ der Teilstrich ¢ unten und
0 o ot : der Teilstrich ¢ +180° oben abgebildet wird, wahrend
e, 8 by bei Ablesung an der Stelle ¢ +180° der Teilstrich
-02" g, 4 © N B, @ +180° unten und der Teilstrich ¢ oben liegt. Dies
1 ® o N 9 kann dazu fiihren, dass wegen kleiner Unregelmissig-
~0 *~*  keiten der Strichenden in den beiden Kreislagen etwas
e ) L o J verschieden koinzidiert wird. Die dargestellten totalen
- 06 . . L . :
0° 36° 72 108° 144° 1wo°  Durchmesserverbesserungen t sind Mittelwerte aus den
180° 216° 252° 288° 324° 360°

Bild 3 Totale und regelmissige Durchmesserverbesserungen des
Horizontalkreises des Wild-Theodolits T3 Nr. 41 321
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an den zehn Spiegeln beobachteten Einzelwerten. Aus
den Streuungen dieser Einzelwerte wurde der mittlere
Fehler des Mittels berechnet zu

m, = +0,09”. (1)
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5. Fehleranalyse
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

S = Anzahl der Spiegel (geradzahlig),

N = Anzahl der zu untersuchenden,
gleichmissig verteilten Kreisstellen
= Anzahl der zu messenden Rich-
tungssitze (geradzahlig),

i = 0,1,2...(N-1) = Nummer der
Kreislage = Nummer des Satzes,

k = 0,1,2...(5-1) = Nummer des
Spiegels,

@° = i-(360°/N) + k - (360°/S) = voller
Gradwert der verwendeten Kreis-
stelle bei Anzielung von Spiegel k
im Satz i = Bezugsrichtung,

1 = 1,2 ...n = Nummer des Teilsatzes
von Satz i,

@ ik = i-(360°/N) + k- (360°/S) + x",,.
= im Teilsatz | abgelesene Rich-
tung,

b = Sekundenwert von ¢”j,

o = mittlere Bezugsrichtung von Satz i,
@i = Mittel aus allen auf ¢;* reduzierten
Teilsdtzen ¢y,
ti = Agy + w; = totale Kreisteilungs-

verbesserung an der Stelle ¢,

A = regelmadssige Kreisteilungsverbesse-
rung,

ik = zufillige Kreisteilungsverbesserung,

k- (360°/S)+4,, = Richtung der Normalen des
Spiegels k (Mittelwert),

d, = Verbesserung von A,.

Zunidchst wird jeder Teilsatz 1 des bei unverdnderter
Kreislage gemessenen Satzes i auf die mittlere Bezugs-
richtun

S-1
_*71

"y ( (360°/N) -+ k (360°/S)), (i = const) (2)

reduziert mit Hilfe der Gleichung

S-1
@i = 1 (360°/N) + k (360°/S) + X"y — %Z X"
k=0
(3)

Durch Mittelbildung der n reduzierten Teilsétze il erhal-
ten wir

S-1
@i = 1 (360°/N) + k (360°/S) + X'y — %Z Xo (@)
k

(4a)

) 1
mit X’ik = —z X”ikl‘
n I=1

Aus den Abweichungen der reduzierten Richtungen
¢’ von ihren Mittelwerten ¢’ ergab sich der mittlere
Fehler einer in n = 4 Teilsdtzen gemessenen Richtung zu
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m; = +0,16”. (5)
Dieser, wie spater noch ausgefiihrt wird, vermutlich zu
kleine Wert riihrt im wesentlichen nur von Ziel- und Ab-
lesefehlern her. Teilungsfehler sind darin nicht enthalten,
da die Kreislage nicht gedndert wurde.

Die Abweichung A, der Richtung des Spiegels k von
k (360°/S) ergibt sich aus

>
(K~

l |

e

— 1 (360°/N)) — k (360°/S)

(6)

Beriicksichtigen wir die Verbesserungen Ag;, u;,. und d;
wegen der regelmissigen und zufilligen Teilungsfehler
und wegen der Ziel- und Ablesefehler, so ergibt sich die
Verbesserung d, von A, aus

1 8-1
d = — Ay + wy +
k S Z:( Pix Mik

7

<(A(pik + wi + 0y) — ‘5ik)>-

()

135
N
Ay kann fiir die Kreisstelle ¢;,° beschrieben werden
durch die Fourierreihe

p> = ay, sin (2m - i- (360°/N) + 2m - k (360°/S)
+Am),m 1,2,3...

A(pll\
©)

Nach Anwendung des Additionstheorems und Summa-
tion iiber alle i-Werte ergibt sich

-1
2 Agy = 2 = + o5 (2m -1 (360°/N))

- 'sin (2m - k (360°/S) + A,)
N-1
+'S Sa,-sin(m-i(360°/N))
i=0 m
-cos (2m - k (360°/S) + A,). )

Hieraus folgt wegen der symmetrischen Verteilung der
Kreisstellen

N-1

E A(plk = N " 2 ap.N/2 " Siﬂ (P . N . k (3600/8)
i=0 P
+ Ap.xp),P=1,2,3... (10)
Auf dhnliche Weise erhalten wir
S-1 . .
2 A(plk = S * 2 aQ.S/Q - S1n (Q ® S 21 (36OO/N)
k=0 Q
+AQ'S/2)’Q=1’2>3"' (11)

Setzen wir (10) und (11) in (7) ein, so ergibt sich nach
einigen Umformungen

dk — 2 ap.N2° Sin (P * N . k (3600/8) + AP‘N/’:!)

- % ag. N2 - SINAg . xp

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, Fachblatt 111/1V-75



1 N -
+ — + 0 + 0
N ;((ﬂlk W) = 2(#11 n)
P=1,2,3 R~123 (12)
Hieraus folgt, dass fiir
N=T-§, T=1,2,3... (13)

der Einfluss der regelmissigen Teilungsfehler Null wird.
Es gilt also fiir diesen Fall und somit auch fiir den vor-
liegenden Fall mit S = 10, N = 40

1 N- 1 S-1
= — T o) — — + i) 14
N z((:u'lk 1k) S 2§ ik 11\)> ( )
Hieraus folgt nach Ubergang auf mittlere Fehler
m = * (S —1)(m,?2+ m?)/S-N. (14a)

Nehmen wir die nachfolgend ermittelten Werte m; =
+0,30” und m, = £0,10” vorweg, so wird fiir S = 10
und N = 40

my = * (3/20) Y m,?2? + m2 = £0,05". (14b)
Nach Tabelle 1 ist m;, = +0,06”.

Der Vergleich der Richtung ¢, des Satzes i zum Spie-

gel k mit der Richtung ¢°;, + 4, liefert die Teilungsver-
besserung

Vie = @’ + A — @' = A — X' +

qz L5)

(nlr-a

Dieser Wert ist zu verbessern um

S-1

1
dty = — oy + —2 (Apic + e + 0y + dy (16)
o
oder mit (11)
dtikz lk 2 (‘lll]\ + (511\) (17)

+ E aq . g2 Sln (Q S- 1(3600/N) + AQ S/Z) + dk

Nun wird t';, bei der gewdhlten Messanordnung an je-
dem der S Spiegel bestimmt. Beim Ubergang vom Spiegel
k auf Spiegel k+1 #ndert sich i jeweils um den Wert
N/S, also der Winkel Q-S-i(360°/N) jeweils um
Q- 360°. Die Grosse

2 aQ'S/2 o Sin (Q * S * l (3600/N) + AQ s/z) = CS, N.i (18)
Q

hat also fiir alle i-Werte, die zur Bestimmung des Mit-
telwerts t; beitragen, denselben Wert. Demnach sind die
ermittelten totalen Teilungsverbesserungen t;, und ihr
Mittelwert t; an der Kreisstelle ¢; = i (360°/N) bei S
Spiegeln systematisch verfilscht durch die regelméssigen
Teilungsverbesserungen mit den Perioden 360°/S,

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, Fachblatt 111/IV-75

360°/2S, 360°/3S ... Diese Fehler lassen sich aus den
Messungen nicht ermitteln. Fiir S = 10 und N = 40
wird

= q5-sin (i-90° + A;)
+ ay-sin(i-180° + Ay) + ...

CIO. 40, i

(19)

Gehen wir auf mittlere Fehler iiber, vernachléssigen die
sehr kleine Auswirkung von d, und beachten, dass C die
Berechnung des mittleren Fehlers von t’; aus der
Streuung dieser Werte nicht beeinflusst, so erhalten wir
fiir den mittleren Fehler des Mittels t; aus allen S Wer-
ten t';,

m, = * (1/S) V(S — 1) my® + m 2. (20)
Hiermit kann m, iiberpriift werden. Zu diesem Zweck
setzen wir nach (1) m; = +0,09” und nach Abschnitt 6
m, = £0,10”. Damit wird mit S = 10
my; = +0,30”. (21)
Dieser Wert ist doppelt so gross wie der unmittelbar aus
der Streuung der Teilsdtze berechnete Wert my =
+0,16". Der grossere Wert diirfte realistischer sein. Die
Diskrepanz ldsst sich vermutlich dadurch erklédren, dass
bei der Koinzidenz der Teilstriche subjektive systemati-
sche Fehler auftreten, die bei kurzfristiger Wiederholung
konstant, bei Wiederholung nach grosseren Zeitriumen
jedoch variabel sind. Die Berechtigung dieser Vermu-
tung muss jedoch durch weitere Untersuchungen nach-
gewiesen werden.

6. Regelmissige Teilungsverbesserungen

Um den iiblichen Ansatz fiir die regelméssigen Durch-
messerverbesserungen

Adp; = 2 ay - sin Cme; + A)) (22)
m

= 3 (a, - cos A, - sin 2mg; + a,, - sin A, - cos 2mg;)
m

-sin 2me; +y,,- cos 2mg;), m = 1,2,3 ...

=3 Xy
m

anwenden zu konnen, werden die totalen Durchmesser-
verbesserungen an den Stellen ¢; und ¢; + 180° zu Mit-
telwerten t, zusammengefasst. Jeder Wert t; liefert eine
Verbesserungsgleichung von der Form

= 3 (x,, - sin 2meg; + y,, - cos 2mg;) — t;

m

(23)

Hieraus ergibt sich, sofern die N/2 Kreisstellen gleich-
missig iiber den Halbkreis verteilt sind, das zerfallende
Normalgleichungssystem

2 45
Cos zme;, ym—§ Z

4 N2j :
Xy = = 2 - sin 2mep;.
(24)

Die Amplituden o, und die Phasen A, ergeben sich
dann aus

229



(1]“ = 1/)(1112 + y|112’ tg Am = ylll/xlll' (25)

Fiir den untersuchten Kreis ergab sich firm=1...5

Ap = 0,293” - sin (2¢ — 145,5°)
+ 0,245 - sin (4¢ — 64,6°)
+ 0,029” - sin (6¢ + 156,3°)
+0,098” - sin (8¢ — 18,2°). (26)

Fiir die Amplitude «; ergab sich erwartungsgemiss der
Wert Null. Die Kurve fiir A¢ ist in Bild 3 dargestellt.

Aus den Verbesserungen v; wurden die mittleren Ab-
weichungen

M=+ Voo /(N2 —u)undM =M - 2 (27)
zwischen t; und A, beziehungsweise t; und Ag; berech-
net, wobei u der Anzahl der Unbekannten x, und vy,

entspricht. M setzt sich zusammen aus dem mittleren zu-
falligen Teilungsfehler m, und dem mittleren Messfehler

my/1/S von t;. m, ergibt sich demnach aus

m, = + VME — my7s. (28)

Fiir den vorliegenden Fall ergab sich mit my, = +0,30”

m, = £0,10”.

E (29)
Hierbei ist zu beachten, dass m, bei Hinzunahme weite-
rer Glieder der Fourierreihe kleiner wird und den
Wert Null annimmt, wenn die Anzahl der zu bestim-
menden Parameter gleich der Anzahl der tiiber den
Halbkreis verteilten Stiitzstellen wird.

7. Zusammenfassung

Zur Bestimmung der Fehler des Teilkreises eines Prizi-
sionstheodolits an N gleichmissig iiber den Kreis ver-
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teilten Stellen werden mit Hilfe eines Autokollimations-
okulars und einer Vorrichtung zur Umlenkung der Ziel-
achse des Fernrohrs die Richtungen der Normalen eines
Spiegelpolygons mit S Spiegeln in N Sétzen gemessen.
Nach jedem Satz, der sich aus mehreren Teilsdtzen bei
unverianderter Kreislage zusammensetzt, wird der Kreis
um 360°/N verdreht. Die Mittelwerte aus allen Sitzen
liefern sehr genaue Spiegelrichtungen, die weitgehend
frei von Teilungsfehlern sind. Die Teilungsverbesserun-
gen ergeben sich durch Vergleich der Richtungen der
einzelnen Sitze mit den Spiegelrichtungen. Das Ver-
fahren wurde praktisch erprobt und auf seine Genauig-
keit untersucht. Ferner wurde gezeigt, wie aus den
totalen Durchmesserverbesserungen die regelmissigen
Durchmesserverbesserungen, mit Ausnahme der Peri-
oden 360°/S, 360°/2S . . ., abgeleitet werden konnen.
Zum Schluss mochte der Verfasser Herrn cand. geod.
Roland Mayer fiir die sorgféltige Ausfithrung der Mes-
sungen und eines Teils der Berechnungen vielmals dan-
ken.
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