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Austauschverfahren und Elimination der Orientierungsunbekannten

A. Carosio, Pregassona

Zusammenfassung

Nach einigen allgemeinen Bemerkungen iiber die ZweckmafBig-
keit der vom Ingenieur-Geometer verwendeten Algorithmen zeigt
der Verfasser am Beispiel der Elimination der Orientierungs-
unbekannten, daB Vereinfachungen, die didaktische Vorteile
bringen, eingefiihrt werden konnen, ohne daB3 die Rechenge-
schwindigkeit darunter leiden muB.

Résumé

Apres quelques considérations générales sur ’opportunité d’adap-
ter a la réalité actuelle les algorithmes employés par les ingénieurs
géometres, I'auteur montre avec ’exemple de 1’élimination des
inconnues d’orientation que des simplifications a but didactique
peuvent étre réalisées sans devoir renoncer a la rapidité de calcul.

1. Allgemeines

1.1 Die Handrechnung im jetzigen Vermessungswesen

Das Zeitalter der elektronischen Rechenanlagen hat auch
den Ingenieur-Geometern Vorteile gebracht. Die Rechen-
methoden und die Arbeitsorganisation — diese zwar recht
langsam — werden angepaBt, um die neuen technischen
Mittel optimal auszuniitzen. Trotzdem kann auf die Hand-
rechnung nicht verzichtet werden. Der Ingenieur muf3 auch
in Zukunft die Operationen, die er normalerweise durch die
Maschine ausfiihren 14B8t, kennen, damit er die Resultate
verniinftig interpretiert und die verfiigbaren Anlagen vor-
teilhaft einsetzt. Leider fehlt in unserem Land eine Koordi-
nation der Arbeiten, so da3 die erwiinschte Vollautomati-
sierung auf groBe Schwierigkeiten stoBt. Dazu kommt, daB
die neuen Taschenrechner mit festprogrammierten Funk-
tionen dem Rechnen mit Formularen wieder Auftrieb ge-
geben haben.

1.2 Die Algorithmen

Diese Bemerkungen deuten an, wann der Geometer in
Zukunft von Hand rechnen wird: wihrend der akademi-
schen Ausbildung — um die Rechenverfahren kennenzuler-
nen — und nachher in der Praxis —, falls die Resultate sofort
benotigt werden und die Verbindung zum Computer nicht
moglich ist. Der Biirogeometer, als Kenner und Erfinder
von ausgekliigelten Formularen, wird endgiiltig verschwin-
den.

Welche Rechenverfahren sind unter diesen Voraussetzungen
zweckmiBig? Meine Antwort: einfache Algorithmen, leicht
zu behalten und auch dem, der selten rechnet, leicht zu-
ginglich. Ein umstindliches Formular, auch wenn es Uber-
schreibungen und Rechenoperationen weitgehend reduziert,
nimmt dem heutigen Geometer mehr Zeit weg als ein weni-
ger ausgekliigeltes, das aber leicht verstindlich ist.

2. Die Matrizeninversion als Beispiel

2.1 Austauschverfahren und GaupPscher Algorithmus
Das Beispiel der Matrizeninversion zeigt, daf3 es sich lohnt,
bisher verwendete Algorithmen zu tiberpriifen.

In der neuesten Literatur iiber Ausgleichungsrechnungen
wird immer noch der sogenannte GauBsche Algorithmus
fiir die Auflosung der Normalgleichungen und fiir die Ma-
trizeninversion angegeben. Demgegeniiber wird zum Bei-
spiel an der Eidgenossischen Technischen Hochschule
Ziirich seit bald zwei Jahrzehnten in den Vorlesungen iiber
angewandte Mathematik und seit einigen Jahren in der Vor-
lesung iiber Ausgleichungsrechnung [1] das Austauschver-
fahren (AT-Verfahren) gezeigt, das deshalb einfacher ist,
weil es nur die mehrfache Wiederholung der einzigen ele-
mentaren Operation « AT-Schritt» verlangt. Das Verfahren
wird hier nicht beschrieben. Es wird auf die Literatur, zum
Beispiel [2], verwiesen.

Wenn man den Rechenaufwand vergleichen will, kommt
man fiir die Anzahl wesentlicher Operationen (Multiplika-
tionen und Divisionen) zu folgendem Resultat:

Anzahl der Anzahl Operationen
Unbekannten AT-Verfahren Gaullscher Algorithmus
2 18 22
3 42 52
4 80 100
5 135 170
10 770 990

Die Tabelle zeigt die Anzahl der notigen Multiplikationen
und Divisionen fiir die Inversion der Matrix, die Losung
des Gleichungssystems, die Summenkontrolle und die
[pvv]-Kontrolle. In beiden Fillen werden die Symmetrie-
eigenschaften ausgeniitzt.

Die Unterschiede kommen daher, daB im GauBschen Algo-
rithmus ein Teil der inversen Matrix zweimal gerechnet
wird: Das Verfahren ist fiir die reine Auflosung der Glei-
chungssysteme sehr vorteilhaft, fiir die Inversion hingegen
nicht.

2.2 Didaktischer Aspekt

Viele Herleitungen von Formeln der Ausgleichungsrech-
nung werden einfach, manchmal sogar trivial, wenn die
Matrizen mit dem AT-Verfahren invertiert werden: Die
AT-Schritte haben eine klare algebraische Bedeutung.
Eine interessante Anwendung ergibt sich auch bei der Eli-
mination der Orientierungsunbekannten: Die Erkldrung
der Methode von Schreiber wird tiberfliissig, weil — wenn
man die Reihenfolge der AT-Schritte zweckmiBig wéihlt
und die nicht interessierenden Teile der Matrix so bald als
moglich vernachlédssigt — man zum gleichen Resultat mit
der gleichen Anzahl Operationen kommt. Die Matrix der
Verbesserungsgleichungen bleibt unverdndert; damit werden
alle heiklen Interpretationsfehler von Qrr und Q. (Ko-
faktorenmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen bzw.
der Verbesserungen) vermieden.

185



3. Die Elimination der Orientierungsunbekannten

3.1 Verbesserungsgleichungen

Gegeben sei ein System von Verbesserungsgleichungen mit
der Koeffizientenmatrix 4, den Absolutgliedern L ; es liegen
n Beobachtungen, m Orientierungsunbekannte und k& Ko-
ordinatenunbekannte vor. Um zu vereinfachen, fithren wir
die Uberlegungen mit n =9, m = 3, k = 4 durch und
nehmen die Gewichte = 1 an. Die Resultate gelten natiirlich
auch im allgemeinen Fall. Es ist zweckmiBig, die Orientie-
rungsunbekannten vor die Koordinatenunbekannten ein-
zureihen.

O 0 03 Y1 X1 Y2 X»
1 —1 0 0 a1 by c1 dy ‘1 [l I
10 0 @ b oo b 12
=1 0 0 a bs e ds | I3
| 0 -1 0 a4+ ba ca ds | 14 ‘
A= ; 0 -1 0 as bs c¢s ds| s L= ‘ Is
H 0 0 —1 as be c6 ds le '
0 0 —1 a1 b1 ¢ dq i I7
0 0 —1 as bs 3 ds| g ||
0 0 —1 a by oo dy o

3.2 Die Normalgleichungsmatrix
Ohne vorgingige Elimination erhdlt man die Matrix der
Normalgleichungen:

300 ¢ —[al} —[b —[c} —[dl
1020 ¢ —[al; —[B) —Ic); —[d]
004 —[aly —[bl; —[cly —[d
NG = AT A = l[aal [ab] [ac] [ad] || (1)
[bb]  [be]l  [bd]
[ec]l  [ed]
[dd] ||

wo zum Beispiel

=9
[l = Y a
i=6

und die Absolutglieder

ACh= AT [ = ]
|
|

NG und AG konnen wie folgt in Teilmatrizen dargestellt
werden:
_ | Bu.m
B H CTr.m

Bemerkenswert ist, daB3 die Matrix —C bzw. —F identisch
ist mit der Koeffizienten- bzw. Absolutgliedermatrix der
fiktiven Verbesserungsgleichungen, die man bei der Schrei-
berschen Elimination eingefiihrt hiitte. Uberdies ist die
Teilmatrix B liber die Beziehung P4, = — Bl mit der
Matrix P, (negative Schreibersche Gewichte) verbunden.
P, ist eine Diagonalmatrix, so daB die Transformation
offensichtlich ist.

Die Matrix D entspricht den Normalgleichungsanteilen der
n Beobachtungen bei der Berechnung nach Schreiber.
Damit ist gezeigt, daB die Berechnung der Normalglei-
chungskoeffizienten nicht mehr Arbeit verlangt, wenn die
Orientierungsunbekannten nicht eliminiert werden, denn
die zusitzlichen Koeffizienten hédtten auch mit Schreiber
berechnet werden miissen.

Cm.k
Dy .k

,‘ o K s ‘ .1 | 2)
I’ | Gr.1 |l

NG

3.3 Die Inversion

Wenn man auf den Kofaktor der Orientierungsunbekannten
verzichtet, kann die vollstindige Normalgleichungsmatrix
(mit der Absolutglieder-Kolonne) wie folgt behandelt wer-
den: m AT-Schritte werden ausgefiihrt, der Pivot wird in
der Diagonale von oben nach unten gewihlt, und man
rechnet nur die Koeffizienten der Teilmatrix || D{G ||,
denn die Koeffizienten von C und F dndern nur in der
Pivot-Zeile und werden nachher nicht mehr gebraucht.
Als Beispiel wiihlen wir das erste Element der Diagonalen
von NG als Pivot; nach diesem ersten AT-Schritt erhélt
man als neue Teilmatrix:

“m—ﬂmw[m—ﬂmw
| DEGU(l)* | [bb] _% [[)]:1i [b]lls
| — 46 [l — 4 [oF} B — % [al} [} — % [al} [} | — 4 [a} (11}
—3BEBE - 3B —%

\
|
|
ﬂMﬂ%ﬂ
|

lac] — % [al [c]}
[bc] — % [B) [}
lec] — % [l [el}

— 3Ll (el — 3 el} [l |
~ 4R @) | - ko |

lad] — % [ali [} | [a1] — % [a]i [T;
[bd] — % b [dF} | [bs] — % 6} O}
led] — % [cF [dF; § [edd — % [ 1
ldd] — % [d}} [d1; | [d1] — % [d1; 111}

B @E | —+ BEOE | ;
— 3[R OE | ®

Im Vergleich mit der Schreiberschen Regel bemerkt man,
daB dieser erste AT-Schritt die Normalgleichungsanteile der
ersten Schreiberschen Gleichung zu den Normalgleichungs-
anteilen der Beobachtungen addiert (das zugehorige Ge-
wicht ist im Beispiel — %). Die Anteile der folgenden fik-
tiven Gleichungen werden mit den folgenden AT-Schritten
berechnet und addiert.
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Daraus wird ersichtlich, daB3 keineswegs eine Reduktion der
Rechenarbeit durch die Schreibersche Elimination erzielt
wird. Jedenfalls werden die gleichen Rechenoperationen
durchgefiihrt, weil die Berechnung der Normalgleichungs-
anteile der fiktiven Verbesserungsgleichungen identisch mit
der Berechnung der ersten m AT-Schritte der Inversion ist.
Die Inversion wird mit der Durchfiihrung der noch fehlen-



den k AT-Schritte nur unter Beriicksichtigung der Koeffi-
zienten der Teilmatrizen D¢y und Gy vervollstindigt, bis
man Dij,y (interessante Teilmatrix von NG-1) und die Un-
bekannten erhilt. Aus der AT-Schritt-Definition ist leicht
ersichtlich, daB die Koeffizienten der vernachlissigten Teil-
matrizen fiir die Vervollstindigung der Inversion nicht
notig sind.

3.4 In Matrizenform

Das Ganze kann in Matrizenform unter Verwendung der
folgenden Darstellung einfacher gezeigt werden:

B c‘% || Biny | Cinv ||
NG = ||=in || NG = || il
s Emrs
F |l o |
AG = || —== ; X = |-
H G H | m’ @

Biny, Ciny usw. sind Teile der Matrix NG-1 und deswegen
nicht zu verwechseln mit den Bezeichnungen B-1, C-1 usw.

Das Normalgleichungssystem lautet

NG X +AG =0 ()
so daf3

X = — NG1-AG (©6)
Nach [3] ist

Diny = (D — CT- B1-(O)1 @)
und

Clyyy = — (D — CT-B1-C)1-CT- Bt 8)

Daraus folgen unmittelbar die nicht zu eliminierenden Un-
bekannten,

XY = _(CTinv'F“‘Dinv'G)
dh XY=OD —-CT-B1-CO)1-(CT-B1-F—-G) (9)

Man betrachte jetzt die folgende zusammengesetzte Matrix

(10)

Nach Durchfithrung der m AT-Schritte mit Pivot in der
Diagonalen von B erhilt man

(T) L Com)_ | Fom) H a1
(c )(m};D(m) EG(m) Il
Nach [3] ist:
Dmy=D—CT-B1:C 12)

Gm) =G—CT-B1-F 13)
Dies entspricht der Addition der Normalgleichungsanteile
der fiktiven Verbesserungsgleichungen von Schreiber mit
denen der Beobachtungen. Nun konnen aber die Unter-
matrizen B, C, CT, F vernachldssigt werden. In der Tat,
fithrt man die £ AT-Schritte nur in den Teilmatrizen D und
G mit Pivotelement in der Diagonalen von D durch, so
ergibt sich

D(m+k) = (D(m))'1 = (D — CT-B1- C)’i = Diny (14)
und
Gimik) = — Dm)t-Gm) =
= (D —CT-B1-C)1- (CTB'-F — G) = XY
15)

XY sind die nicht zu eliminierenden Unbekannten und
Dijyy die dazugehorige Kofaktorenmatrix.

4. SchluBifolgerungen

Das Beispiel des AT-Verfahrens zeigt, daB die Vereinfa-
chung von hiufig verwendeten Algorithmen ohne vergro-
Berten Rechenaufwand maglich ist. Die im Artikel behan-
delte Elimination der Orientierungsunbekannten stellt ein
Beispiel der moglichen Anwendungen des AT-Verfahrens
dar. Das beschriebene Vorgehen kann leicht auch auf die
Elimination jeder beliebigen Gruppe Unbekannter erwei-
tert werden. Das wiirde einer verallgemeinerten Schreiber-
schen Regel entsprechen, in welcher die Gewichtsmatrix der
fiktiven Verbesserungsgleichungen nicht mehr diagonal ist.
So kann mehr als eine Unbekannte pro Beobachtung eli-
miniert werden.
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La protection du sol contre I’érosion dans les vignobles

A. Riva

Résumé

Les sols viticoles sont souvent pauvres en humus, se dégradent
chaque année par suite des fortes précipitations provoquant en
certains endroits une importante érosion dont I’effet est encore
aggravé par les méthodes modernes de cultures.

Dans le but de réduire les frais d’ouvrages de protection, tres
couteux, I'Institut de Génie rural de ’EPFL a entrepris des re-
cherches sur I’érosion et sur les effets d’une application de com-
post de gadoues, comme moyen de protection du sol. Une dizaine
de parcelles expérimentales ont été aménagées afin de pouvoir
observer I'efficacité du compost.

On expose donc brievement les différents procédés utilisés et
certains résultats de ces recherches.

Zusammenfassung

Rebberge sind oft arm an Humus. Die Boden werden jedes Jahr
durch starke Regenfille abgetragen. Sie bewirken stellenweise
eine bedeutende Erosion, die durch die modernen Bewirtschaf-
tungsmethoden noch verscharft wird.

Um die Kosten der sehr teuren Schutzbauten zu vermindern, hat
das Institut fiir Technik in der Landwirtschaft der EPFL Unter-
suchungen tiber die Erosion und die Verwendung von Miill-
kompost als Bodenschutzmittel vorgenommen. Auf zehn Ver-
suchsparzellen wurde die Wirksamkeit des Kompostes auspro-
biert.

In der Folge werden die verschiedenen Vorgehen und das Ergeb-
nis dargestellt.
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