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Topographen iibereinstimmen. Das gilt nicht nur fiir den
hier gezeigten Ausschnitt, sondern auch fiir den Rest des
Grundkartenblattes sowie fiir weitere durchgerechnete Bei-
spiele. Ferner stimmen die Hohenlinien aus der Préddiktion
sehr gut mit denen aus der Interpolation mittels gleitender
Schrigebenen {iiberein, obwohl, wie bereits erldutert, mit
unterschiedlichen Anzahlen von Punkten fiir die Berech-
nung einer Rasterhohe nach den beiden Interpolations-
methoden gearbeitet wurde. Wegen der Beriicksichtigung
der weiteren Punktumgebung bei der Priddiktion wird aber
das Hohenlinienbild ruhiger und vermag den Geldndecha-
rakter besser herauszuarbeiten. Allerdings muf3 die Verbes-
serung mit einem erhohten Rechenaufwand erkauft werden,
denn die Rechenzeit fiir die Interpolation der 36100 Raster-
punkte des Grundkartenblattes (ein 50 m breiter Streifen an
den Réndern des Blattes muf3te wegen der fehlenden Mef3-
punkte auBlerhalb des Blattes von der Hohenlinienzeich-
nung ausgeschlossen werden) einschlielich der Erzeugung
der Steuerbefehle fiir die Zeichenanlage betrug 87 Sekunden
bei der Interpolation mittels gleitender Schrigebene und
394 Sekunden bei der Pradiktion. Der Kernspeicherbedarf
fiir das Beispiel lag unter 128 K Bytes.

Die Rechnungen wurden auf der IBM 370/165 und die
Zeichnungen mit dem Mikrofilmplotter von Calcomp der
Gesellschaft fiir Mathematik und Datenverarbeitung, Bonn,
ausgefiihrt.
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Die Bezugssysteme in der Geodisie

M. Schiirer

Zusammenfassung

Die dreidimensionale Geodasie hat zur Klirung der Definitionen
der verschiedenen geoditischen Bezugssysteme beigetragen. Es
werden die natiirlichen Systeme von den geoditischen unter-
schieden; erstere sind physikalisch, letztere rein geometrisch de-
finiert. Die gegenseitigen Beziehungen werden aufgezeigt.

Sommaire

La géodésie a trois dimensions a contribué a la clarification des
définitions des différents systémes géodésiques de référence. On
distingue systémes naturels et systemes géodésiques; alors que
les premiers sont définis physiquement, les seconds le sont pure-
ment géométriquement. On présente les relations entre ces sys-
témes.

1. Einleitung

Die neueren Entwicklungen in der Geodisie (die modernen
Methoden der Entfernungsmessung und der Satellitengeo-
disie, theoretisch fundiert durch die dreidimensionale Geo-
disie) haben auch zur Kldrung der Grundlagen beigetragen,
und diese Grundlagen der mathematischen Geodisie sollen
im Lichte der neueren Theorien mit besonderer Betonung
des Dreidimensionalen im folgenden dargelegt werden.
Wenn teilweise bekannte und elementare Begriffe in diesem
Zusammenhang nochmals erkldrt werden, moge man dies
mit dem Streben nach Vollstandigkeit entschuldigen.

Etwas tliberspitzt formuliert, ist die mathematische Geo-
ddsie die Wissenschaft von den geoditischen Bezugssyste-
men. Die natiirliche Unterscheidung zwischen Lage- und
Hohebestimmungen wie auch die verschiedenen MeBme-
thoden fiir Horizontal- und Vertikalwinkel und der unan-
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genehme EinfluB der Refraktion auf die Vertikalwinkel-
messungen haben in der klassischen Geodésie zu einer na-
tiirlichen Aufteilung nach Lage- und Hohenkoordinaten
gefiihrt, die aus praktischen Griinden immer ihre Berechti-
gung haben wird. Die dreidimensionalen Systeme lassen
diese Aufspaltung der Koordinaten meist auch noch er-
kennen.

2. Natiirliche globale Systeme

Als natiirliche globale Koordinaten eines Punktes bieten
sich die Breite @, die Linge A und die geopotentielle Kote
C der durch den Punkt gehenden Niveauflache des Schwere-
potentials der Erde an. Breite und Lidnge miissen mit Hilfe
eines astronomischen Bezugssystems bestimmt werden. Die
Breite @ ist identisch mit der Deklination des Zenitpunktes,
die Linge A mit dem Stundenwinkel eines noch zu definie-
renden Nullmeridians. Das astronomische System ist ein
sphérisches Polarkoordinatensystem, dessen Polachse mit
der Rotationsachse der Erde zusammenféllt. Da diese und
die Lote im Erdkorper nahezu festliegen, bleiben auch Brei-
ten und Lidngen der einzelnen Beobachtungspunkte prak-
tisch konstant. Die geopotentielle Kote C, das ist die Po-
tentialdifferenz gegeniiber einer ausgezeichneten Niveau-
fliche des Schwerepotentials, dem Geoid, bestimmt man
aus:

P
C:fgdh,
0



wo das Integral ldngs eines Nivellementsweges vom mittle-
ren Meeresniveau an zu berechnen ist. g ist die Schwere-
beschleunigung, dh die jeweilige differentielle Nivellements-
hohe. Aquivalent zu dieser dritten Koordinate ist die dyna-

& <
mische Hohe iy = —— , wo 45 die Normalschwere unter
V45

45° Breite ist.

Die drei GroBen @, 4 und C bzw. Ay sind FeldgroBen des
Schwerefeldes der Erde, damit aber noch nicht Koordinaten
im strengen Sinne, da die Metrik fehlt. Elementar ausge-
driickt heiBit dies, daB beispielsweise aus den drei Feld-
groflen zweier Punkte ohne Kenntnis der Metrik sich weder
ihr Abstand noch ihre gegenseitige Richtung bestimmen
lassen. Marussi hat in einer fundamentalen Arbeit [1] ge-
zeigt, daf3 die Metrik sich eindeutig aus dem Eotvos’schen
Tensor

| Wiy W12 Wis
W21 Wao Was3 ‘
W31 Wiz W3z |

W =

bestimmen 148t (Wi sind die partiellen kovarianten zweiten
Ableitungen der Potentialfunktion nach den Koordinaten-
richtungen). Die Komponenten dieses Tensors lassen sich
prinzipiell mittels Drehwaage und Gravimeter messen.
Hotine hat die Gedanken Marussis in einem tiefgriindigen
Werk [2] ausgearbeitet. Das Koordinatensystem (4, @, C)
[bei Hotine (w, @, N)] ist krummlinig und schiefwinklig.
Die Koordinatenflichen C = konst. sind die (im allge-
meinen nichtparallelen) Niveauflichen; die Koordinaten-
linien A = konst., @ = konst. heiBen Isozenitale und diir-
fen nicht mit den Lotlinien verwechselt werden. Sie stehen
im allgemeinen nicht senkrecht auf den Niveauflichen und
bilden daher mit den Lotlinien kleine Winkel.

Die beiden Fundamentalrichtungen: Lot und Rotations-
achse, liegen auch in einer starr angenommenen Erde nicht
fest. Das Schwerefeld der Erde ist die Resultierende aus der
Newtonschen Gravitationsanziehung der Massen der Erde
und der Zentrifugalkraft, hervorgerufen durch die Rota-
tion. Dieses Schwerefeld erleidet durch die Anziehung des
Mondes und der Sonne zeitlich verdnderliche Storungen,
die man als Gezeiten bezeichnet. Die dadurch verursachten
Geoidhebungen und -senkungen haben eine Amplitude von
39 cm, die Lotschwankungen eine solche von 0.7025 und
die Schwerebeschleunigung eine von 0,12 mgal. Durch die
Gezeitenkrifte wird der Erdkorper deformiert, wodurch
sekundédre Storungen des Gravitationsfeldes entstehen, die
nun noch von den elastischen Eigenschaften des Erdkorpers
abhangen. Die sekundiren Stérungen sind von derselben
GroBenordnung wie die priméren.

Die Storungen in der Lotrichtung und in der Schwere sind
jedoch im gesamten klein und konnen, wenn iiberhaupt
notwendig, rechnerisch beriicksichtigt werden. Die Hohen-
schwankung der Niveauflichen wird von selbst eliminiert,
wenn man sich beim Nivellieren immer wieder auf die Mit-
tellage der Niveauflichen bezieht. Diese verschieben sich
in groBeren Bereichen nahezu parallel.

Da die Rotationsachse der Erde nicht genau mit ihrer
Haupttriagheitsachse zusammenfillt und sich zudem die
Trégheitsverhiltnisse durch die Gezeiten und die meteoro-
logischen und tektonischen Massenverschiebungen zeitlich
verandern, dndert sich auch die Lage der Rotationsachse im

Erdkérper. Diese Anderungen sind unter dem Namen «Pol-
hohenschwankung» oder «Polbewegung» bekannt. Der mo-
mentane Pol durchlduft in 432 Tagen einen Kreis von etwa
10 m Radius, entsprechend einer Polh6henschwankung von
0.”3. Dadurch werden sowohl die Breiten wie auch die
Lédngen und Azimute beeinflufit.

Um zu zeitlich invarianten geographischen Koordinaten
zu gelangen, befreit man erstens die Lotrichtungen von den
Storungen durch die Gezeitenkrifte und ersetzt zweitens
die Rotationsachse durch eine zum Erdkorper feste Rich-
tung, den sogenannten OCI: Origine conventionnelle inter-
nationale (englisch CIO: Conventional international ori-
gin), festgelegt durch die konventionellen Breiten der fiinf
Breitenstationen:

Mizusawa @ = 4 39°08703.”7602
Kitab 01. 850
Carloforte 08. 941
Gaithersburg 13, 202
Ukiah 12. 096

Ebenen durch die ungestorten Lote parallel zu der Rota-
tionsachse der Erde sollen als astronomische Meridiane,
parallel zum OCI als geographische Meridiane bezeichnet
werden. Dementsprechend soll auch zwischen astronomi-
schen und geographischen Lingen, Breiten und Azimuten
unterschieden werden.

Jetzt erst konnen auch der astronomische und der geogra-
phische Nullmeridian definiert werden. Der geographische
Meridian von Greenwich (oder besser der geographische
Nullmeridian, der durch die konventionellen Lingen zahl-
reicher Zeitinstitute festgelegt ist) schneidet den geogra-
phischen Erddquator (Ebene senkrecht zum OCI) in einer
Geraden, deren Richtung als Nullrichtung bezeichnet wer-
den soll und die nun anstelle des Lotes zur Definition des
astronomischen Nullmeridians herangezogen wird. Der
astronomische Nullmeridian liegt parallel zur Nullrichtung
und zur momentanen Rotationsachse der Erde. Die astro-
nomische Lidnge von Greenwich ist deshalb streng genom-
men weder null noch konstant.

Das natiirliche globale System wird insbesondere beziiglich
der dritten Koordinate oft modifiziert. Ersetzt man die
etwas unanschaulichen Isozenitalen durch die Lotlinien als
Koordinatenlinien und beld3t die Niveauflichen als Ko-
ordinatenflichen, so erhilt man ein orthogonales Koordi-
natensystem. Die Lotlinien miissen durch ihre Richtungen,
die sie beim DurchstoBen des Geoids besitzen, Ao und @g
charakterisiert werden. Die Differenzen A — Zound @ — @
werden durch die Lotkriimmung verursacht.

Man kann auch die Niveauflichen durch Parallelflichen
zum Geoid und damit die geopotentiellen Koten durch die
anschaulicheren orthometrischen Hohen /g ersetzen (Ab-
stinde der betrachteten Punkte vom Geoid, gemessen auf
den Normalen zum Geoid). Logischerweise sollte man in
diesem Falle die Normalen zum Geoid als Koordinaten-
linien wéhlen, die weder mit den Isozenitalen noch mit den
Lotlinien zusammenfallen. In der Regel behilt man jedoch
die Isozenitalen beziehungsweise die Lotlinien als Koordi-
natenlinien bei. Miflit man aber die orthometrischen Hohen
langs der Isozenitalen beziehungsweise lings der Lotlinien,
dann sind die Fldchen gleicher Hohen strenggenommen
keine Parallelflichen mehr. Die Unterschiede sind aber so
gering, daf} sie vernachldssigt werden konnen.
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Schwerwiegender ist der Einwand, daB weder die Ao und
@y der Lotlinien noch die orthometrischen Hohen

ho = & 5

&m
wo gm ein Mittelwert der Schwere lings der Lotlinie ist,
hypothesenfrei bestimmt werden konnen. Es mul} die Ver-
teilung der Massen tiber dem Geoid bekannt sein. Dieser
Einwand hat den sonst so anschaulichen Begriff des Geoids
etwas in MiBkredit gebracht, und es fehlt nicht an Ver-
suchen, diesen Begriff zu umgehen.
Molodenski hat zum Beispiel die Normalhohe eingefiihrt,
definiert durch

Ty =
¥

wo » der Mittelwert der Normalschwere in der Lotlinie ist.
Gehen wir von der Erdoberfliche um die Normalhohe in
die Tiefe, dann erreichen wir eine Fldche, die Molodenski
das Quasigeoid nennt. Das Quasigeoid fallt auf den Meeres-
oberflichen mit dem Geoid zusammen, ist aber in den Kon-
tinenten keine Niveaufliche mehr. Das System von Molo-
denski hat seine Bedeutung vor allem in der physikalischen
Geodasie erlangt.

3. Das natiirliche lokale System

Jedem Punkt auf der Erde 148t sich ein natiirliches lokales
kartesisches Koordinatensystem zuordnen, dessen z-Achse
in die Richtung des Lotes zu legen ist. Die xy-Ebene féllt
mit der Tangentialebene an die Niveaufliche zusammen.
Ebenen durch das Lot heilen Vertikale. Der Vertikal par-
allel zur Rotationsachse der Erde ist der Ortsmeridian. Die
x-Achse wird gewohnlich in den Ortsmeridian nach Norden
gelegt, die y-Achse nach Osten. Der Winkel zwischen dem
Ortsmeridian und einem Vertikal durch ein Beobachtungs-
objekt ist das Azimut des Objekts, von Norden iiber Osten,
positiv gezéhlt.

Die Schwankungen des Lotes und die Polbewegung verur-
sachen Drehungen der natiirlichen lokalen Systeme. Die
Beobachtungen in den natiirlichen lokalen momentanen
Systemen miissen deshalb auf mittlere Systeme mit dem OCI
und den mittleren Loten reduziert werden. Es betrifft dies
die beobachteten Breiten, Lingen, Azimute und Zenit-
distanzen.

4. Geoditische globale Systeme

Eine vollstindige Loslosung der Geodasie vom Schwerefeld
der Erde strebt die dreidimensionale Geodisie an. Die Fix-
punkte werden als Eckpunkte eines Polyeders betrachtet
oder als Punkte, deren rdumliche Koordinaten in irgend-
einem geometrisch einfach definierten Koordinatensystem
zu bestimmen sind, das wir im Gegensatz zu den natiirlichen
Koordinatensystemen als geoditisches bezeichnen wollen.
Das einfachste geodédtische System ist wohl ein kartesisches
Koordinatensystem, dessen z-Achse parallel zum OCI und
dessen x-Achse parallel zur Nullrichtung liegen. Der Null-
punkt des Systems wird durch die Koordinaten eines kon-
ventionell gewidhlten Fixpunktes bestimmt, und zwar der-
art, daB er in die Nihe des Schwerpunktes der Erde zu
liegen kommt. Erst mit Hilfe der Satellitengeodisie ist es
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nun moglich geworden (wenn auch noch nicht mit sehr
groBer Genauigkeit, jedoch prinzipiell einwandfrei), Ko-
ordinaten von Fixpunkten in diesem System zu bestimmen.
Die angenihert elliptische Form der Erde und die klassische
Zweiteilung der geodétischen Messungen in Lagemessungen
und Hohenbestimmungen haben es schon frith nahegelegt,
ein krummliniges geodétisches Koordinatensystem, mit
einem abgeplatteten Rotationsellipsoid als Basisfliche
(Referenzellipsoid), zu definieren, wobei die Rotationsachse
parallel zum OCI gelegt wird. Diese Ausgangsbasis kann
auf verschiedene Weise zu einem dreidimensionalen System
erweitert werden. Die gebrduchlichste Erweiterung ver-
wendet die Normalen auf das Ellipsoid als dritte Koordi-
natenlinien und mifit auf ihnen die ellipsoidischen Hohen.
Flichen gleicher ellipsoidischer Hohe sind Parallelflichen
zum Ellipsoid. Die Richtung der Normalen bestimmt die
geoddtische Liange L und die Breite B. Flichen gleicher
Lénge sind die geoditischen Meridianebenen, Flichen
gleicher Breite sind Kreiskegel.

Mathematisch eleganter ist die Erweiterung des Basisellip-
soides durch konfokale Ellipsoide mit der Lidnge der kleinen
Halbachse als Parameter. Die orthogonalen Trajektorien
dieser Ellipsoide konnen als krummlinige Koordinaten-
linien (Hyperbeln) mit der geoditischen Linge L und der
reduzierten Breite f als Parameter genommen werden.
Flachen gleicher Lange sind wieder die Meridianebenen,
Fldachen gleicher reduzierter Breite sind einschalige Rota-
tionshyperboloide.

SchlieBlich kann die Erweiterung auch physikalisch inspi-
riert sein, indem das Basisellipsoid als Niveaufliche eines
normalen Schwerefeldes betrachtet wird, auB3erhalb dersel-
ben keine weiteren Massen vorkommen sollen. Das Nor-
malschwerefeld ist damit eindeutig bestimmt. Die Niveau-
flichen dieses Normalschwerefeldes sind weder Ellipsoide
noch Parallelflichen und konnen, wie die Fliche W =
konst. des tatsdchlichen Schwerefeldes, als Koordinaten-
flichen angesehen werden.

Die Wahl eines Rotationsellipsoides als Basisfliche fiir ein
mathematisches Koordinatensystem ist keineswegs notwen-
dig. Die abgeplattete Erdgestalt kann als aus einer Gleich-
gewichtsfigur einer inhomogenen, rotierenden Fliissigkeit
entstanden betrachtet werden, die in einem friiheren Sta-
dium erstarrte. Vor allem hat Ledersteger [3] immer wieder
darauf hingewiesen, daBl die Gleichgewichtsfigur einer
heterogenen Fliissigkeit kein Ellipsoid sein kann, sondern
durch Sphéroide verschiedener Ordnung angenéhert werden
muB. Auch hat man friiher als Potential der Normalschwere
die ersten Glieder der Kugelfunktionsentwicklung des
Schwerepotentials genommen. Die Flichen W = konst. der
ersten Glieder dieser Kugelfunktionsentwicklung sind ge-
rade solche Sphiroide. Die mathematische Behandlung der

" geodiitischen Probleme in den daraus hergeleiteten Koor-

dinatensystemen ist jedoch recht kompliziert. Zudem ist
vom theoretischen Standpunkt aus zu sagen, daf3 auch die
Sphidroide nur Approximationen fiir die heterogenen
Gleichgewichtsfiguren sind. Wenn man das Erdpotential
nach ellipsoidischen (anstatt sphirischen) Harmonischen
entwickelt, stellt aber das erste Glied (ein Ellipsoid) eben-
falls schon eine sehr gute Approximation dar, und eine
Verallgemeinerung durch hohere Glieder driangt sich nicht
auf.



Die effektiv benutzten geoditischen Systeme unterscheiden
sich in den angenommenen Dimensionen und Mittelpunkts-
lagen ihrer Referenzellipsoide. Bei fehlerfreier Bestimmung
der fundamentalen Azimute sollten jedoch die kleinen Ach-
sen aller Ellipsoide unter sich parallel sein.

5. Das geoditische lokale System

Den globalen geoditischen Systemen konnen lokale zuge-
ordnet werden. Im geoditischen System mit Parallelflichen
steht die z-Achse des zugehdrigen lokalen Systems senk-
recht auf dem Basisellipsoid und trifft die Richtungssphire
im geodétischen Zenit. Durch die z-Achse wird parallel zum
OCI die geodéitische Meridianebene gelegt, von der aus die
geoddtischen Azimute gemessen werden. Da eine der beiden
Fundamentalrichtungen, das OCI, dem geoditischen wie
dem natiirlichen System angehort, lassen sich leicht Bezie-
hungen zwischen diesen beiden Systemen aufstellen.

( Im System mit dem geoditischen Zenit
Z, sind die rdumlichen rechtwinkligen
] Koordinaten eines beliebigen Punktes
mt '7 P
\ X = sinZ cos A
(? { \ Y =sinZsinA4
\ Z =cosZ

Im System mit dem astronomischen
\ Zenit Z,:
4
OC, ‘\ y = sinzsina
A Z = CO0SZz

Xx = sinz cosa

Die Transformation vom ersten auf das zweite System er-
folgt durch drei Rotationen:

& um die y-Achse

7 um die x-Achse und

—y = —ntg® um die z-Achse

& und 7 sind die Lotabweichungen.

x| 1 —med —&] |X|
=i 1 =y Y| oder
lz] | n 1] |Z]

sinz - cosa = sinZ - cosA — ntg® - sinZ - sind — &cosZ

sinz - sina = sinZ - sind4 + ntg® - sinZ - cosA — ncos Z
cosz = cosZ + &sinZ-cosA +ysinZ - sin 4

und nach einer leichten Umformung:

a— A =ntgd + (£sinA — ncos A) costgZ

z —Z = —&cosA —nsinA

Die erste Gleichung ist die bekannte Laplace-Bedingung.

6. Das hybride System der topographischen Koordinaten

Logisch unbefriedigend, praktisch aber zweckméBig ist das
hybride System der topographischen Koordinaten. Die
Lagekoordinaten entnimmt man einem geoditischen Sy-
stem, die HOhe aber dem natiirlichen System mit den ortho-
metrischen Hohen (oder den ausgeglichenen Nivellements-
hohen, die angendhert den orthometrischen Hohen gleich
sind).

7. Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Systemen

Die Hauptaufgabe der hoheren Geodésie ist die Bestim-
mung der Form und Lage der Niveauflichen des Schwere-
feldes der Erde. Beobachtbar sind einerseits die Lotrichtun-
gen in Oberflichenpunkten (durch astronomische Bestim-
mung der Ldange und Breite) und die geopotentiellen Koten
(durch geometrisches Nivellement und Schweremessungen
lings des Nivellementsweges), andererseits die rein geo-
metrischen Koordinaten — rechtwinklige oder daraus ableit-
bare ellipsoidische — (durch Horizontal- und Hohenwinkel-
messungen oder mittels der geometrischen Satellitengeo-
disie).

Die klassischen Methoden der Horizontal- und Hohen-
winkelmessungen sind naturgemil beschrinkt auf die Kon-
tinente, und zudem sind die Hohenwinkel mit der unsiche-
ren Refraktion behaftet. Die geometrische Satellitengeo-
désie gestattete erstmals eine weltweite Vermessung.

Die natiirlichen Koordinaten konnen regional oder global
mit den geometrisch bestimmten Koordinaten verglichen
werden, indem man letztere unter Annahme bestimmter
Werte a und e fiir das Basisellipsoid und B,, L, und H, fiir
den Nullpunkt der Vermessung, in ellipsoidische Koordi-
naten umrechnet. Die natiirliche geopotentielle Kote mufl
dabei noch in die orthometrische Hohe #, umgewandelt
werden. Die beobachteten Breiten und Langen sind auf das
Geoid zu reduzieren. Beide Reduktionen erfordern aber die
Kenntnis der Dichteverteilung in der Erdkruste, und hypo-
thetische Annahmen hieriiber sind unvermeidlich — die
Crux der hoheren Geodisie. Die Annahmen iiber die Aus-
gangselemente, das sogenannte geodétische Datum, konnen
verbessert werden durch die Bedingungen:

X (H — ho)* = Min. oder X ({2 + 7?) = Min.,

woé =® —Bund = (4 — L) cos®

H, L und B sind Funktionen von a, e, H,, L, und B,, deren
Verbesserungen durch obige Bedingungen erreicht werden
konnen.

Mit der Bewiltigung dieser mehr oder weniger versteckt
angedeuteten Probleme wére auch eine der Hauptaufgaben
der hoheren Geodisie gelost.
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