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Hoheninterpolation mittels gleitender Schrigebene und Pridiktion

K. R. Koch

Zusammenfassung

Die Hoheninterpolation mittels gleitender Schrigebene wird fiir
die Zeichnung der Hohenlinien topographischer Karten durch
die Pradiktion ergdnzt, indem die gleitende Schriagebene zur Ab-
spaltung des Trends in der Geldndeoberfliche benutzt und die
verbleibenden Abweichungen einer Pradiktion unterzogen wer-
den. Bei der Berechnung der Kovarianzfunktion werden zwar
isotrope, nicht aber homogene Verhéltnisse vorausgesetzt, da die
Annahme der Homogenitit zu unbefriedigenden Ergebnissen bei
der Pradiktion fiihrte. Als Beispiel fiir das entwickelte Verfahren
dient die Hohenlinienzeichnung fir einen Ausschnitt der Deut-
schen Grundkarte 1: 5000 «Giistenerhof», fiir die photogram-
metrisch bestimmte Hohen und die aus ihnen vom Topographen
im Geldnde konstruierten Hohenlinien vorliegen.

Résumé

La prédiction d’aprés la méthode des moindres carrés, y compris
des termes déterminants, est appliquée pour interpoler les alti-
tudes d’un modéle digital de terrain et pour représenter la surface
du terrain par des combes de niveau. Les termes déterminants
sont obtenus par une compensation d’aprés la méthode des
moindres carrés en introduisant des surfaces locales du premier
degré pour arriver par approximation a la surface du terrain.
Afin de calculer la fonction de convariance pour la prédiction,
on suppose I’état d’isotropie. Cependant, s’il se montre que cette
supposition n’est pas satisfaisante, chaque altitude est déterminée
par des prédictions de convariances différentes, qu’on regoit a
I’aide des distances entre des points donnés. Un exemple montre
les combes de niveau d’un plan topographique a I’échelle 1 : 5000.

Summary

Least-squares prediction with the inclusion of deterministic terms
is applied to interpolate heights for a digital terrain model and
to represent the surface of the terrain by contour lines. The deter-
ministic terms are obtained by least-squares adjustments using
local surfaces of first degree to approximate the surface of the
terrain. In order to compute the covariance function for the pre-
diction, isotropy is assumed. However, the assumption of homo-
geneity proved to be unsatisfactory so that each height is pre-
dicted by a different covariance function which is obtained by
means of the distances between the data points. As an example
the contour lines of a topographic map 1 : 5000 are drawn.

1. Einleitung

Wie in [4] gezeigt wurde, 146t sich sowohl fiir glatte Ge-
ldndeoberflichen als auch fiir Gelinde mit Boschungen ein
digitales Geldndemodell mit anschlieBender HGhenlinien-
zeichnung durch die Interpolation mittels gleitender
Schrigebene gewinnen. Dabei wird, wie im folgenden noch
gezeigt werden soll, fiir jede zu interpolierende Hohe eine
ausgleichende Ebene mit Hilfe der Hohen der umliegenden
MeBpunkte berechnet. Die Gewichte der Ausgleichung
werden so gewihlt, daB3 die Ebene durch die MeBpunkte
verlduft, falls die MeBpunkte mit einem zu interpolierenden
Punkt zusammenfallen. Man kann sich also vorstellen, dal3
fiir die Interpolation die Ebene entlang des Geldndes gleitet.
Nun 148t sich eine gekrimmte Geldndeoberfliche mittels
gleitender Schrigebene nicht vollkommen darstellen, da
man den MeBpunktabstand nicht beliebig klein wihlen
kann. Die gekriimmte Oberfliche wird also an den Stellen,
an denen keine MeBpunkte liegen, etwas abgeflacht oder
aufgefiillt werden [4]. Dieser Effekt fiihrt kurzperiodische
Schwingungen in das Bild der Hohenlinien ein,so daB die
Gelindeoberfliche rauher erscheint, als sie in Wirklichkeit

ist. Fiir Hohenlinienpldne der Ingenieurvermessung kann
das akzeptiert werden, da die geometrische Genauigkeit
hierdurch nur unwesentlich beeintrichtigt wird. Werden
jedoch die Hohenlinien fiir topographische Karten gezeich-
net, wiinscht man sich, daBl auch die Morphologie des
Geldndes richtig dargestellt wird.

Moglichkeiten, die gekriimmte Geldndeoberfliche bei der
Interpolation besser herauszuarbeiten, bestehen darin, statt
einer gleitenden Schrigebene die gleitende Fliche zweiter
Ordnung zu wihlen [4] oder aus den gegebenen Hohen die
Geldndeneigungen in den MeBpunkten zu ermitteln und
diese zur Interpolation zu verwenden [1]. Bei beiden Me-
thoden besteht die Gefahr der Uberhdhung oder Vertiefung
des Geldndes.

Vorteilhafter ist die Methode der Pradiktion, bei der die
Erhaltungstendenzen der Geldndeoberfliche in der Ko-
varianzfunktion ausgedriickt und bei der Interpolation be-
riicksichtigt werden, so daB man die Kriimmung der Ge-
landeoberfliche bei der Hohenbestimmung erfaf3t. Die
Interpolation mittels gleitender Schriagebene 148t sich ein-
fach durch die Pradiktion ergénzen, indem die Schriigebene
zur Abspaltung der Deterministik oder des Trends der
Geldndeoberfliche dient, wihrend die verbleibenden zu-
falligen Abweichungen mit Hilfe der Prddiktion verteilt
werden. Da die gleitende Schrigebene sich bereits gut dem
Geldnde anpaBt, sind die zufidlligen Abweichungen klein,
so daB Vereinfachungen zur Bestimmung der Kovarianz-
funktion eingefiihrt werden konnen.

Die Hoheninterpolation mit Hilfe der Pridiktion wurde
bereits praktisch angewendet [5, 6, 8]. Kraus [5, 6] zerlegt
das Interpolationsgebiet in Recheneinheiten, fiir die jeweils
durch ein Polynom zweiter Ordnung eine gemeinsame
Trendfunktion und durch Mittelung in Entfernungsklassen
eine gemeinsame Kovarianzfunktion bestimmt werden.
Innerhalb der Recheneinheit wird also Homogenitit, das
heifit Ortsunabhingigkeit, des durch die Hohenmessungen
gegebenen stochastischen Prozesses vorausgesetzt. Weiter
wird Isotropie, also Richtungsunabhingigkeit angenom-
men. Lauer [8] spaltet durch ausgleichende Horizontal-
ebenen in jedem Interpolationspunkt den Trend ab, setzt
aber ebenfalls zur Bestimmung der Kovarianzfunktion
neben der Isotropie die Homogenitét fiir groBere Gebiete
voraus.

Hier durchgefiihrte Untersuchungen haben gezeigt, daB in
schwach geneigtem Gelidnde, das mit kleinen, ortlich be-
grenzten Vertiefungen und Erhebungen durchsetzt ist, trotz
Abspaltung des Trends in jedem Interpolationspunkt mit
der Priadiktion nur dann befriedigende Ergebnisse erzielt
werden, wenn die Voraussetzung der Homogenitit des
durch die gemessenen Gelindehohen definierten stochas-
tischen Prozesses fallengelassen wird. Dies gilt nicht nur
fiir schwach geneigtes Gelidnde, sondern fiir alle Gelinde-
typen, deren grofiregionale Formen mit Kleinformen
durchsetzt sind, falls man nicht den Rechenaufwand bei der
Bestimmung des Trends extrem steigern will. Es wird daher
fiir jede zu interpolierende Hohe zunichst durch eine glei-
tende Schrigebene der Trend beseitigt und dann mit Hilfe
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einer isotropen Kovarianzfunktion pridiziert, die fiir jeden
Interpolationspunkt neu bestimmt wird. Die zur Berech-
nung der Kovarianzfunktion erforderliche Information ge-
winnt man, wie im folgenden erldutert wird, aus dem Ab-
stand der MeBpunkte.

2. Pridiktionsfilterung

Das Signal s, das hier mit den Geldndehohen identifiziert
wird, enthalte neben zufilligen Anteilen 7, die den Erwar-
tungswert Null besitzen, auch deterministische Anteile.
Gemessen werde das Signal s mit den zufélligen Messungs-
fehlern £, die den Erwartungswert Null besitzen und mit
den Anteilen 7 nicht korreliert seien. Dann ergibt sich das
aus der Pridiktionsfilterung gewonnene Signal § zu [7, 9,
10]

§' = gTPB 1 QTPr] (Qﬂﬂ + QCC) -1 (l.l - GB) (1)
mit B = (GT(Q,; + Q)1 G)1GT(Q,, + Qx)lu (2)

Die Matrix G* enthilt die Koeffizienten des mathemati-
schen Modells des Trends, der Vektor gp die entsprechenden
Koeffizienten fiir den zu pridizierenden Punkt und der
Vektor p die Parameter des Trendmodells. u bezeichnet den
Vektor der Messungen. Q,, ist die Kovarianzmatrix der
zufédlligen Anteile 7 des Signals und Qg die Kovarianz-
matrix der Messungsfehler {. Der Vektor Qp, erhilt die
Kovarianzen zwischen den Werten fiir# in den MeBBpunkten
und dem Wert im zu préddizierenden Punkt.

Nimmt man die Messungen als fehlerfrei an, was in der
Regel fir die Interpolation von Hohen geschieht, so gilt
Q=0 €)
Man spricht dann im Gegensatz zur Pradiktionsfilterung

von reiner Pradiktion. Die auf diese Weise gewonnene Ge-
lindeoberfliche verlduft durch die MeBpunkte [7].

3. Trendabspaltung

Bei der Abspaltung der Deterministik wird die Geldnde-
oberfliche durch eine mathematisch einfach definierte
Fldache angendhert, so dal3 die Abweichungen des Geldndes
von der Nédherungsfliche zufélligen Charakter annehmen.
Wie aus (2) ersichtlich, ergeben sich die Parameter des
Trendmodells durch eine Ausgleichung nach der Methode
der kleinsten Quadrate, in der als Kovarianzmatrix die
Kovarianzen der zufilligen Anteile des Signals und der
Messungsfehler benotigt werden. Da es bei der Abspaltung
des Trends in erster Linie darauf ankommt, eine gute Ap-
proximation der Geldndeoberfliche zu erhalten, kann man
niherungsweise die Kovarianzen in (2) durch geeignet ge-
wihlte Gewichte ersetzen, so da3 die Methode der gleiten-
den Schriigebene anwendbar ist.

Die Koordinaten der Mef3punkte seien in einem rechtwink-
ligen x, y, z-Koordinatensystem gegeben, in dem z die Hohe
bezeichnet. Wird z mit Hilfe einer Schrigebene ausgedriickt
z = agy + ap x + apr y

und sollen fiir die Hoheninterpolation die Koeffizienten
aoo, aio und apy durch eine Ausgleichung bestimmt werden,
so ergibt sich fiir die Verbesserung v der gemessenen Hohe z
die Beziehung

agy + xay + yapp =z + v )

* Vektoren und Matrixen sind fett gedruckt.
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Fiir das Gewicht p gelte

1
R RO
wenn xo und yo die Koordinaten des zu interpolierenden
Punktes bedeuten. Die Wahl der Gewichte bewirkt, daB die
gleitende Schréigebene durch die MeBpunkte verlduft [4].
In Matrizenschreibweise lassen sich die aus (4) folgenden
Verbesserungsgleichungen abgekiirzt schreiben
GB=u-+v
so daBl mit der nach (5) definierten Kovarianzmatrix X die
Normalgleichungen folgen
B = (GTZ-IG) -1GTX1u (6)
Anstelle von (2) wird also (6) zur Bestimmung der Trend-
funktion benutzt, da die gute Anpassung an das Geldnde
entscheidend ist.
Die nach (6) ermittelten Werte miissen allerdings noch zen-
triert werden, damit die Werte u — Gp den Mittelwert Null
erhalten. Fiir jeden zu interpolierenden Punkt werden die
Komponenten von f§ neu bestimmt, so daf3 die Schragebene
entlang des Geldndes gleitet.

mit m > 0 (5)

4. Kovarianzfunktion

Malfgebend fiir den Erfolg einer Priadiktion ist die Giite der
Kovarianzfunktion fiir die zufélligen Anteile 7 des Signals.
Da hier mit der gleitenden Schridgebene bereits eine gute
Anpassung an das Geldnde gefunden wird, kann zundchst
angenommen werden, daf3 die Kovarianzfunktion isotrop
ist. Als mathematisches Modell dient dann eine Abkling-
funktion, die nur vom Abstand / zwischen den MeBpunkten
oder den MeBpunkten und dem interpolierten Punkt ab-
héngig ist. Hier wird das von Hirvonen [2] vorgeschlagene
Modell gewihlt,

1
Qi () = — ( 1>2 (M

das einen dhnlichen Verlauf wie die Exponentialfunktion
zeigt, dessen Halbwertsbreite ¢ aber bequem zu variieren ist.
Von Halbwertsbreite spricht man, da mit ¢ = [ folgt
Qnr () = 0,5.

Die Kovarianzfunktion (7) ist auf die Varianz 1 normiert.
Bei der Pridiktionsfilterung muf3 daher die Kovarianz-
matrix Qg der MeBfehler entsprechend normiert werden.
Hierzu dividiert man die Elemente der Matrix Qg, die in
der Regel durch eine Diagonalmatrix angendhert werden,
durch die Varianzen der Anteile 7, die sich ndherungsweise
aus den Quadraten der mittleren Hohenfehler bei den Aus-
gleichungen fiir die gleitende Schrigebene ergeben.
Beispielrechnungen ergaben, dall die Priadiktionsergebnisse
unbefriedigend waren, wenn gebietsweise mit der gleichen
Kovarianzfunktion (7), das heit mit der gleichen Halb-
wertsbreite ¢ gearbeitet wurde. Es diirfen also keine homo-
genen Verhdltnisse bei der Bestimmung der Kovarianz-
funktion vorausgesetzt werden. Das 148t sich leicht dadurch
erkldren, daf3 die Abweichungen des Gelidndes von der glei-
tenden Schrigebene in Gebieten mit rasch wechselnden
Hohenunterschieden sich anders verhalten als die Abwei-
chungen bei langsam sich dndernden Hohen. Im ersten Fall
nimmt die in der Kovarianzfunktion zum Ausdruck kom-



mende Erhaltungstendenz des Geldndes sehr viel rascher
ab als im zweiten Fall. Die Halbwertsbreiten der Kovarianz-
funktionen miissen also unterschiedlich lang sein. Diese
Uberlegungen gelten nicht nur fiir Trendabspaltungen mit
Hilfe einer Schrigebene, also Polynomen ersten Grades,
sondern allgemein fiir Polynome niedrigen Grades. Erst
wenn bei groBem Rechenaufwand mit Polynomen hohen
Grades oder dhnlichen Modellansédtzen fiir die Determini-
stik gearbeitet wird, werden sich gebietsweise homogene
Verhiltnisse herstellen lassen.

Das iibliche Verfahren der Bildung von Mittelwerten in Ent-
fernungsklassen zur Bestimmung der richtungsunabhingi-
gen Kovarianzfunktion versagt bei nicht homogenen Ver-
héltnissen, denn diese Vorgehensweise setzt die Ergodizitit
des stochastischen Prozesses voraus, die nur fiir homogene
Prozesse gegeben sein kann [3]. Da selbstverstidndlich auch
die Verteilungsfunktionen der zufélligen Anteile 7 nicht
bekannt sind, mit denen die Kovarianzfunktionen zu be-
rechnen wiren, mul3 zusitzliche Information zur Bestim-
mung der Kovarianzfunktionen zur Hilfe genommen wer-
den. Diese ist bei der Hoheninterpolation durch den Ab-
stand der MeBpunkte gegeben. Der MeBingenieur im Ge-
lande wihlt namlich die Entfernung der MeBpunkte danach
aus, wie rasch sich die Gelindeformen dndern. Fiir die Er-
fassung von Kleinformen ist der MeBpunktabstand kiirzer
als in Gebieten mit nur langsam sich dndernden Hohen. Bei
einer punktweisen Hohenauswertung an einem photogram-
metrischen Geriit, die niherungsweise in Profilen ablduft,
werden die Profilabstinde nach Art des Geldndes gewihit
und zusitzliche Hohen von Geldndeformen bestimmt, die
die Profile nicht erfassen, so daf3 bei der photogrammetri-
schen Hohenaufnahme dhnliche Verhéltnisse wie bei der
terrestrischen Aufnahme vorliegen.

Versuche haben gezeigt, dal3 gute Pradiktionsergebnisse mit
einer Halbwertsbreite von etwa

c=0,58r (8)
in (7) erzielt werden, falls r die Summe der Abstinde des zu
priadizierenden Punktes von den beiden nichstgelegenen
MeBpunkten bedeutet. Wird die Halbwertsbreite verldn-
gert, beginnt die Prddiktion die Hohen in Kuppen zu iiber-
hohen und in Wannen zu vertiefen. Effekte in entgegen-
gesetzter Richtung treten bei der Verkiirzung der Halb-
wertsbreite auf. Da Homogenitét nicht vorausgesetzt wird,
konnen auch die Hohen von Geldnde mit Béschungen pré-
diziert werden, falls an den Boschungskanten eine dichte
Folge von MeBpunkten durch lineare Interpolation ein-
geschaltet wird [4].

5. Beispielrechnung

Die Interpolation mittels gleitender Schrigebene und mit
Hilfe der Priadiktion wurde zur HOhenlinienzeichnung des
Blattes «Giistenerhof» (2530 Rechts, 5644 Hoch) der Deut-
schen Grundkarte 1:5000 angewendet. Die Hohenunter-
schiede in dem von diesem Blatt bedeckten Gebiet sind so
gering, daf3 die Hohenlinien mit dem photogrammetrischen
Auswertegerét nicht direkt gezeichnet werden konnten, son-
dern daB nédherungsweise in Profilen die Hohen punktweise
ausgemessen wurden unter Einschaltung zusitzlicher Ho-
henpunkte fiir Gelindeformen, die durch die Profilmessung

nicht erfaB3t worden waren. Insgesamt wurden im Gebiet
der Grundkarte «Giistenerhof» 1995 MelBpunkte bestimmit,
deren Koordinaten vom Landesvermessungsamt Nord-
rhein-Westfalen fiir die Beispielrechnungen zur Verfiigung
gestellt wurden. Den farbigen Zusammendruck der Ergeb-
nisse besorgte ebenfalls das Landesvermessungsamt, wofiir
seinem Direktor, Herrn Professor Krauss, herzlich gedankt
sei.

Fiir die Interpolation der Hohe eines Punktes mittels glei-
tender Schrigebene oder Pradiktion bendtigt man lediglich
die MeBpunkte in der Umgebung des Punktes mit der zu
berechnenden Hohe. Die Anzahl der MeBpunkte wird hier
auf zwanzig beschriankt, da eine Erhohung auch bei der
Prédiktion keine oder eine nur unwesentliche Verbesserung
der Ergebnisse bringen wiirde. Der Kernspeicherbedarf fiir
die Prdadiktion im AnschluB an die Interpolation mittels
gleitender Schrigebene vergrofert sich daher nur gering-
fligig, so dal3 das hier entwickelte Verfahren zum Aufbau
eines digitalen Gelindemodells und zur automatischen Ho-
henlinienzeichnung auch von Rechenanlagen mittlerer
Grofle mit weniger als 128 K Bytes Kernspeicherpldtzen zu
bewiltigen ist [4]. Die Rechenzeit wichst allerdings bei der
Préddiktion im Vergleich zur Interpolation mittels gleitender
Schrigebene erheblich an, da fiir jede zu interpolierende
Hohe symmetrische Gleichungssysteme mit bis zu zwanzig
Unbekannten aufzul6sen sind.

Fir die Hohenlinienzeichnung des Grundkartenblattes
«Gtistenerhof» wurden zunidchst die Hohen eines digitalen
Geldndemodells mit einem Rasterabstand von 10 m be-
stimmt und dann die Hohenlinien nach dem in [4] angege-
benen Verfahren gezeichnet, wobei das Zeichengerit als
einzige Funktion die geradlinige Verbindung zweier aufein-
anderfolgender Punkte auf der Hohenlinie zu iibernehmen
hatte. Bei Zeichenanlagen mit Interpolator konnen selbst-
verstdndlich Interpolationsaufgaben beim Zeichnen ge-
kriimmter Linien der Zeichenanlage tibertragen werden.
Die Hohen des digitalen Geldndemodells wurden einmal
mit Hilfe der gleitenden Schrégebene bei Beriicksichtigung
der minimalen Punktanzahl von mehr als vier Punkten in
der Nachbarschaft des Punktes mit der zu berechnenden
Hohe interpoliert und zum anderen mit Hilfe der Pradik-
tion aus mehr als zwolf Punkten in der Nachbarschaft. Beim
Auswihlen der Punkte fiir die Interpolation geht man von
den nédchstgelegenen Punkten zu den weiter entfernt liegen-
den Punkten vor. Die Hohenlinien der Pradiktion sind in
Abbildung 1, die einen Ausschnitt aus dem Grundkarten-
blatt «Giistenerhof» zeigt, in Rot ausgezeichnet, wihrend
die Hohenlinien aus der Interpolation mittels gleitender
Schriagebene in Griin dargestellt sind. Zum Vergleich wur-
den auch die Hohenlinien des entsprechenden Ausschnittes
der Deutschen Grundkarte «Giistenerhof» in Schwarz hin-
zugefiigt. Diese Hohenlinien konstruierte der Topograph
im Geldnde aus den photogrammetrischen HOohenwerten,
die auch fiir die automatische Zeichnung benutzt wurden.
Bei der Konstruktion der Hohenlinien durch den Topogra-
phen konnen daher photogrammetrische Auswertefehler
korrigiert worden sein. Es besteht aber auch die Moglich-
keit, dafl Fehler beim Entwerfen der Hohenlinien eingefiihrt
worden sind.

Aus Abbildung 1 ist unmittelbar ersichtlich, daB3 die auto-
matisch gezeichneten Hohenlinien sehr gut mit denen des
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Topographen iibereinstimmen. Das gilt nicht nur fiir den
hier gezeigten Ausschnitt, sondern auch fiir den Rest des
Grundkartenblattes sowie fiir weitere durchgerechnete Bei-
spiele. Ferner stimmen die Hohenlinien aus der Préddiktion
sehr gut mit denen aus der Interpolation mittels gleitender
Schrigebenen {iiberein, obwohl, wie bereits erldutert, mit
unterschiedlichen Anzahlen von Punkten fiir die Berech-
nung einer Rasterhohe nach den beiden Interpolations-
methoden gearbeitet wurde. Wegen der Beriicksichtigung
der weiteren Punktumgebung bei der Priddiktion wird aber
das Hohenlinienbild ruhiger und vermag den Geldndecha-
rakter besser herauszuarbeiten. Allerdings muf3 die Verbes-
serung mit einem erhohten Rechenaufwand erkauft werden,
denn die Rechenzeit fiir die Interpolation der 36100 Raster-
punkte des Grundkartenblattes (ein 50 m breiter Streifen an
den Réndern des Blattes muf3te wegen der fehlenden Mef3-
punkte auBlerhalb des Blattes von der Hohenlinienzeich-
nung ausgeschlossen werden) einschlielich der Erzeugung
der Steuerbefehle fiir die Zeichenanlage betrug 87 Sekunden
bei der Interpolation mittels gleitender Schrigebene und
394 Sekunden bei der Pradiktion. Der Kernspeicherbedarf
fiir das Beispiel lag unter 128 K Bytes.

Die Rechnungen wurden auf der IBM 370/165 und die
Zeichnungen mit dem Mikrofilmplotter von Calcomp der
Gesellschaft fiir Mathematik und Datenverarbeitung, Bonn,
ausgefiihrt.
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Die Bezugssysteme in der Geodisie

M. Schiirer

Zusammenfassung

Die dreidimensionale Geodasie hat zur Klirung der Definitionen
der verschiedenen geoditischen Bezugssysteme beigetragen. Es
werden die natiirlichen Systeme von den geoditischen unter-
schieden; erstere sind physikalisch, letztere rein geometrisch de-
finiert. Die gegenseitigen Beziehungen werden aufgezeigt.

Sommaire

La géodésie a trois dimensions a contribué a la clarification des
définitions des différents systémes géodésiques de référence. On
distingue systémes naturels et systemes géodésiques; alors que
les premiers sont définis physiquement, les seconds le sont pure-
ment géométriquement. On présente les relations entre ces sys-
témes.

1. Einleitung

Die neueren Entwicklungen in der Geodisie (die modernen
Methoden der Entfernungsmessung und der Satellitengeo-
disie, theoretisch fundiert durch die dreidimensionale Geo-
disie) haben auch zur Kldrung der Grundlagen beigetragen,
und diese Grundlagen der mathematischen Geodisie sollen
im Lichte der neueren Theorien mit besonderer Betonung
des Dreidimensionalen im folgenden dargelegt werden.
Wenn teilweise bekannte und elementare Begriffe in diesem
Zusammenhang nochmals erkldrt werden, moge man dies
mit dem Streben nach Vollstandigkeit entschuldigen.

Etwas tliberspitzt formuliert, ist die mathematische Geo-
ddsie die Wissenschaft von den geoditischen Bezugssyste-
men. Die natiirliche Unterscheidung zwischen Lage- und
Hohebestimmungen wie auch die verschiedenen MeBme-
thoden fiir Horizontal- und Vertikalwinkel und der unan-

232

genehme EinfluB der Refraktion auf die Vertikalwinkel-
messungen haben in der klassischen Geodésie zu einer na-
tiirlichen Aufteilung nach Lage- und Hohenkoordinaten
gefiihrt, die aus praktischen Griinden immer ihre Berechti-
gung haben wird. Die dreidimensionalen Systeme lassen
diese Aufspaltung der Koordinaten meist auch noch er-
kennen.

2. Natiirliche globale Systeme

Als natiirliche globale Koordinaten eines Punktes bieten
sich die Breite @, die Linge A und die geopotentielle Kote
C der durch den Punkt gehenden Niveauflache des Schwere-
potentials der Erde an. Breite und Lidnge miissen mit Hilfe
eines astronomischen Bezugssystems bestimmt werden. Die
Breite @ ist identisch mit der Deklination des Zenitpunktes,
die Linge A mit dem Stundenwinkel eines noch zu definie-
renden Nullmeridians. Das astronomische System ist ein
sphérisches Polarkoordinatensystem, dessen Polachse mit
der Rotationsachse der Erde zusammenféllt. Da diese und
die Lote im Erdkorper nahezu festliegen, bleiben auch Brei-
ten und Lidngen der einzelnen Beobachtungspunkte prak-
tisch konstant. Die geopotentielle Kote C, das ist die Po-
tentialdifferenz gegeniiber einer ausgezeichneten Niveau-
fliche des Schwerepotentials, dem Geoid, bestimmt man
aus:
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