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Der EinfluB} der Lotabweichungen auf Raumnetze

Von K. Ramsayer

Zusammenfassung

Zur Untersuchung des Einflusses der Lotabweichungen aufein
Raumnetz wurden die Testnetze Heerbrugg (H) im Alpenvorland
und Stuttgart (S) im Hiigelland dreidimensional mit und ohne
Beriicksichtigung astronomischer Beobachtungen ausgeglichen.
Wie zu erwarten, macht sich der EinfluB hauptsdchlich bei der
Hohenbestimmung bemerkbar. Die Hohen ohne Beriicksichti-
gung der Lotabweichungen, die sich, wie gezeigt wird, gendhert
auf die mittlere Niveaufliche innerhalb des Netzes beziehen, wei-
chen von den strengen ellipsoidischen Hohen bis zu 29 cm (H)
beziehungsweise 5 cm (S) ab. Die Lageverschiebung betrigt bis
zu 5 cm (H) beziehungsweise 3 cm (S). Die aus den ausgegliche-
nen Koordinaten berechneten Raumstrecken dndern sich um
maximal 7 cm (H) beziehungsweise 1 cm (S). Im Gebirge miissen
deshalb bei hohen Genauigkeitsanspriichen die strengen Verfah-
ren der dreidimensionalen Geodésie angewendet werden. Auch
im Flach- und Hiigelland gewahrleisten sie die absolute Orientie-
rung und die geometrisch einwandfreie Hoheniibertragung ins-
besondere auf grofie Entfernungen.

Résumé

Pour étudier I'influence des déviations de la verticale sur un
réseau spatial on a compensé les réseaux d’épreuve de Heerbrugg
(H) situé dans une zone au nord des alpes et de Stuttgart (S),
situé dans la zone d’un plateau avec et sans introduire les obser-
vations astronomiques. Comme c’était a prévoir, I'influence s’est
manifestée en premicre ligne dans la détermination des altitudes.
Ces altitudes calculées sans introduction des déviations de la
verticale et qui — ce que sera montré — se référent environ a la
surface de niveau moyenne du réseau, différent des altitudes
ellipsoidiques jusqu'a 29 cm (H) respectivement 5cm (S). Le
déplacement le plus grand de la situation est de 5 cm (H) et de
3 cm (S). Les distances spatiales calculées des coordonnées com-
pensées changent jusqu’a 7 cm (H) respectivement 1 cm (S). 11
faut appliquer par conséquent en montagne les procédés strictes
de la géodésie tridimensionelle pour satisfaire a de hautes exi-
gences de précision. Dans les plaines et un des terrains coupés de
collines ils garantissent une orientation absolue et une détermina-
tion des altitudes qui est du point de vue géométrique juste et
cela en particulier pour les grandes distances.

Summary

To investigate the influence of the deflections of the vertical to a
spatial network the test nets Heerbrugg (H) at the border of the
Alps and Stuttgart (S) in a hilly country were adjusted three-di-
mensionally with and without consideration of the deflections
of the vertical. As to be expected, the deflections of the vertical
influence especially the determination of altitudes. The altitudes
without taking into account deflections of the vertical, which,
as it is shown, refer approximately to the mean level surface of
the network, deviate from the rigorous ellipsoidal heights up to
29 cm (H) respectively 5 cm (S). The maximum deviation in hori-
zontal position is 5cm (H) respectively 3cm (S). Theslope distances
computed with the adjusted coordinates are changing up to 7 cm
(H) respectively 1 cm (S). Hence in mountainous areas the rigo-
rous methods of threedimensional geodesy have to be applied, if
high accuracy is required. In flat or hilly areas these methods
garantee too the absolute orientation and the geometrically rigo-
rous transfer of altitudes, especially over large distances.

1. Einleitung

In den letzten Jahren wurde durch mehrere Testmessungen
und -berechnungen nachgewiesen, daBl eine strenge und
hochgenaue Bestimmung der Raumkoordinaten und der
absoluten Orientierung von dreidimensionalen Netzen und
Polygonziigen auch ohne Beobachtung von Satelliten oder
kiinstlichen Hochzielen mit einem vertretbaren MeB- und
Rechenaufwand praktisch durchfithrbar ist [1], [2], [3].
Hieraus ergibt sich die Frage, inwieweit sich die streng er-
mittelten Koordinaten und ausgeglichenen GroBen von den
entsprechenden GroBen, die konventionell unter Vernach-
lassigung der Lotabweichungen bestimmt wurden, unter-
scheiden. Zur Beantwortung dieser Frage wird nach Dis-
kussion der bekannten Einfliisse auf Hohenwinkel und hori-
zontale Richtungen der EinfluB der Lotabweichungen in
einem Raumnetz im Alpenvorland bei Heerbrugg und in
einem Netz im Stuttgarter Hiigelland untersucht.

2. Einflu der Lotabweichungen auf Hohen- und Horizontal-
winkelmessungen

Die MefBwerte der Hohenwinkel 8, der astronomischen
Azimute A* und der horizontalen Richtungen « beziehen
sich auf die wahre Lotrichtung im Beobachtungsort. Diese
Lotrichtungen weichen, wenn wir ein beliebiges ellipsoidi-
sches Referenzsystem einfiihren, von den Ellipsoidnormalen
um die Lotabweichungen ab. Bezeichnen wir die Kompo-
nente der Lotabweichung in Meridianrichtung mit & und
die Komponente im ersten Vertikal mit 7, so konnen die
Reduktionen der MeBwerte 3 und 4* auf die Ellipsoidnor-
male berechnet werden aus

Ap = — &-cos A —m-sin A, (€))

€))

wobei ¢ der geographischen Breite und 4 dem ellipsoidi-
schen Azimut der Zielung entsprechen.

Gleichung (2) gilt auch fiir die Reduktion einer horizontalen
Richtung «. Das Hauptglied # - tan¢ bewirkt eine kon-
stante Verdrehung des horizontalen Richtungssatzes und
hat deshalb auf die Horizontalwinkel keinen Einflu3. Die
Reduktion

A4 =mn-tang + (§-sin 4 — 1 - cos A) - tan f,

Aoz — ag) = (£ sin A2 — 1+ cos Ay) - tan B —

(&-sin 4, — 1 - cos 4y) - tan 5, 3)

eines beliebigen Horizontalwinkels (2 — 1) kann im Ge-
birge ins Gewicht fallende groere Betridge annehmen, da
dort groBe Werte fiir &, % und § auftreten konnen. Im Hiigel-
land und erst recht im Flachland sind &,7 und 8 in der Regel
so klein, daB die Richtungsreduktionen auf die Ellipsoid-
normalen keinen wesentlichen EinfluB auf die Punktbe-
stimmungen haben.
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Der durch Gleichung (1) beschriebene EinfluB der Lotab-
weichung auf die Hohenwinkelmessung entspricht der je-
weiligen Komponente der Lotabweichung in Zielrichtung.
Er kann im Gebirge mehrere Zehnersekunden betragen.
Im Hiigelland konnen Lotabweichungen bis etwa 10” auf-
treten. Auch im Flachland kann der EinfluBB der Lotabwei-
chungen groBer sein als die Fehler der Hohenwinkelmes-
sungen.

Die Messungen von Raumstrecken sind von den Lotabwei-
chungen vollig unabhdngig. Ein Raumnetz, das in allen
drei Dimensionen etwa dieselbe Ausdehnung hat, kann
deshalb, wenn wir von der Orientierung absehen, unbeein-
fluBt durch die vorhandenen Lotabweichungen, streng aus
Streckenmessungen allein bestimmt werden. In der Regel
wird jedoch die Hohenausdehnung wesentlich kleiner sein
als die horizontale Ausdehnung, so daB fiir die Hoheniiber-
tragung zusitzliche Messungen, zum Beispiel von den Lot-
abweichungen beeinfluBte Hohenwinkelmessungen, erfor-
derlich werden.

Aus den bisherigen Ausfiihrungen folgt, daB3 sich die Lot-
abweichungen hauptsidchlich auf die Hohenbestimmung
auswirken. Auf die Lagebestimmung ist ihr EinfluB im
Flach- und Hiigelland gering. Im Gebirge sind bei Lage-
bestimmungen durch Triangulation storende Verschiebun-
gen zu erwarten. Diese lassen sich vermutlich wesentlich
verkleinern, wenn an Stelle von Horizontalwinkeln Strecken
gemessen werden.

3. Fehlergleichungen fiir ein Raumnetz ohne astronomische
Beobachtungen in einem ellipsoidischen Bezugssystem

Wird ein Raumnetz ohne astronomische Beobachtungen
berechnet, so werden bei der Ausgleichung die durch die
Meffehler und die durch die Vernachlédssigung der Lot-
abweichungen verursachten Widerspriiche beseitigt. Zur
Erfassung des Einflusses der Lotabweichungen miissen diese
bekannt sein, das heifit, im Netz miissen ausreichend viele
astronomische Beobachtungen durchgefiihrt werden, so daB3
eine strenge dreidimensionale Ausgleichung moglich ist.
Wird dann die Ausgleichung ohne Beriicksichtigung der
astronomischen Beobachtungen unter Beibehaltung der
Koordinaten eines Punktes und eines Azimuts unter sonst
gleichen Voraussetzungen wiederholt, so entsprechen die
Differenzen zwischen den beiden Ausgleichungen dem Ein-
fluB der Lotabweichungen.

Die Ausgleichungen konnen in einem ellipsoidischen, geo-
zentrischen oder lokalen kartesischen Koordinatensystem
durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse sind vollig gleich-
wertig, da die Koordinaten in einem beliebigen System
streng in die Koordinaten der anderen Systeme umgerechnet
werden konnen. Fiir den vorliegenden Fall empfiehlt sich
die Verwendung eines ellipsoidischen oder — fiir kleinere
Netze — eines lokalen Bezugssystems, da dann der unter-
schiedliche EinfluB der Lotabweichungen auf die Lage- und
Hohenbestimmung sofort erkennbar ist.

Nachstehend werden als Beispiel die Fehlergleichungen fiir
die Ausgleichung eines Raumnetzes ohne astronomische
Beobachtungen in einem ellipsoidischen Bezugssystem zu-
sammengestellt. Sie ergeben sich aus den Fehlergleichungen
fiir die strenge Ausgleichung, wenn der EinfluB der astro-
nomischen Beobachtungen vernachlidssigt wird. Das heif3t,
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die Fehlergleichungen fiir die astronomischen GrofBen
(Breite @, Linge 4 und Azimut 4*) entfallen, und in den
tibrigen Gleichungen sind anstelle von ¢ und 2 die ellipsoi-
dischen Werte (Breite B und Linge L) zu setzen. Aus den in
[4] und [7] angegebenen Fehlergleichungen erhalten wir in
der Schreibweise nach [2], wenn wir die ellipsoidischen Ko-
ordinaten mit B, L, H bezeichnen und statt der Unbekann-
ten dB und dL die HilfsgroBen

 M+H

dE — (N + H)-cos B

-dL

*dBund dn = 3.1)

mit M = Meridiankrimmungsradius, N = Querkriim-
mungsradius des Ellipsoids und p = 206 265" einfiihren,
folgende Fehlergleichungen:

a) Riumliche Strecken d:

vd, = — cos fik - cos A - d&; — cos fix + sin Aix + dn;
— sin i * dH; — cos ki * cos Axi* dék
— c0s fri* sin Axi * dnr — sin fri - dHx

— (dik — diko). (3.2
Fiir kiirzere Strecken gilt nach [2] ausreichend genau
vd,; = cos fir + cos Au (déx — d&)

+ cos Bix - sin A (dnx — dni)

+ sin B (dHx — dH;) — (dix — diko). (3.3)

Zur Berechnung von diko sind die Niherungskoordinaten
Bio, Lio, Hio und Bko, Lko, Hko von P; und Pi zunichst in
geozentrische Koordinaten Xj,, Yi, Zio und Xko, Yk, Zko
umzurechnen. dixo ergibt sich dann aus

diko?> = (Xxo — Xi0)2 + (Yo — Yi0)2 + (Zko — Zio)2. (3.4)
b) Horizontale Richtungen o:
sin Ak cos Aix
o = — T o4& — 0 —— - dn;
Vug = 0 dix * cos fik e dix * cos Pik i
sin Ajx
— 0 =— |cos(Bkx — Bi
Qdik‘COSﬂik[ ( k ’)+
sin By - sin (Lx — Li) - cotan A - d&
cos Aix
—— |cos(Lx — L;
+Qdik'005[3ik[ (k z)+
sin B; - sin (Lx — Li) - tan Ai] - dni
cos Aik - cos By . .
———— Isin(Lx — L;
+Q dik'COSﬂik [1 (k l)+
sin B; - cos (Lx — Li) — tan By - cos Bi| - dHx
— dw; — (wio + ik — Aiko), (3.5)

w; = wio + dw; = Orientierungsunbekannte,
(Yko — Yio) - cos Lio — (Xko — Xio) - sin Lio
(Zro — Zio) * cos Bio — (Xxo —

(Yo — Yio) - cos Lio — (Xxo — Xio) * sin Lio
— Xio) - sin Bjo - cos Lig —

tan Aiko =

(Yxo — Yio) - cos Lio — (Xxo — Xio) * sin Lio
— (Yko — Yio) - sin Bjo - sin Lio

(3.6)



Fiir kurze Strecken gilt ausreichend genau

sin Ak cos Aik
g = — 0 =————— d ————(dAx—dA;
Vi Qdik‘COSﬁ ( Er— §I)+Qd, /3 ( b= l)
— dw; — (wio + otik — Aiko)- (3.5a)
¢) Hohenwinkel f3:
sin B - cos Aix sin Bk - sin Aix
o Rk O Sk | g 4 o SRR K s
Uﬂlk Q dik E + Q dik 7]
g 0 cos ik CdHi — 0 cos B; - Siil By - cos (Lk — L)
dik dix + cos Pik
— sin B; - cos Bx — sin fix * cos fki - cos Aki i
dik + cos Pk ,
cosBi-sin(Lk—L_i) —sinfik- cosfii-sin Aki de+
dik* cosik
sin fix * sin fki + sin B; - sin Bk +
€ dik - cos fik
-+ cos Bi- cos B - cos (Lx — Li) dHi +
dix: - cos Bk
+cosfik —— -0 dk —
) , . dic
— (B'ik — ko cos ik * —— -0 — Biko)- 3.7
2 Fm

Die Refraktionsunbekannte k& = ko + dk wird nur dann
beriicksichtigt, wenn fiir jede Station ein besonderer k-Wert
oder fiir das ganze Netz ein mittlerer k-Wert ermittelt wer-
den soll. rm entspricht dem mittleren Erdradius, ik dem
gemessenen Hohenwinkel ohne Refraktionsverbesserung.
Der den Niherungskoordinaten von P; und P entspre-
chende Hohenwinkel Bixo ergibt sich aus Formel (3.8)

Fiir kurze Strecken gilt ausreichend genau

sin Bik - cos Aik

Uﬁlk = - Q aik (dfk - dé")
sin fix + sin Aik
— e m — dm)
cos Pik d
+o (dHx — dH;) + cos ﬁ,k -0 dk

dik

d;
— (B’ — ko~ cos i e o — Biko). (3.7a)
2. P

Die Fehlergleichungen im geozentrischen und in einem lo-
kalen kartesischen Koordinatensystem lassen sich entspre-
chend den hier gemachten Ausfithrungen ebenfalls leicht
aus den entsprechenden strengen Gleichungen ableiten [4],
[2]. Darauf kann jedoch hier nicht ndher eingegangen
werden.

4. Einflul der Lotabweichungen im Raumnetz Heerbrugg

Der Einflul der Lotabweichungen im Raumnetz Heerbrugg
im Alpenvorland der Ostschweiz [2] wurde wie folgt ermit-
telt: In dem Netz, Abb. 1, das ein Ausschnitt aus dem Basis-
vergroBerungsnetz Heerbrugg ist, waren von der Schweize-
rischen Geoditischen Kommission folgende GroBen ge-
messen worden: die horizontalen Richtungen und gegen-
seitigen Hohenwinkel, die astronomischen Breiten und
Léngen in allen Netzpunkten mit Ausnahme der Linge in
P4 und die markierten astronomischen Azimute. Der Netz-
maBstab wird durch die mit Invardriahten gemessene Hori-
zontalentfernung PoP; festgelegt. Raumstrecken wurden
nicht gemessen. Diese Daten wurden streng in einem ellip-
soidischen Bezugssystem ausgeglichen. Dabei wurden die
Refraktionskoeffizienten fiir die Reduktion der Hohen-
winkel linienweise durch eine Vorausgleichung unter Be-
riicksichtigung der Lotabweichungen, also der astronomi-
schen Beobachtungen, ermittelt und in die Hauptausglei-
chung als bekannte GroBen eingefiihrt [S]. Die Ausglei-
chung wurde dann ohne astronomische Beobachtungen mit
den in Abschnitt 3 beschriebenen Fehlergleichungen wieder-
holt. Dabei wurden die Koordinaten des Zentralpunktes Po
und das Azimut der Seite PoP; festgehalten. Ferner wurden
fiir die einzelnen Linien dieselben Refraktionskoeffizienten
eingesetzt wie bei der strengen Ausgleichung, um den Ein-
fluB der Lotabweichungen auf die Form und GroBe des
Netzes moglichst unverfdlscht zu erhalten. Dadurch wird
strenggenommen die Kenntnis der Lotabweichungen vor-
weggenommen, da bei der Ermittlung der Refraktion aus
gegenseitigen Hohenwinkeln der EinfluB der Lotabwei-
chungen nicht vernachléssigt werden darf. Wird bei der
Ermittlung der Refraktionskorrekturen der Hohenwinkel
der EinfluB der Lotabweichungen auBler Betracht gelassen,
so ergeben sich etwas andere Raumkoordinaten der Netz-
punkte.

In Abb. 1 sind der Grundrifl des Raumnetzes Heerbrugg und
die Lotabweichungen dargestellt. Im Zentralpunkt Po wurde
die Lotabweichung zu Null angenommen. In Tabelle 1 sind
die Anderungen A&, Ay, AH der ellipsoidischen Koordi-
naten durch Vernachlidssigung der Lotabweichungen ange-
geben. Die Vorzeichen sind im Sinne Koordinaten ohne Lot-
abweichungen minus strenge Koordinaten mit Lotabwei-
chungen festgelegt. Wir erkennen, daB sich trotz der Klein-
heit des Netzes die ellipsoidischen Hohen um Betrdge bis
zu 29 cm dndern. Auch die Lagednderungen sind betricht-
lich. Aus Tabelle 1 folgt ferner, daB die mittleren Fehler
der Raumkoordinaten durch die Vernachldssigung der Lot-
abweichungen im Vergleich zur strengen Ausgleichung auf
etwa das Dreifache anwachsen, ein Zeichen dafiir, daB
durch die Vernachlédssigung erhebliche Zwinge entstehen.
Dies starke Anwachsen der mittleren Fehler riihrt haupt-
sidchlich vom Anwachsen der Hohenwinkelverbesserungen
her. Deshalb wiirden getrennte Ausgleichungen nach Lage
und Hohe fiir die Lagefehler kleinere, das heiB3t realisti-
schere Zahlenwerte liefern.

(Xko — Xio) * cos Bio - cos Lio + (Yxo — Yio) * cos Bio - sin Lio + (Zko — Ziy) * sin B,o

(3.8)

sin fixo =

J/(Xxo — Xi0)2 + (Yro — Yio)? + (Zko —

ZzO)2
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Abb. 1 Rau'mnetz Heerbrugg: Lotabweichungen, ellipsoidische
Hohen und Anderungen der ausgeglichenen Raumstrecken in Milli-
meter bei Ausgleichung ohne Lotabweichungen

Abb. 2 Raumnetz Stuttgart: Lotabweichungen, ellipsoidische Ho-
hen und Anderungen der ausgeglichenen Raumstrecken in Millimeter
bei Ausgleichung ohne Lotabweichungen
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Tabelle I Raumnetz Heerbrugg:

Punkt Ag me me* Ay my my* Ay my my*
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

P, 0 += 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0

P, = 3 + 18 + 7 + 2 + 26 + 10 - 61 + 81 + 28

P, + 3 + 11 + 12 - 19 + 45 + 12 = 221 + 85 + 30

P, + 36 + 104 + 21 - 25 + 87 4+ 25 = 52 472 + 25

P, - 22 4+ 39 + 14 + 42 + 46 + 18 — 286 + 93 + 33

Ag, Ay, Ay = EinfluB der Lotabweichungen auf die ellipsoidischen Koordinaten

meg, my, my = mittlere Koordinatenfehler bei Vernachlidssigung der Lotabweichungen

me*, my*, mg* = mittlere Koordinatenfehler bei Beriicksichtigung der Lotabweichungen

Tabelle 2 Raumnetz Stuttgart:

Punkt A¢ me mg* a4, my my* Ay my my*
[mm] [mm] [mm] [mm] [mm] [mm)] [mm] [mm] [mm]

P 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0

P, - 8 ~+ 13 + 16 —: 6 + 16 + 18 — '8 +20 + 22

P, — 33 + 25 + 32 -9 + 38 + 41 — 52, + + 49

Py — 3 + 18 + 19 - 1 + 6 4+ 19 - 6 + 23 + 27

P, + 4 4711 + 11 +2 + 7 + 10 0 + 6 4= 7

Py + 8 + 16 + 19 -9 + 17 + 18 — 45 421 + 24

Ae, Ay, Ay = EinfluB der Lotabweichungen auf die ellipsoidischen Koordinaten

mg, my, my = mittlere Koordinatenfehler bei Vernachldssigung der Lotabweichungen

me*, m"*, my*

In Abb. 1 ist auch noch der Einflu der Lotabweichungen
auf die ausgeglichenen Raumstrecken eingetragen. Wir
erkennen, daf3 auf den Strecken PoP3, P1P3, P2P4 und P3P4
die Abweichungen zwischen 32 mm und 67 mm liegen.
Diese Betrige konnen bei einem Vergleich mit elektro-
optischen Streckenmessungen nicht mehr vernachlissigt
werden.

5. EinfluBl der Lotabweichungen im Raumnetz Stuttgart

In dem in der Hiigellandschaft von Stuttgart gelegenen
Raumnetz [2], Abb. 2, wurden folgende GroBen gemessen:
In allen Netzpunkten die astronomischen Breiten und Lin-
gen, die horizontalen Richtungen und gegenseitigen Hohen-
winkel der eingezeichneten Linien, ferner die markierten
Raumstrecken und astronomischen Azimute. Die Hohen-
unterschiede und die Lotabweichungen sind hier wesentlich
kleiner als im Heerbrugger Netz. Diese Daten wurden wie
beim Heerbrugger Netz zunichst streng in einem ellipsoi-
dischen Bezugssystem ausgeglichen. Bei der anschlieBenden
Ausgleichung ohne astronomische Beobachtungen wurden
die Koordinaten des Zentralpunktes Po und das Azimut der
Seite PoP3 festgehalten. Ferner wurde fiir die Reduktion der
Hohenwinkel fiir jede Strecke derselbe Refraktionskoeffi-
zient verwendet wie bei der strengen Ausgleichung.

In Tabelle 2 sind die durch die Vernachlédssigung der Lot-
abweichungen verursachten Anderungen A&, Ay, AH der
ellipsoidischen Koordinaten angegeben. Die Lagednderun-
gen |4 &|,|An | sind hier, wenn wir von A& = — 33 mm
absehen, = | 9 mm |. Die Hohenénderung ist nur im Punkt
P> mit der groBten Lotabweichung ins Gewicht fallend.
Interessant ist, daB3 im Stuttgarter Netz bei Weglassung der
astronomischen Beobachtungen die mittleren Fehler der
Raumkoordinaten geringfiigig kleiner werden. Dies diirfte

mittlere Koordinatenfehler bei Beriicksichtigung der Lotabweichungen

auf den Fortfall der nicht sehr genauen astronomischen
Azimute zuriickzufiithren sein. Der EinfluB der Lotabwei-
chungen auf die Fehlerrechnung ist hier vernachldssigbar.
Die berechneten Koordinatendnderungen enthalten neben
der Verformung des Raumnetzes nach Lage und Hohe noch
Anteile durch eine Verdrehung und eine MafBstabsinderung
des Netzes. Zur weiteren Beurteilung der Netzverformung
wurden wieder die Anderungen der Lingen der ausgegli-
chenen Raumstrecken durch die Vernachldssigung der Lot-
abweichungen berechnet. Sie sind in Abb. 2 eingetragen. Die
Anderungen liegen zwischen — 13 mm und + 10 mm, sind
also sehr klein.

Aus den Untersuchungen des Stuttgarter Raumnetzes folgt,
daB im Hiigelland bei kleinen Netzen, wie zu erwarten war,
der Einflul3 der Lotabweichungen auf die Gestalt des Raum-
netzes klein ist. Auf groBere Entfernungen kann jedoch
auch im Hiigelland der EinfluB der Lotabweichungen auf
die Hohenbestimmung betrichtlich sein. So verursacht zum
Beispiel eine konstante Lotabweichung von 1” auf eine Ent-
fernung von 200 km eine Hohendnderung von 1 m. Es darf
auch nicht vergessén werden, daf3 zur absoluten Netzorien-
tierung astronomische Beobachtungen erforderlich sind.

6. Zusammenhang zwischen astronomischem Nivellement
und ellipsoidischen Hohen

Der Unterschied der ellipsoidischen Hohen H; und Hy der
Punkte P; und Px kann bekanntlich auch durch Kombina-
tion eines geometrischen und eines astronomischen Nivelle-
ments ermittelt werden. Bezeichnen wir den Abstand be-
nachbarter Niveauflichen mit dh, die Lotabweichungs-
komponente in Profilrichtung an einer beliebigen Stelle der
Erdoberfliche mit ¢ und das Wegelement mit ds, so gilt
bekanntlich
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Abb. 3 Raumnetz Heerbrugg: Astronomisches Nivellement ohne
Lotkriimmung. Zahlenwerte in Millimeter

Py Py
m—M:fofsw 6.1)
P; P;

Bezeichnen wir den Abstand des Geoids vom Referenz-
ellipsoid mit N und die Lotabweichung im Profil P;Px an
einer beliebigen Stelle auf dem Geoid mit &', so gilt fiir die
Anderung des Geoidabstands von P; nach Pk

Py Py
M—Mz—fam+f@%mm. 6.2)
Py P,

Das letzte Glied entspricht dem EinfluB3 der Lotkriimmun-
gen (¢ — ¢’) und ist identisch mit der orthometrischen Ni-
vellementsverbesserung. Aus (6.1) und (6.2) folgt

Py Py
~fpmﬂm—m—fﬂ=me%
P; P;

Py
—f@—yym. (6.3)
pP;

Das astronomische Nivellement liefert also die Reduktion,
die an dem nivellierten Hohenunterschied anzubringen ist,
um den ellipsoidischen Hohenunterschied zu erhalten.
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Da in den Testnetzen Heerbrugg und Stuttgart keine Nivel-
lementshohen verfiigbar sind, soll im folgenden der durch
das astronomische Nivellement erfaBbare Hohenanteil
ndher untersucht werden. Er entspricht nach (6.2), wenn
wir die Lotkriimmungen beriicksichtigen, dem Einflu3 der
Geoidundulationen N. Der EinfluB3 der Lotkriimmung ldngs
einer Linie von der Linge s = 15 km kann im Gebirge
einige Zentimeter betragen. Der Einflu auf eine geschlos-
sene Schleife ist in der Regel jedoch klein, sofern [s] =
60 km. Deshalb soll fiir die weiteren Untersuchungen in
(6.2) das letzte Glied vernachlissigt sein. Es wird also ge-
setzt

Py
Nkaiw—/e-ds.
P;

(6.4)

Dieser Ansatz entspricht in guter Niherung der Anderung
der ellipsoidischen Hohe der Projektionen von P; und Pk
auf die Niveaufliche, die in der Mitte zwischen P; und Pk
verlduft. Dabei ist die Anndherung um so besser, je kleiner
der Hohenunterschied zwischen P; und Py ist, weil dann der
EinfluB der Lotkriimmungen auf den Lotstiicken zwischen
P; und Px und ihrer mittleren Niveaufliche um so kleiner
wird.
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Abb. 4 Raumnetz Stuttgart: Astronomisches Nivellement ohne
Lotkriimmung. Zahlenwerte in Millimeter

Da & nur in P; und Px bekannt ist, nehmen wir eine lineare
Anderung lings des Profils an und setzen

Ni — Ni ~ — % (e + &) * sik,

wobei six der Horizontalentfernung von P; nach Pj ent-
spricht. Fiihren wir die Lotabweichungskomponenten &, 7
und einen mittleren Erdradius R ein und bezeichnen die
geographischen Koordinaten der beiden Punkte mit B;, L;
und By, Lk, so gilt nach [6], S. 182,

6.5)

Nk — Ni ~ — 0,898 % [(Bk — BY <M> .

2
(Lx — Liy <77i ; nk) "+ cos Bm].

Hierin sind die Breiten- und Lingendifferenzen in Minuten
und die Lotabweichungskomponenten in Altsekunden ein-
zusetzen. Bp, entspricht der Mittelbreite des Profils P;iPy.

(6.6)

Zur gendherten numerischen Bestimmung der Hebungen
und Senkungen des Geoids oder genauer der mittleren Ni-
veaufldche innerhalb des Netzes nehmen wir Ny im Zentral-
punkt Pg beliebig an und fithren die Geoidundulationen N;
in den Netzpunkten P; (i = 1,2, 3 ...) als Unbekannte ein.
Dann gelten unter Vernachldssigung des Einflusses der Lot-
kriimmungen gendhert Fehlergleichungen von der Form

vik = Nk — Ni — aix (& + &) — b (i + k)’

|

cm
11.10 =

ax = — 0,449 (Bx — B)) [-1%

bix = — 0,449 (Lx — Li)’ - cos Bm [ (6.7)

Diese Fehlergleichungen sind zwar nicht unabhingig von-
einander, da dieselben &- und #-Werte jeweils in mehreren
Gleichungen vorkommen. Fiir eine iiberschligige Ab-
schitzung der Anderungen der N-Werte ist jedoch die Be-
handlung als unabhiingige GroBen vertretbar, zumal der
Verlauf der wahren Lotabweichungen zwischen den Netz-
punkten unbekannt ist.

Auch der Gewichtsansatz fiir die «BeobachtungsgroBen»

AN = aix (& + &) + b (i + nx) (6.8)

ist problematisch. Fiir die Untersuchung der Testnetze
wurden folgende Gewichtsansédtze gemacht:

(6.9)
(6.10)

pik = Clsi?,
pik = Clsu®.

Hierbei wurde angenommen, daB3 die Lotabweichungen
selbst fehlerfrei sind und daB der mittlere Fehler von AN
proportional zu six (6.9) beziechungsweise zu si? (6.10) an-
wichst. Diesen Annahmen liegt die Vorstellung zugrunde,
daB der EinfluB3 der Fehler der Lotabweichungen in P; und
Py wesentlich kleiner ist als der Einflul der unbekannten,
nicht linearen Anderungen zwischen P; und Px.

In Abb. 3 sind die Ergebnisse der Niherungsausgleichung
des astronomischen Nivellements fiir das Raumnetz Heer-
brugg dargestellt. Die ldngs der Linien eingetragenen Zah-
len bedeuten die rohen Werte ANy vor der Ausgleichung
in Millimeter, wobei die Pfeile der Steigungsrichtung ent-
sprechen. Die in Kreisen eingetragenen Zahlen entsprechen
den Schleifenschluifehlern beim Durchlaufen der Dreiecke
im Uhrzeigersinn. Die in den Randpunkten Pj...Ps4 einge-
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tragenen Zahlenwerte entsprechen den Hebungen (Ni-No)
des Geoids oder genauer der mittleren Niveauflache innerhais
des Netzes relativ zum Zentral punkt Po und den
miteren Fehlern von (Ni-No). Dabei entsprechen die Zahlen
ohne Klammern dem Gewichtsansatz C/s2 und die Zahlen
in runden Klammern dem Gewichtsansatz C/s4. Wir stellen
fest, daB der Gewichtsansatz C/s4 etwas kleinere mittlere
Fehler liefert. Ferner sind in Abb. 3 die Anderungen A H der
ellipsoidischen Hohen bei Vernachlassigung des Einflusses
der Lotabweichungen nach Tabelle 1 eingetragen. Wir
erkennen, daf die (Ar,-/Vo)-Werte etwa denselben Betrag wie
die entsprechenden zl//-Werte haben und daR die vorzeichen
von (Ni-No) stets positiv und die von AH stets negativ
sind.
In Abb. 4 sind die nach dem soeben beschriebenen Verfahren
ermittelten Ergebnisse des astronomischen Nivellements im
Raumnetz Stuttgart dargestellt. Hier wurden alle mgglichen
Verbindungen in die Ausgleichung einbezogen. Die
Schleifenwiderspriiche wurden der Ubersichtlichkeit halber nicht
eingetragen. Wir stellen wieder fest, daR der Gewichtsansatz
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Cis4 etwas kleinere mittlere Fehler liefert als der Ansatz
C/s2. Auch hier stimmen die stets positiven Geoidhebungen
(Ni-No) weitgehend mit den entsprechenden A//-Werten
nach Tabelle 2 (iberein, wenn letztere negativ angesetzt
werden.
Aus den astronomischen Nivellements in beiden Testnetzen
folgt, dal sich die «ellipsoidischen Hohen» ohne
Beriicksichtigung dler Lotabweichungen weitgehend auf das Geoid
oder genauer auf die mittlere Niveauflache beziehen, also
eigentlich genaherte Meereshthen sind. Ferner folgt aus
dem Vergleich, daR der Unterschied zwischen trigonometrisch
bestimmten H6hen mit und ohne Beriicksichtigung
der Lotabweichungen im wesentlichen der Anderung des
vom astronomischen Nivellement erfal3ten Hohenanteils
entspricht.
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