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Zur Gewichtsansetzung bei der Ausgleichung
kombinierter Netze 1)

P. Gleinsvik, As

p Résumé

La stipulation des poids lors d’une compensation selon la méthode des
moindres carrés constitue généralement un probléme assez difficile. Dans
I’étude présente, ce probléme, en relation avec la compensation des
réseaux mixtes de triangulation et trilatération, fait ’objet d’'un examen,
en premier lieu 4 ’égard de l'influence des poids relatifs donnés aux me-
sures linéaires et angulaires, sur la précision des points nouveaux.

La technique du procédé utilisé est la suivante: Les mesures, des angles
aussi bien que des cotés, sur lesquelles les compensations sont fondées,
sont engendrées artificiellement de deux univers 4 parametres connus.
Ceci signifie que I’erreur quadratique moyenne des angles et des cotés est
donnée. De plus, on a utilisé comme base des compensations un probléme
construit (deux réseaux comprenant 12 et 13 points nouveaux respective-
ment), dont la solution exacte est connue. Les positions correctes des
points jouant le réle de points inconnus ainsi que les valeurs correctes des
poids des deux modes de mesure sont par conséquent connues d’avance.

Sur la base de 25 séries d’observations indépendantes, un assez grand
nombre de compensations (au total 250) furent effectuées; pour chaque
série avec des proportions correctes et incorrectes entre les poids des
angles et ceux des cdtés. Les résultats furent ensuite comparés avec les
données initiales.

Les résultats d’investigations présent peuvent étre résumés ainsi:

La stipulation de la proportion des poids entre les angles et les cétés
n’exerce, dans des limites relativement amples, qu'une influence assez
faible sur la précision des points inconnus.

1) Nach zwei an den technischen Universititen in Berlin und Braunschweig gehalte-
nen Gastvorlesungen.
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1. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird der EinfluBl der Fixierung des Gewichts-
verhiltnisses zwischen den Winkeln und Seiten bei der Ausgleichung
kombinierter Triangulations- und Trilaterationsnetze (kurzerhand kom-
binierte Netze genannt) der Gegenstand einer quantitativen Untersu-
- chung sein.

Ganz allgemein stellt die Gewichtsbemessung einen der gré3ten Un-
sicherheitsfaktoren der ganzen Ausgleichungsprozedur dar, da sie die
Kenntnis der mittleren Fehler der auszugleichenden Me3grof3en als Vor-
aussetzung hat. In dieser Hinsicht liegen die Verhiltnisse vielleicht noch
ungiinstiger bei der Ausgleichung verschiedenartiger Beobachtungsgro-
- Ben, wie es bei kombinierten Netzen der Fall ist, als wenn es sich um
homogene Beobachtungsgréflen handelt.

Gliicklicherweise scheint die Erfahrung darauf hinzudeuten, dafl die
Gewichtsbemessung trotz ihrer prinzipiellen Bedeutung nicht so wichtig
ist wie anfinglich angenommen. Es hat sich ndmlich herausgestellt, dai
die Gewichtsansetzung innerhalb verniinftiger Grenzen normalerweise
eine recht geringfiigige quantitative Auswirkung auf das Ausgleichungs-
ergebnis ausiibt. Diese Erfahrung bezieht sich vor allem auf die Ausglei-
chung gleichartiger MelligroBen. Eine vom Autor angestellte Untersu-
chung betreffs der Ausgleichung polygonaler Netze scheint freilich die
Vermutung zu rechtfertigen, daB sich, jedenfalls in den Hauptzigen, die-
selbe Tendenz auch bei der gemeinsamen Ausgleichung von Winkeln und
Strecken geltend macht (siehe [3]). Nun sind aber polygonale und kombi-
nierte Netze ihrem Wesen nach zu verschieden, als daB Feststellungen
auf dem einen Gebiet ohne weiteres auf das andere iibertragen werden
konnen. Eine separate Untersuchung iiber die Gewichtsverhiltnisse bei
kombinierten Netzen diirfte daher angebracht sein, nicht zuletzt in An-
betracht der zunehmenden Bedeutung dieser Art der Fixpunktbestim-
mung in der Praxis.

2. Generelle Betrachtungen zur Ausgleichung verschiedenartiger
Beobachtungsgrofen

Bekanntlich lautet das der Methode der kleinsten Quadrate zugrunde
liegende Ausgleichungsprinzip:

. ) ) 1 &
[pv?] = min., mit p; = Py bzw. p; = - (1)

i m;

wobei ¢ eine frei wihlbare Konstante ist. Diese Relationen haben generell
Giiltigkeit ohne Riicksicht auf die Art der auszugleichenden Gréflen, nur
muf} man fiir eine konsequente Verwendung von Mafeinheiten bei sdmili-
chen in der Ausgleichung vorkommenden Rechenoperationen [einschlieflich
der Gewichisbemessung nach (1)] sorgen.

Es stellt sich die Frage nach der Interpretation des aus der Ausglei-
chung resultierenden mittleren Fehlers der Gewichtseinheit (m,), wenn es
sich um dimensionsverschiedene Mef3gré3en handelt. Die Antwort hierauf
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ergibt sich aus der generellen Regel, dal sich der Gewichtseinheitsfehler
auf eine fiktive Beobachtung bezieht, die dadurch charakterisiert ist, daB
fiir sie das Gewicht den Wert eins annimmt. In dem Fall, wo die Gewichte

1 c
gleich — beziehungsweise — festgesetzt sind, wird p =1 fir m = 1
m2 m2

beziehungsweise m = 4/c. Hieraus folgt, daB mo sich auf eine fiktive
Beobachtung bezieht, deren mittlerer Fehler gleich eins beziehungsweise
v/¢ ist; das heiBt, der Erwartungswert fiir my ist gleich eins beziehungsweise
\Ve.

Durch diese Feststellung eréfinet sich eine wertvolle Kontrollméglich-
keit der A-priori-Schitzung der mittleren Fehler der auszugleichenden
MeBgrofen und folglich auch der Gewichtsfixierung. Wir werden spiiter
(siehe 4.1) auf diese Méglichkeit zuriickkommen.

3. Die ausgefiihrte numerische Untersuchung

3.1. Priifanordnung

Die verwendete Priiftechnik ist die gleiche wie die, welche in [4] benutzt
wurde. Fiir ndhere Einzelheiten wird auf [4] verwiesen, so da3 wir uns
hier auf eine Zusammenfassung beschrinken koénnen. Kurz gesagt besteht
die Technik darin, daB die Ausgleichung auf bekannten Daten basiert wird,
sowohl in bezug auf das Beobachtungsmaterial als auch auf den durch
die Ausgleichung zu bestimmenden Groflenkomplex. Das Beobachtungs-
material wird anhand einer normalverteilten Grundgesamtheit mit be-
kanntem mittleren Fehler erzeugt, und die wahren Werte der Elemente
des Gréolenkomplexes werden im voraus gewihlt. Damit ist das Ausglei-
chungsfazit bekannt und die Grundlage zum exakten Test des Ausglei-
chungsergebnisses geschaffen.

In der vorliegenden Arbeit wurde diese Technik in der Weise ausge-
nutzt, daB von gegebenen Werten der m, und m, (mittlerer Fehler der
Richtungen beziehungsweise Seiten) ausgegangen wurde, wodurch der
korrekte Wert des Gewichtsverhiltnisses zwischen Richtungen und Seiten
festgelegt wurde. Um Anhaltspunkte zur Beurteilung der Auswirkung
einer fehlerhaften Fixierung dieses Gewichtsverhialtnisses zu bekommen,
wurde eine Serie von Ausgleichungen mit sowohl korrekten als auch feh-
lerhaften Werten von p, : p, durchgefiihrt.

3.1.1. Die konstruierte Ausgleichungsaufgabe

Als Priifnetz wurde das in Abbildung 1 wiedergegebene Netz gewihlt, und
zwar in folgenden zwei Alternativen.

Alternative GN (gezwdngtes Netz). Hier besteht das Priifnetz aus den
drei Fixpunkten A, B und C und 12 Neupunkten. Die Probefigur setzt
sich aus lauter gleichseitigen und gleich grolen Einzeldreiecken zusam-
men, bei denen die Seitenlinge 5000 m betrigt. Das Netz wird durch
Kombination von Triangulierung (Richtungsmessungen) und Trilatera-
tion bestimmt. Auller den zwei Anschlurichtungen in jedem der Fix-
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punkte sind sdmtliche in der Abbildung angegebenen Richtungen gemes-
sen; das heiflt, es wurden nur die Richtungen zwischen Nachbarpunkten
gemessen, also keine ciibergreifenden» Visuren — es werden im ganzen
66 Richtungsmessungen. Bei der Trilateration sind ebenfalls nur Nach-
barseiten gemessen — im ganzen 30 Seiten. Das Netz enthilt somit
66 + 30 — 24 — 15 = 57 Uberbestimmungen (Freiheitsgrade).

Alternative FN (freies Netz). Die Alternative GN diirfte repriasentativ
fur gezwingte Netze sein, indem hier das Neupunktsystem in ein Fix-
punktdreieck eingezwingt wird. Um die Méglichkeit zu beriicksichtigen,
daB sich die Auswirkung fehlerhafter Gewichtsansetzungen in freien Net-
zen anders (und wahrscheinlich kritischer) gestaltet als in gezwangten
Netzen, wurde zusitzlich die Alternative FN, charakterisiert dadurch,
daB hier B als Neupunkt auftritt, untersucht. Aulerdem unterscheidet
sich die Alternative FN von GN dadurch, daB3 bei FN als AnschluBrich-
tung nur die gegenseitige Richtung A-C beobachtet ist (das heiflt keine
Visuren zwischen A und B beziehungsweise B und C). Die Alternative FN
enthilt im ganzen 62 Richtungs- und 30 Seitenmessungen, das heifit
62 + 30 — 26 — 15 = 51 Freiheitsgrade.

3.1.2. Das Beobachtungsmaterial

Im vorliegenden Fall mull man iiber zwei Grundgesamtheiten verfii-
gen, und zwar eine fiir die Richtungen und eine fiir die Seiten. Den be-
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nutzten zwei normalverteilten Grundgesamtheiten wurden die Parame-
terwerte
my= 3°° und m, = 2 cm

zugrunde gelegt. Die gewidhlten Werte bedeuten ungefidhr die gleiche
lineare Genauigkeit der Richtungen und Seiten (die zum m, = 3° ent-
sprechende lineare Genauigkeit fiir eine Seitenliinge gleich 5000 m betrigt
2,36 cm). Als Malleinheiten wurden cc und em gewihlt. Bei der Fixierung
der Gewichte auf Grund von

c
P
wurde ¢ gleich m,? gewihlt, was
m,?
pr=1und p, = — = 2,25
ms

bedingt.

Auf Grund der zwei konstruierten, normalverteilten Grundgesamthei-
ten, die dadurch gekennzeichnet sind, da3 ihren einzelnen Gliedern die
gleiche mathematische Wahrscheinlichkeit zukommt, wurde das Beob-
achtungsmaterial erzeugt. Dies wurde durch eine Zufallsauswahl unter
den zwei, jede aus 200 Elementen bestehenden, Grundgesamtheiten be-
werkstelligt. Sdmtliche Operationen, die in der verwendeten Prifungs-
anordnung enthalten sind (das «Komponieren» des Beobachtungsmate-
rials, die Ausgleichung des Netzes sowie die Ermittlung der verschiedenen
Groflen, die in der nachfolgenden Genauigkeitsanalyse gebraucht werden),
wurden zu einem vollautomatischen Rechenvorgang programmiert und
mittels einer elektronischen Rechenanlage durchgefiihrt.

Fiir jede der zwei Alternativen wurde das Netz in der skizzierten
kiinstlichen Weise insgesamt 25mal «beobachtet».

Auf Grund jeder einzelnen der 25 separaten und unabhingigen Beob-
achtungsserien, jede Serie bestehend aus 66 Richtungen und 30 Seiten
(Alternative GN) beziehungsweise 62 Richtungen und 30 Seiten (Alter-
native FN), wurde das Netz 5mal ausgeglichen (vermittelnde Ausglei-
chung). Dies geschah jeweils auf Basis derselben Beobachtungen, jedoch
unter Zugrundelegung verschiedener Gewichte, und zwar wurden fol-
gende 5 Gewichtsalternativen gewihlt (p, tiberall gleich eins)

m;,?

Ps = ms? = 0,0 = 1,0 = 2,25 = 4,0 = 9,0,

das heiflt mit einem ziemlich weiten «Gewichtsspektrum» beiderseits des
unterstrichenen korrekten Wertes.

3.2. Die Auswirkung der Gewichtsfixierung auf die Lagegenauigkeitl

Das Testnetz wurde also fiir jede der Alternativen GN und FN ins-
gesamt 125 mal separat ausgeglichen. Hierbei wurden jedesmal auler dem
Gewichtseinheitsfehler m, ebenfalls die wahren Lagefehler der Neupunkte
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ermittelt (als provisorische Werte der Koordinatenunbekannten wurden
die wahren Werte derselben gewihlt, so daf3 die durch die Ausgleichung
erhaltenen Werte der Unbekannten mit den wahren Koordinatenfehlern
der Neupunkte identisch sind), auf Grund welcher sich der quadratische
Mittelwert der Lagegenauigkeit simtlicher Neupunkte ergab (n = Anzahl

der Neupunkte):
]/28’2 ]/ et
mp = = - T
n n

Dabei sind & und e, die wahren Koordinatenfehler und &, der entspre-
chende Lagefehler. Der quadratische Mittelwert der empirischen e,
diirfte das am meisten addquate kollektive MaB der tatséchlichen Genau-
igkeit bei Punktbestimmungen sein.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Die hier ange-
gebenen Werte sind quadratische Mittelwerte 25 separater Ausgleichun-
gen.

Tabelle 1: Die Punktlagegenauigkeit u. a. m.

Netz- Gewichtsalternative p, : p,
alter-
native 1:0,5 1:1 1:2,25 1:4 1:9
mp 2,16 cm 1,90 cm 1,82 ecm 1,92 em 2,25 cm
(18,7%) (4,4%) (5,6 %) (23,6%)
GN Mp 2,11 em 2,03 em 1,90 e 1,79 em 1,01 cm
Mo 2,44cc 2,65¢¢ 2,99cc 3,28¢cc 3,79¢cc
mp 3,12 cm 2,74 cm 2,565 em 2,61 ecm 2,91 em
(22,2%) (7,2%) - (2,4%) (14,0%)
FN Mp 3,26 cm 3,04 cm 2,74 em 2,56 em 2,23 em
myg 2,45¢¢ 2,68¢cc 3,04¢cc 3,35¢¢ 3,87¢cc

Zunichst werden wir die Aufmerksamkeit auf die festgestellte tatsich-
liche Lagegenauigkeit my, welche anhand von 25 x 12 = 300 (Alterna-
tive GN) beziehungsweise 25 x 13 = 325 (Alternative FN) Einzelwerten
ermittelt wurde, richten. Was hier vor allem auffillt, ist die Tatsache,
daB die quantitative Auswirkung der Fixierung des Verhdltnisses zwischen
Richtungs- und Streckengewichten auf die Lagegenauigkeit der Neupunkte
so geringfiigig ist. Sie ist gewil} viel geringer, als die meisten sich im voraus
haben vorstellen kénnen. Freilich ist die gréBte Genauigkeit (mp =
1,82 cm beziehungsweise 2,55 cm) bei der Verwendung des korrekten
Wertes dieses Verhiltnisses zu verzeichnen. Recht massive Abweichun-
gen vom korrekten Wert (1 <- 2, 25 — 4) haben jedoch nur geringfiigige
Genauigkeitsverluste zur Folge (die prozentualen Ausschlige der aus den
falschen Gewichtsalternativen resultierenden m, im Vergleich zur kor-
rekten Gewichtsalternative sind in Klammern angegeben). Erst bei so
groBlen Abweichungen vom korrekten Gewichtsverhiltnis, wie sie in der
Praxis normalerweise nicht zu befiirchten sind, nimmt der Genauigkeits-
verlust eine Grolenordnung an, die bedenklich erscheint.
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Weiter ist ersichtlich, daB3 die Vermutung, daB in freien Netzen die
Gewichtsfixierung sich kritischer gestaltet als in gezwingten Netzen,
keineswegs durch das Ergebnis der numerischen Untersuchung bestitigt
wird.

3.3. Die Auswirkung der Gewichisfixierung auf die empirischen Werte des
miltleren IFehlers der Gewichitseinheit

Die aus den Ausgleichungen resultierenden Werte des mittleren Feh-
lers der Gewichtseinheit mp sind der Tabelle 1 zu entnehmen. (Die ange-
gebenen Werte sind quadratische Mittelwerte der mp aus den 25 Aus-
gleichungen. Die Einzelwerte der my sind der spiteren Tabelle 3 zu ent-
nehmen.)

Fiir die korrekte Gewichtsansetzung ist eine iiberzeugende Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung festzustellen (m, = 2,99¢
beziehungsweise 3,04¢ statt des wahren Wertes in = 3,00¢).

Weiter ist aus den empirischen Werten der myp ersichtlich, da3 fehler-
hafte Gewichtsansetzungen auch fehlerhafte Werte des mittleren Fehlers
der Gewichtseinheit zur Folge haben, und zwar in der Weise, dal3 fur
Pr : Ps > Dr: ps die Beobachtungsgenauigkeit iiber- und fiir p,: ps <
Pr ¢ Ps unterschitzt wird (hier und im nachfolgenden werden wahre Werte
durch Uberstreichen gekennzeichnet).

3.4. Die Auswirkung der Gewichisanselzung auf die Schdtzwerte der Punkt-
genauigkeit

Einerseits interessiert hier, wie sich die tatsichliche Lagegenauigkeit
zu den durch die Ausgleichung ermittelten Schiitzwerten derselben und
andererseits zu der theoretisch zu erwartenden Genauigkeit verhilt.

Die Ubereinstimmung zwischen tatsiichlicher und geschitzter Genauig-
keit kommt durch den Vergleich der empirischen mp, mit den entspre-
chenden theoretischen Werten der mittleren Punktfehler zum Ausdruck.
Letzterer driickt ndmlich die Lageunsicherheit der Neupunkte explizit
aus, und zwar in der Bedeutung vom Abstand zwischen korrekter und
tatsachlicher Punktlage.

Die erforderlichen Daten zur Ermittlung der mittleren Punktfehler,
gegeben durch

Mp = Mo A/Qux + Qyy (b2w. Mp = My 4/Qux + Q) (2)

sind der Tabelle 2 zu entnehmen. In (2) bedeutet M, der sich aus der
Ausgleichung ergebende Schiitzwert des mittleren Punktfehlers, wihrend

M, der entsprechende Erwartungswert ist.

Die in der Tabelle angegebenen Mittelwerte sind Mittelwerte der Ge-
wichtskoeffizienten der mittleren Punktfehler sdmtlicher Netzpunkte.
Mp = Mo/ Qppmine Stellt somit das reprisentativste GenauigkeitsmaB des
Netzes als Ganzes dar und sollte demnach unmittelbar mit den empiri-
schen Werten der m, vergleichbar sein.
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Tabelle 2: Die Gewichtskoeffizienten der mittleren Punktfehler
(@pp = Qxx + Qyy)

Netz- Gewichtsalternative
alter- Punkt
native 1:0,56 1:1 1:2,25 1:4 1:9
1,2,6,9,10,12 0,7100 0,5500 0,3802 0,2801 0,1699
3, 5,11 0,9050 0,7063 0,4872 0,3550 0,2093
GN 4,7, 8 00,6760 0,5352 0,3783 0,2818 0,1713

Mittel der Qpp 0,7503 0,56854 0,4065 0,2993 0,1801

B 5,2275 3,7331 2,3711 1,6315 0,8881

1, 2 2,9063 2,0562 1,2854 0,8782 0,4779

3,6 1,7755 1,2829 0,8235 0,5747 0,3221

4 1,5967 1,1477 0,7337 0,56120 0,2876

FN 6, 9 0,9567 0,7120 0,4761 0,3442 0,2041
7,8 1,0520 0,7826 0,5289 0,3857 0,2296

10, 12 0,8463 0,6438 0,4461 0,3315 0,2035

1 1,1273 0,8572 0,56905 0,4337 0,2585

Mittel der Qpp 1,7712 | 1,2841 | 0,8320 | 0,5861 | 0,3314

Der Vergleich der m, und M, in Tabelle 1 148t auf eine recht befrie-
digende Ubereinstimmung zwischen tatsiichlicher und geschitzter Ge- .
nauigkeit (abgesehen von der Gewichtsalternative p, : p, = 1 : 9) schlie-
Ben. DaB} dies auch in den Féllen mit fehlerhaften Gewichtsbemessungen
zutrifft, hingt damit zusammen, daB die durch die fehlerhafte Gewichts-
fixierung entstandene Verfilschung von mo und diejenige von Qp, jeweils
in die entgegengesetzte Richtung zielt, so daf3 der Effekt auf M, = mo
v/ Qpp teilweise ausgeschaltet wird. '

Die niichste Frage betrifft die Ubereinstimmung zwischen der tatsich-
lichen und der theoretisch zu erwartenden Genauigkeit der Neupunkte.
Es liegt in der Natur der Sache, da3 diese Frage nur fiir die korrekte Ge-
wichtsalternative sinnvoll ist. Im vorliegenden Fall, wo der wahre Wert
von m, bekannt ist, 146t sich der mit dem empirischen m, korrespondie-
rende wahre Wert mittels (2) ermitteln.

Alt. GN: M, = il 4/0,4065 = 1,9 cm (empirischer Wert = 1,8 c¢m)

Alt. FN: M, = i 1/0,8320 = 2,7 cm (empirischer Wert = 2,6 cm)

Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung muf als recht
zufriedenstellend bezeichnet werden.

Hierdurch wird indirekt die Tatsache, dal das Genauigkeitsmaf, der
mittlere Punktfehler, die Lagegenauigkeit bei einer Punktbestimmung
explizit ausdriickt, bestitigt, und zwar als Abstand zwischen der wahren
und der aktuellen Punktlage in der Bedeutung vom mittleren Fehler.
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4. Nachtrdglicher Nachweis fehlerhafter Gewichtsfixierungen

Jede in Frage kommende Methode zur nachtriglichen Priifung der Rich-
tigkeit der Gewichtsansetzung lduft auf irgendeine Untersuchung hinaus,
ob die A-priori-Schdtzung der mittleren Fehler, auf welcher die Gewichts-
fixierung basiert, durch die Ausgleichung bestditigt wird.

4.1. Vergleich des empirischen Wertes des milttleren Fehlers der Gewichts-
einheit mit dem Erwartungswert desselben

Durch die anfinglich festgestellte Tatsache, daB der mittlere Fehler
der Gewichtseinheit einen gegebenen Erwartungswert besitzt, nidmlich
den Wert eins (fiir p = 1 : m®) beziehungsweise 4/¢ (fiir p = ¢ : m?) er-
offnet sich unmittelbar eine Testmaoglichkeit, die sich sehr bequem ge-
staltet, nicht zuletzt deshalb, dal} die hier zu priifende GréB3e ohnehin
berechnet und vorhanden sein wird.

Nach diesem Kriterium fiihren Abweichungen des aus der Ausgleichung
resultierenden Wertes des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit vom theore-
lischen Erwartungswert desselben, die sich mit der Konfidenz des ersteren
nicht vereinen lassen, zur Ablehnung der A-priori-Schétzung der mittleren
Fehler der auszugleichenden Mefgrofien und demnach zur Ablehnung der
der Ausgleichung zugrunde liegenden Gewichtsbemessung.

Betrachten wir zunichst die mathematische Seite dieses Testes. Mit
Ausgangspunkt in der fundamentalen Beziehung zwischen X2 einerseits
und dem empirischen Wert des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit
(m,), dem wahren Wert desselben (in1) und der Anzahl der Uberbestim-
mungen (ii) andererseits

9 . Me?
==
findet sich m, =iy /X 3)

m
Die hier zu priiffende Hypothese lautet
mo = 1 bzw. 1/c.

Auf Grund von (3) lassen sich nun mittels der y2-Verteilung «Akzeptie-
rungsbereiche» fiir den empirischen Wert von mo errechnen, so dafi die
Hypothese abzulehnen ist, falls' me aulerhalb fillt.

Um Anhaltspunkte zur Beurteilung der Effektivitit dieses Testes zu
bekommen, werden wir ihn auf das vorliegende Material anwenden; wir
sind ja in der einmaligen Lage, dal uns das «Fazit» im voraus bekannt ist.
Zu diesem Zweck sind die unter Zugrundelegung verschiedener Irrtums-
wahrscheinlichkeiten (Signifikanzniveaus) mathematischen Kriterien fiir
die Akzeptierung der empirischen Werte der m,, falls die Hypothese zu-
trifft, in Tabelle 3 aufgefithrt (zweiseitige Fragestellung).
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Tabelle 3: Akzeptierungsbereiche des empirischen Wertes des mittleren Fehlers der

Gewichtseinheit 3
Signi- Netzalternative
fikanz-
niveau GN FN
0,279 2,18 << my < 3,86 2,14 < my < 3,91
1% 2,29 < mp << 3,73 2,25 < mg < 3,77
59, 2,45 < my < 3,565 2,42 < mg < 3,58
109, 2,63 < my < 3,45 2,61 < mg < 3,48

Weiter sind der Tabelle 4 die fiir jede Gewichtsalternative aus den insge-
samt 250 Ausgleichungen resultierenden Einzelwerten der m, zu entneh-
men. '

Tabelle 4: Die HEinzelwerte der mittleren Fehler der Gewichtseinheit

Nr. GN
der
Ausgl. 1:0,5 1:1 1:2,25 1:4 1:9

1 2,38 (c) 2,64 3,07 3,49 (d) 4,22 (a)
2 2,75 2,98 3,31 3,58 (c) 4,17 (a)
3 2,60 2,82 3,15 3,43 3,93 (a)
4 2,45 (c) 2,66 3,03 3,38 3,98 (a)
5 2,21 (b) 2,42 (c) 271 2,95 3,30
6 2,43 (c) 2,60 2,87 3,13 3,60 (c)
g 2,67 2,87 3,16 3,41 3,86 (a)
8 2,73 2,97 3,39 3,77 (b) 4,44 (a)
9 2,20 (b) 2,37 (c) 2.64 2,90 3,45

10 2,33 (c) 2,47 (d) 2.67 2,84 3,11

11 2,10 (a) 2,40 (c) 2,85 3,22 3,80 (b)

12 2,35 (c) 2,61 3,03 3,44 4,17 (a)

13 2,47 (d) 2,92 3,06 3,32 3,71 (c)

14 2,24 (b) 2,47 (d) 2,84 3,16 3,68 (c)

15 2,44 (c) 2,61 2,91 3,20 3,75 (b)

16 2,45 (c) 2,67 3,00 3,26 3,66 (c)

17 1,94 (a) 2,07 (a) 2,27 (b) 2,44 (c) 2,72

18 2,13 (a) 2,39 (c) 2,81 3,19 3,82 (b)

19 2,37 (c) 2,53 (d) 2.7 2,98 3,35

20 2,54 2,82 3,22 3,54 (d) 4,06 (a)

21 3,17 3,39 3,75 (b) 4,10 (a) 4,74 (a)

22 3,01 3,24 3,60 (c) 3,91 (a) 4,47 (a)

23 2,63 2,81 3,12 3,37 3,77 (b)

24 1,99 (a) 2,18 (a) 2,48 (d) 2,77 3,29

25 1,91 (a) 2,12 (a) 2,44 (c) 27 3,26
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Nr. FN
der
Ausgl. 1:0,5 1:1 1:2,25 1:4 1:9

1 2,22 (b) 2,40 (c) 2,71 2,99 3,48
2 2,87 3,07 3,38 3,67 (c) 4,18 (a)
3 2,74 2,89 3,13 3,33 3,67 (c)
4 2,53 2,73 3,00 3,21 3,53 (d)
5 2,24 (b) 2,57 3,13 3,62 (c) 4,43 (a)
6 2,32 (c) 2,56 2,97 3,34 3,96 (a)
7 2,46 (d) 2,66 2,97 3,23 3,71 (¢)
8 2,79 3,04 3,42 3,72 (c) 4,19 (a)
9 2,27 (c) 2,54 2,91 3,22 3,72 (¢)

10 2,07 (a) 2,31 (c) 2,66 2,95 3,40

11 2,03 (a) 2,33 (c) 2,77 3,15 3,85 (b)

12 1,88 (a) 2,03 (a) 2,27 (c) 2,49 2,90

13 2,77 3,05 3,44 3,74 (c) 4,19 (a)

14 2,40 (c) 2,65 3,10 3,54 (d) 4,40 (a)

15 2,17 (b) 2,45 (d) 2,87 3,22 3,78 (b)

16 2,45 (d) 2,72 3,16 3,58 (c) 4,39 (a)

17 2,49 (d) 2,72 3,10 3,46 4,05 (a)

18 1,99 (a) 2,20 (b) 2,53 2.82 3,32

19 2,17 (b) 2,39 (c) 2,75 3,05 3,51 (d)

20 2,51 (d) 2,71 3,06 3,37 3,90 (b)

21 2,53 2,73 2,99 3,19 3,46

22 3,32 3,50 (d) 3,80 (b) 4,06 (a) 4,47 (a)

23 2,92 3,22 3,63 (c) 3,96 (a) 4,43 (a)

24 2,64 2,82 3,10 3,34 3,68 (c)

25 1,97 (a) 2,20 (b) 2,57 2,92 3,51 (d)

In der Tabelle sind diejenigen Werte, die schon auf dem 0,27 9,-Niveau
unakzeptabel sind, mit einem a gekennzeichnet. Die zusitzlichen unak-

zeptablen Fille, bedingt durch den Ubergang vom 0,279%- zum 19,-

Niveau, sind mit einem b versehen. In der gleichen Weise zeigen ¢ und d
die zusiitzlichen unakzeptablen Fille beim Ubergang vom 19,- zum 5 9-
Niveau beziehungsweise vom 5 9%,- zum 10 9;-Niveau.

Die Ergebnisse des Testes des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit
fiir beide Netzalternativen zugleich sind in Tabelle 5 zusammengestelit.

Tabelle 5. Status des Nachweises fehlerhafter Gewichtsbemessungen

i onifik Anzahl korrekt abgelehnter Falle Zu Unrecht
Signifikanz- abgelehnte
niveau 1:0,5 1:1 1:4 1:9 1:2,25-Falle
59, 28 14 12 35 7




Der Tabelle 5 ist zu entnehmen, da@3 bei vergroerter Irrtumswahrschein-
lichkeit eine entsprechende VergréBerung der Anzahl aufgedeckter, ge-
wichtsfalscher Fille zu verzeichnen ist. Die Medaille hat aber leider eine
- Riickseite, die darin besteht, dafl das vergroBerte Aufdeckungsvermogen
nur auf Kosten eines entsprechend groBeren Risikos fiir das Verwerfen
korrekter Gewichtsfille zu gewinnen ist.

Die tbliche «geodétische» Sicherheit (0,27 9,) zeichnet sich insofern
vorteilhaft aus, da3 bei ihr iiberhaupt kein Fehler erster Art auftritt,
dafiir mehrere Fehler zweiter Art als bei den gréf3eren Signifikanzniveaus.

Weiterhin ist ersichtlich, dal ohne Riicksicht auf die Grof3e des zu-
grunde gelegten Signifikanzniveaus das Aufdeckungsvermogen fehler-
hafter Gewichtsansetzungen mit der Groe der letzteren zunimmt.

Im ganzen gesehen mufl die Bilanz des ausgefithrten Kontrolltestes
eher als wenig ermutigend bezeichnet werden und diirfte die SchluB3fol-
gerung rechtfertigen, dal in der Praxis mit der Moglichkeit des Nach-
weises fehlerhafter Gewichtsbemessungen wohl kaum zu rechnen ist. Auf
jeden Fall dann nicht, wenn sich die begangenen Fehler der Gewichts-
ansetzung innerhalb verniinftiger Grenzen halten, und dies ist ja in der
geoditischen Praxis gerade der interessante Fall (fiir die méBigen fehler-
haften Alternativen 1:1 und 1:4 sind ja zusammen nur 8 (bei 0,27 9%),
11 (bei 19%,), 26 (bei 5%) und 34 (bei 109,) Fille aus den insgesamt
100 Fehlerfillen nachgewiesen worden, wihrend der Rest zu den extremen
Alternativen 1:0,5 und 1:9 gehort).

Das hier festgestellte Versagen des Nachweises fehlerhafter Gewichts-
fixierungen und der frither konstatierte geringfiigige EinfluB der Ge-
wichtsstipulierung auf das Ausgleichungsergebnis hingen natiirlich eng
zusammen (hat folglich etwa nichts mit Unzuldnglichkeiten des verwen-
deten Testverfahrens zu tun). Es handelt sich in Wirklichkeit um zwei
Seiten desselben mathematischen Sachverhalts.

a. Schluffolgerungen

Die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung bestitigen, da8 auf dem
Gebiet der trigonometrischen Punktbestimmung durch Kombination
von Triangulierung und Trilateration die Gewichtsfestsetzung innerhalb
ziemlich weiter Grenzen ganz geringfiigige genauigkeitsmifige Auswir-
kungen zur Folge hat. Diese Feststellung bezieht sich vor allem auf die
Fixierung des Gewichtsverhiltnisses zwischen den als gleich genau be-
obachteten Richtungen einerseits und den ebenfalls gleich genau gemes-
senen Strecken andererseits. Es besteht jedoch wenig Grund anzuneh-
men, daf sich interne fehlerhafte Gewichtsbemessungen quantitativ an-
ders auswirken wiirden.

Fiir die Praxis ist hieraus die Lehre zu ziehen, da3 eine allzu spitzfindige
Gewichtsansetzung der Miihe nicht wert ist. Bei der Ausgleichung kom-
binierter Netze sowie polygonaler Ziige und Netze diirfte es in vielen
Fillen erlaubt sein, nach zweckmiBiger Abstimmung der Berechnungs-
einheiten, sdmtliche Gewichte gleichzusetzen. Die Voraussetzung fiir
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diese Vereinfachung, die wesentliche Erleichterungen hinsichtlich der
Rechenprozedur mit sich fiithrt, ist, daB die MaBeinheiten der Richtungen
(beziehungsweise Winkel) und Strecken in der Weise gewihlt werden,
dal3 ausgedriickt in diesen Einheiten

1

= = das heil3t m, ~ m, wird.
my ms

Beispiel der Ausgleichung kombinierter Netze: m, = 4°® und m, = 30 mm.
Abgestimmte Berechnungseinheiten sind hier ¢c und cm. In Anbetracht
der in der vorliegenden Untersuchung festgestellten ziemlich weitgehen-
den Unbeeinfluibarkeit der Punktgenauigkeit der Gewichtsfixierung ge-
geniiber diirfte hier der korrekte Wert p,:p, = 9:16 ohne Bedenken
durch den Néherungswert p, : p, = 1 ersetzt werden. .

Beispiel der Ausgleichung polygonaler Nefze: m, = 30°° und ms =
20 mm. Abgestimmte Berechnungseinheiten sind hier cc und mm bezie-
hungsweise 10°¢ und cm.

Weiterhin hat sich herausgestellt, da3 der Nachweis eines fehlerhaften
Ansatzes des Gewichtsverhéltnisses p, : ps auf Grund des Ausgleichungs-
ergebnisses dermaflen unsicher ist, dall man in der Praxis davon absehen
kann. Erst wenn die Fehler der Gewichtsansetzung so grole Werte an-
nehmen, daf} sie als praktisch unrealistisch gelten kénnen, manifestieren
diese sich an dem Ausgleichungsergebnis derart, da3 statistische Priif-
verfahren mit ziemlicher Sicherheit angewandt werden konnen.

Die SchluBfolgerung, daB das Gewichtsverhiltnis zwischen Richtung
und Distanz relativ wenig Einflul auf das Resultat ausiibt, hat sich an
einem vollkommen symmetrischen Beispiel ergeben. Die Frage ist daher
naheliegend, ob nicht bei stark unsymmetrischer geometrischer Netzform
oder bei unsymmetrischer Verteilung von Distanzen und Winkeln die
Sache anders aussieht. Es ist anzunehmen, dal bei ungiinstigem Zusam-
menwirken der genannten Faktoren die SchluB3folgerungen ein wenig
modifiziert werden miissen, grundsétzlich édndern werden sie sich aber
nicht. In einer vom Verfasser noch nicht publizierten Studie wird sich
nimlich zeigen, daf3 die in der vorliegenden Arbeit festgestellte Tendenz
sich in eine weit umfassendere Gesetzmifligkeit einfiigt, die darauf hin-
auslduft, daB ganz allgemein die Gewichtsbemessung das Ergebnis einer
Ausgleichung recht wenig beeinflufit.
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Sur I’analogie entre les caleuls de réseaux télémétriques
et les systémes hyperstatiques

par A. Ansermet

Zusammenfassung
Es kann die Berechnung eines cunbestimmten» Fachwerksystems mit der
Ausgleichung eines Streckennetzes verglichen werden. In den Verbesse-
rungsgleichungen sind Absolutglieder. In einer neuen Loésung, welche
eine bedeutende Rolle spielt, sind keine Absolutglieder in den Gleichun-
gen, welche die elastischen Stablingeninderungen ausdriicken. Eine
‘Wahl zwischen den beiden L.osungen ist nicht leicht.

Résumé
Une comparaison peut étre établie entre le calcul de réseaux télémétriques
et de systémes articulés hyperstatiques. Les équations amélioratrices
contiennent des termes absolus. Il n'y a pas de termes ahsolus dans les
équations exprimant les variations de longueurs des barres; une telle
solution est nouvelle et joue un role important. Un choix n’est pas facile
a faire entre ces deux solutions.

Généralités
Dans le numéro de février dernier de la présente Revue quelques lignes

furent consacrées a la matrice dite de rigidité (Steifigkeitsmatrix); les
ingénieurs-géoméetres et du génie rural sont familiarisés avec ces calculs
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