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Einiges iiber die Fehlerfortpflanzung bei Absteckungen .
mit Winkeln

B. Schmutter

Résumé

Au début, la géométrie du probléme est discutée. Les formules concer-
nant la corrélation entre les points voisins sont déduites. Les formules
sont valables pour le calcul des éléments de piquetage et le calcul de
propagation des erreurs. En plus, une discussion des erreurs est formulée,
et I'influence des mesures de cordes et des directions sur I’exactitude des
coordonnées est démontrée. ‘

1. Einleitung

Die Fehlerfortpflanzung lings gemessenen Strecken wurde bis jetzt nur
fir Polygone umfassend untersucht. Auf die Genauigkeit anderer Ab-
steckungsmethoden wurde in der Fachliteratur der Vermessungskunde
nur selten eingegangen. Dieser Aufsatz versucht einige dieser Probleme
zu behandeln. ‘ '

Das Endresultat einer Genauigkeitsuntersuchung sind Formeln fiir
Genauigkeitsabschitzungen, das hei3t die Berechnung mittlerer Fehler
von Koordinaten, oder die Bestimmung von Fehlerellipsen fiir jeden
Punkt entlang der abgesteckten Kurven. Solche Formeln kénnen dann
abgeleitet werden, wenn der Zusammenhang zwischen den Koordinaten
X, Y eines beliebigen Punktes auf der Kurve und den Bestimmungs-
groBen dieses Punktes bekannt sind.

2. Die Geomelrie des Problems

Ein Punkt P; auf einer Kurve sei bestimmt durch den Schnitt einer
Geraden mit einem Kreis. Der Strahl gehe durch einen Anfangspunkt (im
allgemeinen ein Berithrungspunkt an den Kreis), und den Punkt P;.
Der Kreis gehe durch den vorangehenden Punkt P;_; und sei definiert
durch einen Radius a, der gleich ist der Sehne, welche die zwei aufein-
anderfolgenden Punkte P; _; P; verbindet (siehe Figur 2.1).

37



Die Kurve wird in Beziehung gebracht mit einem Koordinatensystem
X, Y, dessen Ursprung der Berithrungspunkt T ist und dessen X-Achse
mit der Tangente an den Kreis zusammenfillt.

Y a2

M

Figur 2.1

Die Beziehungen zwischen den gemessenen Werten «;, a; und den Koor-
dinaten eines Punktes P; sind:

Yi=tanw X;: = K; X;

a?=(Xi— X;_ 1) +(Y:i—Y;_1)? (23)

Das System (2.1) kann auch in folgende Form umgeschrieben werden:

'= (KiY; 1+ Xi )+ V(K Y+ X )2 — (1+ K (XE_ + YI_1— ad)

Xi
1+ K32
(2.2)
. Y= K; X;
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist wie folgt definiert:
A= (1 +Ki2) a2—(K.-X,-_1— Yi_l)z (2.3)
Entsprechend der Figur 2.1 kann man auch schreiben:
sin o
KiXi_ 1—Y; 1=a (2.4)
COoS o;

wo d der Winkel zwischen der Geraden T P; und der Sehne ist. Demnach
nimmt die Formel (2.3) die folgende Form an:

y a? cos?é
. ~ T cos? o (2.9)

Das Einsetzen des Wertes 4 gemiB der Formel (2.5) in die Formel (2.2
ergibt: _
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1
X = —2—sin2aiY,-_1 + cos?a; X;_ 1+ cosaicosd a
; (2.6)
Y= ?sin2aiX;_1 + sin?e; Y; 1 + sin oz cos & a

Die Ausdriicke (2.6) zeigen die Abhiingigkeit zwischen den Koordinaten
aufeinanderfolgender Punkte, die von der Absteckungsmethode herriihrt.
Diese Formeln sind fiir die Genauigkeitsuntersuchung besonders geeignet.
Der Winkel 4 in den obigen Formeln hiingt von der Art der Kurve ab.
Hier wird nur die Klothoide behandelt; die Resultate der Uberlegungen
sind jedoch auch fiir den Kreis giiltig. '

Fiir die Klothoide wird der Winkel é (siehe Figur 2.2):

/

Figur 2.2

Yi— Y.

0 =ywi— ai = ypi — —(gi— = arc sin (A_a)

_ 9

- (2.7)

Das Argument der arc-sin-Funktion und der Winkel ¢; ergeben sich aus
den Eigenschaften der Klothoide. Mit guter Anniherung kann man die
GroBe & wie folgt ausdriicken: '

8 =2 — 3a, (2.8)

wo a1 der Winkel fiir die Absteckung des ersten Punktes ist.

Um die Genauigkeitsuntersuchung zu vereinfachen, nehmen wir eine
weitere Approximation vor: cos § ~ cos a;. Diese Anndherung ist aus
zwei Griinden gestattet: Erstens sind beide Winkel 6 und «; klein, und
zweitens ist cos 4 nur mit der Sehne zu multiplizieren. Mit dieser Approxi-
mation nehmen die Ausdriicke (2.6) eine einfachere Form an:

1
X; = ?sin 20;Y;_1+cos?a; (X;_1+ a)
(2.9)

1
Y;‘= ——2—Sin 2 oc.-(X,-_l + a) -+ sin? OC;'Y.'_.I
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Trotz den gemachten Approximationen ist das Resultat geniigend genau,
um diese Ausdriicke auch fiir Berechnungen von Absteckungsdaten an-
wenden zu konnen. Das folgende Beispiel illustriert die Schirfe der
Formeln.

Gegeben: Liange der Klothoide L = 100,0 m
Radius des Kreises R = 400,0 m
Linge der Sehne a = 10,0 m

Die Richtungswinkel «; sind entsprechend der Klothoidengleichung
definiert.

Tafel 2.1: Vergleich zwischen den Koordinaten laut Formeln (2.9) und den exakten
Klothoidenkoordinaten

Punkte Koordinaten entsprechend Exakte Klothoiden Differenzen
der Formel (2.9) Koordinaten
X (m) Y (m) X (m) Y (m) dX (m) dY (m)
1 10,000 0,004 10,000 0,004
2 20,000 0,033 20,000 0,033
3 30,000 0,112 30,000 0,112
4 39,999 0,267 39,999 0,267
5 49,996 0,521 49,995 0,521 0,001
6 59,990 0,900 59,998 0,900 0,002
7 69,979 1,429 69,974 1,429 0,005
8 79,960 2,133 79,949 2,132 0,011 0,001
9 89,929 3,036 89,908 3,035 0,021 0,001
10 99,881 4,164 99,844 4,162 0,037 0,002

3. Anwendung der Formeln (2.9) fiir die Analyse der Fehlerfortpflanzuing

Jede der Formeln (2.9) besteht aus zwei Gliedern. Das Glied, welches
die Y-Koordinate enthilt, ist klein im Vergleich zu dem X-Glied. Dies
kann durch folgende Beziehungen gezeigt werden:

1

—sin 2 ;'Yi_

sin? o; Y; 1 2 i 1 —t Yia
o cos?ai (X;_1+a) an a'_X.'_l-FE

sin2w; (X;_1+0a)

L\J}'—U

< tana;tane; 3 (3.1)

Die GroBlenordnung des Produktes tan«; tan«; _; ist im Grenzfalle 0,001;
daher kénnen die kleinen Glieder in den Formeln (2.9) vernachlissigt
werden:

Xi= cos? i (Xi_1+ a)

1 (3.2)
Y;=551n2ai(X;_1—|—a) 7
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Wenn die Formel fiir die X-Koordinate wiederholt angewendet wird,
ergibt sich:

i \ i i
Xi=am ] cos?ar+az(]cos?ar+ []cos2ox + ... aicos?2a; (3.3)
1 2 3

Das Differential d X; ist entsprechend der Formel (3.3):

; i
dX; = [] cos? o dai + [ ] cos? ax daz + ... cos? «; da;
1 2

:
— 2airtan oy [ | cos? o don
1

; ; i (3.4)
— 2astan o2 ( [1 cos2ar + [ ] cos? ock) dos
1 2

i f
— 2a;lan o (I_I cos2ar + [ ] cosZoy + ... cos? oci) dot;
1 2

Wegen der Kkleinen Winkel konnen alle Kosinusse im Ausdruck (3.4)
gleich 1 und die Tangenswerte gleich den Winkeln selbst gesetzt werden.
Wenn man zudem beachtet, dall alle Sehnen einander gleich sind, so
ergibt sich fiir das Differential d X :

dX;= Y, da; — 2a io; do; (3.9)
Der entsprechende Ausdruck fiir dY ist: '
X;
dY;,=tano;dX; + ———— du; (3.6)
cos? o;

Das zweite Glied des Produktes tan «;dX; ist eine Summe von Kkleinen
Elementen, deren jedes eine GréBenordnung von «? dx hat. Es ist leicht
einzusehen, dal3 diese Summe vernachlissigt werden kann. Es ergibt sich
dann fiir das Differential d Y der Ausdruck:

dY; = cx.:z da; + X;do; (3.7)

Bevor man von Differentialen zu mittleren Fehlern tibergeht, ist es notig,
das Absteckungsverfahren zu beschreiben. Die abgesteckte Kurve ist im
Felde mit Pfdhlen markiert. Es ist klar, da3 Pfihle keine scharf definierte
Punkte sind und daB sie fiir die Beurteilung der Absteckungsgenauigkeit
nicht geeignet sind. Scharf definierte Punkte werden leicht durch feine,
auf die Pfihle getragene Striche erreicht. Die Richtungsmessung kann
dann so ausgefithrt werden, da3 der fiir die Markierung verwendete Blei-
stift auf dem Pfahl aufgesetzt wird und so zur Zielung dient. Es muB
auch betont werden, daf3 bei den kurzen Zielweiten bei Absteckungs-
arbeiten die Genauigkeit der Richtungsmessung hauptséichlich von der
Grofle und der Schirfe des Zieles abhidngt. Nur wenn die Ziele klar defi-
niert sind, kann eine einheitliche Genauigkeit aller Richtungen ange-
nommen werden.
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Was die Sehnen betrifft, ist es erwiinscht, da} ihre Bestimmungs-
genauigkeiten derjenigen der Richtungen entsprechen. Wegen der kurzen
Abstinde kann man einen mittleren Fehler der Richtungsmessung von
2¢ annehmen, und daher kann der mittlere Fehler der Bestimmung der
Sehnen zu einigen Millimetern angenommen werden. Das wird nur dann
erreicht, wenn die Sehnen zwischen feinen Strichen bestimmt sind.

Somit werden von den Formeln (3.6) und (3.7) die Ausdrucke far die
mittleren Fehler der Koordinaten

mxf = img2 + 4 a2m,2 (c1? + 22 a2 + 32 a2 + ... 2 a?)

3.8
my? = i me® + Xi? m,} 25

Obwohl die Anniherung, die wir bis jetzt angenommen haben (wegen der
groBeren Richtungswinkel), nicht so streng fiir den Kreis wie fiir die
Klothoide gelten, sind die Formeln (3.8) fiir die Untersuchung der Fehler-
fortpflanzung gut geeignet, und sie konnen sowohl fiir die Klothoide
als auch fiir den Kreis angewandt werden. Alle Winkel o«; konnen mittels
~ des Winkels an ausgedriickt werden (wo a1 zur Absteckung des ersten
Punktes dient).

Fiir die Klothoide besteht die Beziehung o; = i2 o1, und fiir den Kreis
hat man «; = ion. Werden diese Werte in die Formel (3.8) eingesetzt, so
ergibt sich:

mx?2 = im.® + 4 a® an? m# (16 + 26 36 4 ... i%) Klothoide

3.9

mx? = im® 4 4 a® > m,2 (1* 4- 24 4 3% + ... i*) Kreis (3.9)
my? = % u? ma? + X2 m,} Klothoide

3.10

my? = Bai? m? + X;?m,? Kreis etlbl)

Die Formeln (3.9) und (3.10) kénnen wie folgt interpretiert werden: Der
mittlere Fehler der Abszisse hingt hauptsichlich von der Genauigkeit
der Sehnenmessung ab. Der Beitrag der Richtungsmessung [das zweite
Glied in Formel (3.9)] erreicht fiir die letzten Punkte der Kurve (dort, wo i
grof3 wird) einen bedeutenden Wert.

Der mittlere Fehler der Ordinate hingt hauptsichlich von der Rich-
tungsmessung ab. Auch hier nimmt das erste Glied der Formel (3.10) nur
dann einen meBbaren Wert an, wenn { gro8 wird, das heiB3t fiir die
letzten Punkte auf der Kurve. '

Der praktische Schluf3, den man aus der letzten Behauptung ziehen
kann, ist folgender: Wenn es auf die Form der Kurve ankommt, muf3 die
Genauigkeit der Richtungsmessung besonders beachtet werden, weil die
Ordinaten in diesem Fall von entscheidender Bedeutung sind.

Das untenstehende Diagramm illustriert die Folgerungen der Formel
(3.9). Das Diagramm stellt den mittleren Fehler der Abszissen entlang
der abgesteckten Klothoide dar. Die untere Kurve reprisentiert nur den
Anteil der Sehnenmessung, und die unterbrochenen Kurven stellen die
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Summen der beiden Glieder der Formel dar. Fiir die Berechnung der
Kurven sind folgende Werte angenommen worden: m, = 3 mm, m, =
2¢, a = 10,0 m, L = 100,0 m. Die Radien sind auf dem Diagramm ange-
geben.

J m, (mm) |
18- |
| | /$
16— Beitrag des Richtungsfehlers /1
ist unbedeutend | /%
s
14— | / o
| / s
17 | # R
/ s 54
| / a4
10 / 7
8_1
!
6- |
l
" |
24 I
I
r l 1 | 1 ] l L i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Diagramm 3.1

4. Zusammenfassung

Am Anfang wird die Geometrie des Problems diskutiert. Formeln, die die
gegenseitige Abhiingigkeit der Koordinaten benachbarter Punkte auf der
Kurve ausdriicken, werden abgeleitet. Diese Formeln sind sowohl fiir die
Behandlung der Fehlerfortpflanzung als auch fiir die Berechnung von
Absteckungsdaten (fiir die Klothoide) giiltig.

Im weiteren wird eine Fehlerdiskussion durchgefiihrt. Es wird auch
gezeigt, wie die Genauigkeit der Sehnen- und Richtungsmessung die
Koordinaten beeinfluf3t.
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