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Zur Frage der Konvergenz eines Iterationsverfahrens
der analytischen Fortsetzung nach unten

Hans-Jérg Goltschalk

Sind Schwerewerte Ag auf der x—y-Ebene gegeben, so lassen sich Schwere-
werte in Punkten P; mit der Hoéhe z; = z; (x, y) iiber der Ebene mit
Hilfe des sogenannten Fortsetzungsintegrals berechnen:

+00 400

Zi Ag
Ag; = ——dy d 1
i =5 e 1Y dx (1)

—00 —00

D = J/(x—x:)* + (y—y:)* + z:® bedeutet dabei den Abstand zwischen
Aufpunkt und Quellpunkt. Das Integral ist iiber die gesamte, unendlich
ausgedehnte x-y-Ebene zu erstrecken. Fiir die praktische Rechnung
teilt man das Integrationsgebiet in endliche Flichenelemente 4Ej auf,
denen entsprechende Schweremittelwerte Agr zugeordnet werden. Dann

wird aus (1)
Zi dy dx
Age = — — d mit
#=Tdn on ffAEk pe Gnem

Zi dy dx
L= dy dx. 1.1
k=2 ffAEk D® (1)

Agi = Y, Agr - aik (2)
k
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Wegen
+00 100
Zi dy dx
2x D3
—00 —00

= 1 bestimmt man die a; « so, daB3

kEai,k: 1 ‘ 3

Betrachtet man die Gesamtheit der 4g; und ordnet sie entsprechend den
Agr, etwa so, dal3 Ag; der Schwerewert ist, der einem Flichenelement der
Flache z = z (x, y), dessen Mittelpunkt P; senkrecht iiber dem Mittel-
punkt von AEj liegt, zugeordnet ist, so ergibt sich aus (2), vgl. [1], in
Matrizenschreibweise

[ = A*g (4)

Hierin bezeichnen der Vektor f die nach oben fortgesetzten und der Vek-
tor g die auf der z—y-Ebene gegebenen Schwerewerte. Die Matrix A*
besteht aus den Elementen a;; entsprechend (1.1). Sie hat die Eigen-
schaft, daB3 nach (3) die Zeilensumme eins ist. Wegen der unendlichen
Ausdehnung der Integrationsebene hat die Matrix A* o? Elemente.
Fiir die praktische Durchfithrung wihlt man endliche Grenzen zur Be-
rechnung von (1). Damit wird (4) zu ‘

f=Ag +c (9)

wobei der Vektor ¢ ausdriickt, dal man zur Berechnung aller Ag: Ag:
in einem Gebiet bendtigt, das um soviel ausgedehnter ist als das der Ag;,
wie es die GréBe des Integrationsgebietes bei jeweiliger Berechnung von
(1) erfordert, vgl. [2]. Die Matrix A ist eine quadratische Matrix der Di-
mension (n, n), wenn die Vektoren f, g und ¢ aus n Elementen bestehen.
Sie hat die Eigenschaft, daB3 wegen (3) die Zeilennorm, vgl. [3], S. 203,

zZ = ||A|| = M?x ?Eagk =]

ist und dafl mit (1.1) die Glieder auf der Hauptdiagonalen iiberwiegen:

|ai,i| > |ai,&|, wenn alle AEy gleich groB sind.

Die analytische Fortsetzung nach unten liBt sich nun als die Inversion
des Problems der Fortsetzung nach oben deuten: Gegeben ist f, und ge-
sucht ist g. Es wird also nach der Schwereverteilung auf der x—y-Ebene
gefragt, die das auf einer beliebig geformten Fliche z = z (z, y) iiber der
x—y-Ebene gemessene Schwerefeld erzeugt.

Aus (9) ergibt sich g zu

g=A-1(—0 : (6)

wobei A1 die zu A inverse Matrix bezeichnet mit AA—! = E. Die Ma-
trix A 148t sich mit Hilfe der Neumannschen Reihe invertieren.

274



Es ist, wenn E die Einheitsmatrix bedeutet,
Al'=E+(E—-A)+E-APH+E—-AP +.. +(E—-A)"+ .. (7

Die Reihe (7) konvergiert im allgemeinen nicht sehr schnell und nur dann,
wenn die Eigenwerte A der Matrix (E — A)

M E_Af < 1 sind.

Die analytische Fortsetzung nach unten wird deshalb mit Hilfe der Ite-
rationsformel, vgl. [4], S. 10911,

gt = (f —¢) + (E — A) g™ . (8)

durchgefiihrt (m bezeichnet die Anzahl der Iterationsschritte). Nimmt
man als Anfangswert fiir die Iteration g(® = (f — ¢), so ist nach (8)

90 = (f—e¢) + (E—A) (f—o);

9@ = (f—c) + (E—A) (f—c) + (E—A) (f—0))
= (f—c¢) + (E—A) (f—¢) + (E—A)? (f—c);

9@ = (f—c) + (E—A)((f—c) + (E—A) (f—c) + (E—A)2 (f—0¢))
= (f—¢) +(E—A) (f—¢) + (E—A)(f—c) + (E—AP (f—o0).

9™ = (f—c) + (E—A) (f—¢) + (E—A)* (f—c) + (E—A)P (f—0) +
+ o + (E—A)"(f—0)
=(E +(E—A) +(E—A)* + (E—A) + ... +(E—A)")(f—c) (9)

Aus (9) wird mit (7), vgl. [5] und [8],
g™ = A—1(f—c) — (E—A)™ A1 (j—¢) und mit (6)
g—gm = (E—A)"g (10)

Der Ausdruck d = g— g™ = (E— A)™g ist das Restglied der Reihe (9)
und das Ma@ dafiir, wie gut die durch das Iterationsverfahren (8) berech-
neten Werte g™ die wahren Werte g annihern. Hier zeigt sich auch wie-
der die schon bei Gleichung (7) erwihnte Tatsache, da3 das Verfahren
der iterativen Fortsetzung von Schwerewerten nach unten nur dann
konvergiert, wenn die Eigenwerte der Matrix (E — A)

|AE—4| < 1 sind, da nur dann gilt

lim (E— A =0
m— oo

Ein' Ndherungswert fiir d ist
A = g —gm=1) = (E— Ay (f—c) (11)
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wobei mit Gleichungen (6) und (7) gilt:
d=d 4+ (E— A+ L (E—A)mt2 + . L (E—A)mtm ) (f—c)

mit lim d = lim d’ = 0, fiir EZE_.A‘ <1
m-— oo m— oo

Die Elemente a;,, der Matrix A, wie sie aus Gleichung (1.1) mit Auftei-
lung der Integrationsfliche in gleiche quadratische Flichenelemente
AE) berechnet worden sind, sind sdmtlich positiv, a; r > 0, und es gilt,
wie schon weiter oben gesagt, a; ; > ai,.

Letztere Ungleichung trifit um so mehr zu, je kleiner das Verhéltnis
z;/S der Fortsetzungshoéhe z; und der Seitenlinge S der verwendeten
Flachenelemente ist. Das Iterationsverfahren konvergiert also um so
schneller, je grol3er bei einer bestimmten Fortsetzungshéhe das Raster
ist, mit dem man die Integrationsebene in Flichenelemente AEj\ auf-
geteilt hat, vgl. [1], [2], [6]. Die Eigenwerte der Matrix (E — A) wurden
von Aronow untersucht, vgl. [6], wo angegeben wird, da3 sdmtliche Eigen-
werte [ig_4 < 1 sind. Damit ist erwiesen, daB das Iterationsverfahren,
bei dem direkt aus dem Fortsetzungsintegral nach (1.1) berechnete Ko-
effizienten a; x verwendet werden, theoretisch immer konvergiert. Jedoch
zeigt sich bei praktischer Rechnung, dafl in den Fillen, in denen die
Eigenwerte |1g_4 nahe 1 sind, die Konvergenz sehr langsam ist. Um mit
dem Rechenaufwand in ertriglichen Grenzen zu bleiben, empfiehlt es sich
deshalb, das Verhiltnis

2:/S < 1 zu halten, vgl. [1].

Tabelle 1 zeigt das Verhalten der Konvergenz des Iterationsverfahrens
nach Gleichung (9) mit den nach Gleichung (1.1) berechneten Koeffizien-
ten a; , fur das Verhialtnis z;/S = 0,80. Als Mal fiir die Konvergenz
wurde der Vektor d’ aus Gleichung (11) benutzt in der Form

VH'T.d'
g == | e
v

wobei » die Anzahl der Glieder von d’ bedeutet. ¢ entspricht also der
mittleren quadratischen Abweichung der durch Iteration berechneten
g™ von den Werten g(m—1) und damit ndherungsweise von den Sollwer-
ten g.

Tabelle 1

Nr. des

Itera-

tions-

schritts 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

c :
[mGal] 0,72 0,33 0,21 0,15 0,12 0,10 0,09 0,07 0,06 0,06 0,05 0,04 0,04 0,04 0,03 0,03
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o nimmt bis zum 5. Iterationsschritt schnell ab und nidhert sich dann
asymptotisch dem Wert 0. Dieses Verhalten von ¢ ist fiir alle Verhilt-
nisse z;/S < 0,80 dhnlich. Der Iterationsvorgang konvergiert immer,
wenn Gleichung (1.1) zur Berechnung der a; 1 benutzt wird. Anders kann
es jedoch sein, wenn man eine der anderen bekannten Formeln zur Be-
rechnung des Fortsetzungsintegrals und damit zur Berechnung der
Koeflizienten a;, r der Matrix A verwendet. Fiir dasselbe Schwerematerial
wie oben ergab sich bei Ermittlung der Koeffizienten a;,; aus der Formel
von Baranov, [7], bei der iterativen analytischen Fortsetzung nach (11)
fiir die Grofle o bei z;/S = 0,80:

Tabelle 2

Nr. des

Itera-

tions-

schritts 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

g
[mGal] 0,85 0,37 0,24 0,19 0,17 0,15 0,15 0,14 0,14 0,15 0,15 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19

¢ nimmt ab bis auf -+ 0,14 [mGal] beim 7. und 8. Iterationsschritt,
steigt aber dann wieder auf + 0,19 [mGal] beim 15, Iterationsschritt an.
Das iterative Verfahren ist also divergent.

Da beide Male dasselbe Schwerematerial verwendet wurde — es han-
delt sich um Schweremittelwerte fiir Flachenelemente AE;, von 50 x 50 m?2
Fliacheninhalt in einem Gebiet von 1,5 x1,5 km? Gesamtfliche —, ist die
Konvergenz oder Divergenz des Fortsetzungsverfahrens nur auf unter-
schiedliche Eigenschaften der verwendeten Matrizen A zuriickzufiihren.

In Verbindung mit Gleichung (7) ist gezeigt, daB3 das Iterationsver-
fahren dann und nur dann konvergiert, wenn die Eigenwerte Ag_.4| < 1
sind, vgl. auch [3].

Diese sind stets [Ae_4| < 1, wenn die Matrix A nach (1.1) berechnet
wird, wie in [6] angegeben ist. Die Zeilennorm der Matrix (E — A), bei
der die Koeffizienten der Matrix A nach der Formel von Baranov be-
stimmt wurden, ist fiir z;/S = 0,80

Zp=|E—AlB = M?X Zk: (e — )i,k
Zp = 1,93
Bei der nach (1.1) berechneten Matrix betrigt
Z=|E—A|=163

Da nach [3] die Zeilennorm eine obere Schranke fiir die Eigenwerte
|AE_4| angibt mit

HE_AI < Z,und da Zp < Z ist,
so liegt der Schlu3 nahe, da3 die Eigenwerte Az_4 bei der nach Bara-
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nov berechneten Matrix so grof3 werden, da3 eine Konvergenz des itera-
tiven Verfahrens zur analytischen Fortsetzung nach unten nicht mehr
zu erreichen ist*. ‘

Die hier durchgefithrte Untersuchung zeigt, daQ Konvergenz oder
Divergenz des Iterationsverfahrens zur analytischen Fortsetzung nach
unten im wesentlichen von der verwendeten Formel zur Berechnung des
Fortsetzungsintegrals abhingen und daf3 bei gleichem Schwerematerial
verschiedene Formeln zu verschiedenen Ergebnissen fithren konnen, je
nachdem, welche Eigenschaften die jeweilige Formel der Iterations-
matrix zuordnet. Insbesondere ist nicht auszuschlieBen, da3 bei einer
Formel die Eigenwerte der Matrix (£ — A) so groll werden kénnen, dag}
das Verfahren divergent ist. Dies ist besonders dann zu erwarten, wenn
die Zeilennorm

= |[E—A] = M?X%] (e —a)i,x

grofler wird als die entsprechende der nach (1.1) berechneten Matrix. Die
numerischen Rechnungen wurden auf der Rechenanlage IBM 7090 der
Gesellschaft fiir Mathematik und Datenverarbeitung, Birlinghoven bei
Bonn, vorgenommen.
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* Das Kriterium der Zeilennorm
Max 3 |(e—a, | < 1
k
vel. auch [8], erweist sich hier fiir eine direkte Beurteilung des Konvergenzverhal-
tens des Iterationsverfahrens als zu grob, da es hinreichend, aber nicht notwendig

ist.
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Zusammenfassung

Einige Aspekte der Konvergenz der iterativen Schwerereduktion mit
Hilfe des Fortsetzungsintegrals werden diskutiert. Es wird gezeigt, dal3
die Konvergenz des Iterationsvorgangs von der Formel abhingt, die zur
Auswertung des Fortsetzungsintegrals benutzt wird.

Résumé

Quelques aspects de la convergence de la réduction itérative des anoma-
lies de la gravité en utilisant I’'intégrale de continuation sont discutés. Il
est démontré que la convergence du proces itératif dépend de la formule
utilisée pour I’évaluation de cette intégrale.

DK 341,222 (282.2)

Zur Festlequng von Hoheitsgrenzen in FluBlaufen

H. Griesel

Nebst den Eigentumsgrenzen miissen in der Grundbuchvermessung, sei
es in den Original- oder in den Ubersichtsplinen, auch die Hoheits-
grenzen kartiert werden. Die Schweizerische Instruktion fiir die Par-
zellarvermessung schreibt dies wohl vor, regelt aber leider das Verfahren
fiir die Festlegung der Hoheitsgrenzen zwischen Kantonen nicht. Die
Vorschriften fiir die Festlegung der Territorialgrenzen sind in den kan-
tonalen Vorschriften zu suchen. Die biindnerische Verordnung fiir die
Grundbuchvermessungen widmet einen ganzen Abschnitt den Gemeinde-
grenzen. Die fiir Graubiinden wichtigen Kreisgrenzen sowie die Bezirks-
grenzen werden iiberhaupt nicht erwihnt. Sie haben sich nach den Ge-
meindegrenzen zu richten. Dabei wiiren gerade die Kreisgerichte an klaren
Kreisgrenzen interessiert, denn diese begrenzen rdumlich ihre Zustindig-
keit bei Jagdvergehen und bei Verkehrsdelikten.

In Graubiinden sind die Gemeinden in hohem Malle autonom. Sie ver-
leihen die Konzessionen fiir die Wasserkrifte und die Kiesausbeutung aus
Gewissern und o6ffentlichem Boden, so daf3 der strengen Befolgung der
Vorschriften groe Bedeutung zukommt. Da die Grundbiicher gemeinde-
weise angelegt werden und die o6ffentlichen Auflagen des Vermessungs-
werkes und des Grundbuches gemeindeweise publiziert werden, ist es not-
wendig, vor Inangrifinahme einer Vermessung deren Perimeter, welcher
oft durch den Gemeindebann bestimmt wird, zu kennen. Der Kleine Rat,
die Regierung des Kantons Graubiinden, hatte sich kiirzlich als Verwal-
tungsgericht mit einer Territorialgrenzstreitigkeit zu befassen, welche
nur dadurch entstanden war, daf} die grofritliche Verordnung tiber die
Erstellung von Grundbuchvermessungen nicht beachtet wurde. Diese
sieht vor, dall eine Hoheitsgrenze von Vertretern der Gemeinden zusam-
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