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Die Elimination von Mafistabsiehlern
bei der Ausgleichung von optisch gemessenen Polygonziigen

Niklaus Wyss

Zusammenfassung

Bei der elektronischen Ausgleichung von Polygonziigen mit Tischcom-
putern oder Grolcomputern konnen Ma@3stabsfehler ohne Mehraufwand
eliminiert werden. Neben der bisherigen Ausgleichung proportional den
Seitenldngen bei der Handrechnung sollten die Vermessungsinstruk-
tionen bei der elektronischen Berechnung das hier vorgeschlagene Ver-
fahren vorschreiben.

1. Einleitung

Die Verdichtung der Fixpunkte erfolgt bei praktisch jeder Detailauf-
nahme durch Polygonziige. Gegeniiber andern Me(lverfahren ist die Aus-
gleichung fragwiirdiger, da

—~ im Maximum nur 3 Uberbestimmungen vorliegen und
— Léngen- und Winkelmessungen miteinander kombiniert werden.

Solange die AbschluBfehler klein bleiben und die Ziige gestreckt sind, ist
die Art der Ausgleichung belanglos. Die heute vorgeschriebene Verteilung
der AbschluBlfehler proportional den Seitenlingen geniigt hier. Oft be-
deuten aber «gestreckte» Hauptziige viel Mehrarbeit im Felde, und bei
Nebenziigen lassen sich Knicke nicht vermeiden. Bei gekriimmten Ziigen
und bei gréfleren Abschlullifehlern kann dieses Verfahren nicht mehr be-
friedigen. In der Literatur?! sind viele andere Ausgleichsverfahren je nach
den speziellen Verhiltnissen vorgeschlagen worden. In der Praxis konnte
sich aber keines dieser Verfahren durchsetzen, da sie relativ kompliziert

1 Siehe [1] und die dort genannte Literatur.
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sind und kein einheitliches Verfahren fiir alle Zugsformen existiert. In der
neuen Auflage des Jordan [2] zum Beispiel wird neben der strengen Aus-
gleichung ausschlielich die Verteilung proportional den Seitenléingen be-
handelt?.

Bei der Programmierung mit Groflcomputern kann ohne weiteres die
strenge Methode der Ausgleichung nach den kleinsten Quadraten ange-
wandt werden. Praktische Programme zeigen aber, dal3 vielfach der ein-
gangs erwihnten Problematik und des grofleren Speicherbedarfes wegen
eine Verteilung der AbschluBfehler vorgezogen wird. Hier wie bei den
Programmen von Tischcomputern wird die «bewihrte» Methode der Ver-
teilung proportional den Seiten angewandt. Da eine kompliziertere Ver-
teilung den Rechner bei der programmierten Berechnung nicht stirker
belastet, sofern keine vermehrten Eingaben oder Speicherplitze notwen-
dig werden, sollen hier unter den bereits beschriebenen Methoden diejeni-
gen diskutiert werden, die ohne grofleren Aufwand bessere Resultate er-
geben.

2. Systematische Fehler

Bei der Messung von Polygonziigen kénnen neben den zufilligen Fehlern
verschiedene systematische Fehler auftreten:

Systematische Winkelfehler entstehen vor allem bei Zentrierfehlern
der Latten. Instrumentenfehler sind beim heutigen Stand der Fertigung
kaum zu befiirchten.

Systematische Lingenfehler dagegen treten bei der optischen Distanz-
messung mehrfach in Erscheinung. Durch eine Eichung kénnen sie be-
riicksichtigt werden., Die Praxis zeigt jedoch, dal} trotzdem Maflstabs-
fehler immer wieder auftreten3. Neben den Netzverzerrungen der An-
schluBpunkte sind besonders die Temperatureinfliisse zu beachten?.

Bei der Messung mit optischen Distanzmessern mul3 dem Instrument
Zeit gelassen werden, sich der Umgebungstemperatur anzupassen. (Regel:
pro Grad Temperaturdifferenz eine Minute.) Andernfalls kénnen Tempe-
raturspannungen innerhalb des Instrumentes grofiere Distanzfehler er-
geben. Die verbleibende Temperaturabhingigkeit kann durch Eichungen
bei verschiedenen AuBlentemperaturen festgestellt werden. Die Multipli-

2 Siehe auch [3] Seite [75b], letzter Satz.
3[1] Seite 178 und
[3] Seite [48¢e] und [48f]: Die AbschluBlfehler der Tabelle d), nach Beriicksich-
tigung der Eichung, ergeben folgende Léangs- und Querfehler in Zentimetern
(L = 475 m):

Iy Jx fi Ja
Redta —10 — 9 —13 —1
Dimess — 5 —11 —12 +4
Lota H — 1 — 2 — 2 +1
Lota V —13 —13 —18 -1

Sie kénnen praktisch als reine Mafstabsfehler aufgefaBt werden. Da der Zug ge-
streckt ist, werden sie in der Verteilung proportional den Seiten eliminiert.
4 [1] Seite 100.
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kationskonstanten kénnen sich bis zu 5 cm pro 100 m und 20 °C Tempe-
raturdifferenz andern.

Fur die Ausgleichung einzelner Polygonziige, die innerhalb weniger
Tage gemessen werden, kann die Anderung der Temperatur in der Regel
vernachlissigt werden; bei einer Knotenpunktberechnung, deren Teilziige
dagegen zu verschiedenen Jahreszeiten gemessen werden, ist sie zu be-
riicksichtigen.

Eine strenge Ausgleichung von gré3eren Polygonnetzen ist ohne exakte
Erfassung des Temperatureinflusses sinnlos. Ebenso miissen bei verschie-
denen Beobachtern die Abweichungen der Multiplikationskonstanten be-
riicksichtigt werden, da eine Gesamtausgleichung nur auf Grund von ho-
mogenen Beobachtungen sinnvolle Resultate ergeben kann.

3. Ausgleichung der Ziige

3.1. Strenge Ausgleichung

Da die genaue Bestimmung der Multiplikationskonstanten schwierig
ist, wird bei der strengen Ausgleichung vielfach ein Malistabsfaktor als
Unbekannte eingefithrt. Ebenso wird meistens der Winkelabschlu3fehler
vorgingig auf die Brechungswinkel verteilt, ohne da3 diese Verbesserun-
gen in die Ausgleichung einbezogen werden. Das Verhiltnis der Strecken-
zur Winkelgenauigkeit mul3 vorgiangig geschitzt werden und wirkt sich
auf die Resultate aus. Der Aufwand lohnt sich nur fiir Ziige mit hoher
Prazision.

3.2. Ndherungsausgleichung

Bei allen Verfahren wird zuerst der Fehler des Azimutabschlusses
gleichmiBig auf alle gemessenen Winkel verteilt. Mit diesen korrigierten
Azimuten und den Seitenlingen werden die Koordinatendifferenzen be-
rechnet. Aus deren Summen und den Koordinaten der AnschluBpunkte
erhidlt man die AbschluB3fehler in Y- und X-Richtung:

Ay = sising Ax; = s; cosa; (1)

fr = —Ys) —[4y] |- = (Xg — Xa) — [42] (2)

s Gemessene Seite
Ay, Az Berechnete Koordinatendifferenzen
AY, AX Verbesserte Koordinatendifferenzen
Y,, X, Koordinaten des Anfangspunktes
Y., X; Koordinaten des Endpunktes °

Bei Verteilung der Abschlulifehler proportional den Seiten erhalten wir:

AY; = Ay + —IS'Z— S; AX; = Ax; + _fx_] Si (3)

[s] [s
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Mit diesem Verfahren wird ein allfdlliger Ma@3stabsfehler nicht ausgewie-
sen. Dazu mul3 der Abschlu3fehler in den Langs- und Querfehler zerlegt
werden (Abb. 1).

4 Abb. 1

Bei der provisorischen Berechnung des Zuges vom
Anfangspunkt A aus erhalten wir die Koordinaten
des Punktes E’ anstelle des Abschlullpunktes FE.
Durch die Transformierung von f, und f, auf die
Gerade A—FE’ erhalten wir den Lings- und Quer-
fehler zu:

z : +x'
fy o+ fx-p )
fa=f - v —l-¢ ’

mit L2 = [Ay]®+ [da]?
 [4y] _ [4a]
und @ = 5 P = —

Die zu eliminierende MaBstabskorrektur ergibt sich zu f;/L. Da im Lings-
fehler fi neben den systematischen Fehlern auch die zufilligen Fehler ent-
halten sind, ist die Bestimmung einer Mafstabskorrektur nur so lange
sinnvoll, als anzunehmen ist, dal3 der systematische Fehleranteil gegen-
iiber dem zufilligen Anteil Giberwiegt. Da der zuféllige Fehler in Abhén-
gigkeit von [s], der systematische Fehler jedoch mit L wichst, kann aus
dem Quotienten L/[s] auf das Verhiltnis der beiden Fehleranteile ge-
schlossen werden. Je grofer die Ausbiegung des Zuges von der Geraden
A—E’ ist, desto kleiner wird der Quotient, und desto problematischer
wird eine Ausgleichung auf Grund eines Mallstabsfaktores. Fiir den ge-
schlossenen Zug wird L/[s] ~ 0.(fy =0, fi = —Lund fi/L+ 1 = 0)®
Fir die praktische Anwendung diirfte die Grenze bei L/[s] = 1/; liegen.
Fiir die Elimination des Abschlul3fehlers ist es naheliegend, den Punkt
E’ durch eine Streckung und Drehung um den Punkt A nach E zu korri-
gieren. Auf Grund der bekannten Transformationsformeln ergibt sich:

AY: = (fiyL+ 1) Ay; + fo/L - Az

(5)
AXi = (il L+ 1) Ax; — fy/L - Ay

In [1] beschreibt G. Forstner dieses Verfahren auf Seite 184 unter dem
Namen «Bayern, Ausgleichung II». Die Beseitigung des Querfehlers er-

5 Der geschlossene Zug mull entweder streng ohne MaBstabsunbekannte oder
behelfsméBig proportional den Seiten ausgeglichen werden.
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folgt allein durch die Verbesserung der beiden AnschluBrichtungen. Die
maximale Querabweichung der verbesserten Punkte gegeniiber dem
streng ausgeglichenen Zug betriigt nach Forstner:

0 =2 fq/10 [L{s]

_ Als bessere Losung schligt I'orstner anschlieend eine Verteilung vor,
bel der der Langsfehler durch Streckung der Seiten und der Querfehler
proportional den Seitenlidngen beseitigt wird:

AYi = (/L + 1) Ayi + [o/[s] -y - s

(6)
AXi = (fi/L+ 1) Adxi — [o/[s] - @ - si
Der Querfehler wird durch die Verbesserung der Seiten und der An-
schlurichtungen beseitigt. Die Brechungswinkel werden nicht verbes-
sert. Nach Forstner wird
d =~ f4/10.

Fiir den Fall, daB} der Lingsfehler fi = 0 wird, ergibt dieses Verfahren
(6) dieselben Werte wie die Verteilung proportional den Seiten (3).

Da die Querfehler bei keinem der genannten Verfahren im Sinne der
exakten Ausgleichung eliminiert werden, diirfen diese nur bei kleinen
Querfehlern angewandt werden. Nach Forstner ist f; dann als klein zu
betrachten, wenn ein Punktfehler von f,/10 noch tolerierbar ist®.

Wird diese Toleranz fiir die Instruktion II auf < 3 em angesetzt,
wird fqg < 30 cm, was bei praktisch allen Polygonziigen erfiillt wird. Ge-
krimmte Ziige mit grofleren Querfehlern miissen streng ausgeglichen
werden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daBl bei krummen Ziigen

(L/[s] = '/3) mit kleinen Querfehlern (f; < 30 cm)

— durch die Ausgleichung der Koordinaten nach (6) ein Liangsfehler so
eliminiert wird, wie wenn er vorgingig als Maflistabskorrektur an den
gemessenen Seiten angebracht und der Zug anschliefend proportional
den Seitenlidngen ausgeglichen wiirde;

— daBl die maximale Differenz gegeniiber der strengen Ausgleichung in
der Grolenordnung von 3 cm liegt.

4. Beispiel

Der Verfasser wurde anhand des in Abbildung 2 dargestellten Polygon-
zuges auf das Problem aufmerksam. Die Form des Zuges ist durch die
Grenze eines Schulhausareals, das auf einer grolen Allmend liegt, gege-
ben. Eine Weiterfithrung des Zuges in Richtung des einen der beiden Aste
Punkt A bis Punkt 3 beziehungsweise Punkt £ bis Punkt 3 bis zu einem

6 [1] Seite 191.
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zuverlissigen AnschluBpunkt wiirde einen zusitzlichen Zug von iiber
1000 m ergeben. Beim Bau des Schulhauses wurden die Polygonpunkte
durch Straflen und Aufschiittungen zerstért. Die Rekonstruktion des
Zuges durch eine neue Polygonzugsmessung ergab bei der Kontrolle an-
hand von Detailpunkten beim Polygonpunkt 3 systematische Abweichun-
gen von ca. 15 cm. Auf Grund einer Analyse wurde dann diese Messung
mit einer Distanzkorrektur von —5 ¢m/100 m neu gerechnet und in-
struktionsgemi3 proportional den Seiten ausgeglichen. Die daraus resul-
tierende Verschiebung von 14 cm ergab die gewiinschte Ubereinstimmung
mit den Detailpunkten.

1: 6000

Verschiebungen 1:10

o Serenge Ausgrerchurng
o lerlesrrg . Forstner
N Jflrteniurng 72 Iras 2SI
7 Hertenung prgo.d.Serten
5fo) tnearer Abschiussrelfer
oMne Aorrektur
’ / : B8 vt frorr —5 e/ 100m
f s [-6%) p¥t Aorr. —6. e/ 700

I Abb. 2

Die Berechnungen sind in der Tabelle 3 zusammengestellt. Der Win-
kelabschlulBBfehler betragt 1¢, der lineare Abschlu3fehler 19,4 cm. Die Zer-
legung ergibt einen Léngsfehler von 18,9 cm und einen Querfehler von
4,3 cm. Mit einer Zugslinge von 612 m und der Distanz L von 297 m
wird der Quotient L/[s] ~ 1/,.

Fir die strenge Ausgleichung wurde ms = 0,5¢ und m; = 0,0025 ]/sT i
gesetzt. Die so erhaltenen Koordinaten der Kolonne a) dienen in der Ab-
bildung 2 als Ausgangspunkt fiir die Verschiebungsvektoren. In den fol-
genden Kolonnen b) bis f) sind die Nachkommastellen der Koordinaten
der verschiedenen Verteilungsarten angegeben. Die maximale Abwei-
chung der Verteilung nach Forstner (6) in Kolonne b) betrigt nur 1cm ge-
geniiber der strengen Ausgleichung. Die Verteilung mit Transformation
nach (5) in der Kolonne c) ergibt eine maximale Abweichung von 5 cm.
Die Verteilung proportional den Seiten (3) ist in den Kolonnen d) bis e)
aufgefiithrt. Der urspriingliche Zug ergibt eine Abweichung bis zu 18 cm.
Wird an den gemessenen Seiten eine Distanzkorrektur von —5 ¢cm /100 m
angebracht, ergibt sich die Kolonne e) mit einer Abweichung von nur
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noch 4 cm. Wird mit einer Korrektur von —6,4 cm /100 m der Langs-
fehler ganz eliminiert, so erhilt man die Koordinaten der Kolonne f), die
mit der Kolonne b) der Verteilung nach Forstner identisch sind.

In der Abbildung 2 sind diese Resultate graphisch dargestellt. Der
Vergleich der Verschiebungen zeigt eindriicklich, da3 durch die Vertei-
lung nach Férstner gegeniiber der Verteilung proportional den Seiten eine
wesentliche Verbesserung erreicht wird.

8. Programmierung auf Tischcomputer

In dem folgenden Beispiel einer Programmierung soll gezeigt werden, dai
der Aufwand bei der Berechnung bei allen drei Verteilungsarten prak-
tisch derselbe ist.

Die Programme wurden fiir die Programma 101 von Olivetti aufge-
stellt”’. Die in den Abbildungen 4 und 5 wiedergegebenen Resultatstreifen
beziehen sich auf das beschriebene Beispiel Abbildung 2. Aus Platzgriin-
den wurden 2 fiktive PP-Seiten A bis 3 und 3 bis E eingefiihrt. Da die [s]
dadurch kleiner wird, entstehen in den definitiven Koordinaten gering-
fiigige Abweichungen gegeniiber den Werten in der Tabelle 3.

Die Symbole bedeuten:

iv Magnetkarte Nr. i eingeben

|4 Driicken Programmwahltaste V
—, S Eintasten des Wertes

:,¢  Maschine druckt den Wert

Vert. der PP-Winkel 4 Abb. 4

vy In Abbildung 4 ist die Ausgleichung der Win-
Xy — 35246178 kel dargestellt. Die ausgeglichenen Azimute
werden auf eine vorgegebene Dezimalstelle ge-

w =

,/;:A - ;;Z ;: 2 rundet. Als Kontrolle mul3 das letzte Azimut
P — 343+.11 S identisch mit dem Sollwert sein. Die Berech-
W W nung der Koordinaten zeigt die Abbildung 5.
e 148:708 S Zuerst werden mit der Magnetkarte 1 bei allen
fx 0:030000 Ao Verfahren die Ay und Ax berechnet. Mit der
z , z Magnetkarte 2 werden zu Kontrollzwecken die
Summen [Ay], [Ax] und [s] ausgedruckt. Bei
B — 116471 . . .
®, © 269.378000 Ab der Verteilung proportional den Seiten werden
nach der Eingabe der Anfangs- und Abschlul3-
By = 336.24 5 koordinaten die AbschluBfehler f,, f., fs® aus-
Xz - = £ GBI e gedruckt. Damit auf dem folgenden Streifen
s 343411 § alle definitiven Koordinaten gleichartig dar-
Kg ° 1484708000 AQ gestellt sind, druckt das Programm die An-

? Die Programme kénnen beim Verfasser bezogen werden.
8 Aus programmtechnischen Griinden wird der negative Wert der f,, f,, f; und f,
ausgedruckt.
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fangskoordinaten noch einmal aus. Die oben berechneten Koordinaten-
differenzen werden der Reihe nach eingegeben, und die Maschine druckt

20y

L2y7

L7

£s7:

Ya

Ye
Xg

Ty
fx
Fs

ay:
ax,

Ye
Xg

/

Pt

——

—

Berechnung der Koordinaten

Vert.prop. den Seiten

)
269378 S
340527 S

-301+.887401 A0
-157+552308 A¢

S5+608 S
260+448 S
22+913173 A0
259+437982 A

=278+974228 B¢
101+.885674 v
600+975000 Co

~32904+14 S
29528+93 S

=33182.95 S
2963071 S

=0¢164228 ¢
0105674 A¢
0:195289 A¢

-32904+140000 B¢
29528930000 b¢

=301+8874 S
-157.5523 S

-33205+934000 AY
293714318000 A¢

2249132 S
25944380 S

=33182+950000 A9
29630710000 A0

3ry

Vert. mit Transformation

v
269378 S
3404527 S

=301+887401 A9
=157+552308 A

5608 S
260+448 S
22+913173 A
259437982 AY

~278+974228 B¢
101:885674 b©o
600+975000 C¢
296+997155 E¢

-32904.14
29528493 S

«33182+95
29630+71

~0:¢164228 80
0:105674 DO
0+193289 A
0190512 A
0:042923 A0

=32904+140000 Bo

295284930000 b ¢

=301.8874 S
»=157+5523 S

-33205+811000 A¢
29371+435000 A¢

22+9132 S
259+4380 S

=33182.950000 Ao
29630710000 A¢

Abb. 5

Vert. n. Forstner

269378 S
J40.527 S
-301+887401 A0
~157+552308 A0

5608 §
260448 S
22913173 A0
259+437982 A

-278+974228 B¢
1014885674 b ¢
600«975000 C¢
296¢997155 ¢

-32904+.14 S
29528493

-33182.95 S
29630+71 S

-0+164228 r¢
0105674 D¢
0195289 A
0:190512 A¢
0:042923 A9

-32904.140000 B¢

295284930000 b ¢

-301.8874 S
=13575523

-33205+842000 A0
293714456000 A0

22+9132 §
2594380 S

-33182+.950000 A¢
29630+711000 A¢
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die definitiven, auf eine wihlbare Dezimalstelle gerundeten Koordinaten
aus. Als Kontrolle miissen die letzten Koordinaten dem Sollwert ent-
sprechen.

Die beschriebenen Manipulationen sind fiir die Verteilung proportional
den Seiten in der Kolonne A eingetragen. Die zusitzlichen Angaben fiir
die Verteilung mit Transformation oder nach Férstner sind in der Ko-
lonne B aufgefiihrt. Sie beschriinken sich auf die Einfiihrung der Magnet-
karte 3 sowie auf die ergéinzenden Ausdrucke von L, fi und f;. Sofern der
Vergleich von [s] mit L zeigt, daB der Quotient L/[s] zu klein wird, kann
ohne Mehraufwand durch die Eingabe der andern Magnetkarte propor-
tional den Seiten ausgeglichen werden.

Bei allen Programmen wurde auf eine einfache Korrekturmaoglichkeit
bei falschen Eingaben Wert gelegt. Durch die Eingabe von —1, F 1 kann
der Zug riickwirts gerechnet und damit eine falsch eingegebene Koordi-
natendifferenz korrigiert werden.
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