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Die Horizontalableitungen der SchwerestSrung
in ebenen Gebieten

Von K. R. Koch, Bonn

Zusammenfassung
Eine Integralformel für die Horizontalableitungen von 8T/8H wird für
den Fall angegeben, daß man die Erdoberfläche durch eine Kugeloberfläche

ersetzt. Für ein Modell wird der Einfluß der vernachlässigten
Geländeneigungen berechnet.

Résumé

Une formule des dérivées horizontales de dT/dH est donnée pour le cas
où la surface de la terre est remplacée par la surface d'une sphère.
L'influence de la pente du terrain est calculée pour un modèle.

Führt man als Bezugsfläche die Erdkugel mit dem Radius R ein, besteht
bekanntlich zwischen der Schwerestörung dT/dH und der Freiluftanomalie

Agp an der Erdoberfläche die Beziehung:

d^ -A9F-^- fl)
8H yF R

T Störpotential
H Abstand der Bezugsfläche von der Erdoberfläche, gemessen in der Kugel-

normalen

Bedeuten B und L die sphärische Breite und Länge der Kugel mit dem
Radius R, erhält man in einem Punkt A an der Erdoberfläche die
Horizontalableitungen von 8TA/dH in Nord- und Ostrichtung zu:

8(8ta\
\8Hj 8(A9f) v „

(R + HA) dB (R + HA) 8B

8 (ery
\8Hj 8(AgF)

im
(R + HA) 8B

(R + HA) cos B8L (R+ HA) cos B 8L (R + HA) cos B 8L

Die Horizontalableitungen der Schwerestörung benötigt man zum
Beispiel, wenn die Lotkrümmung nach den Teilen getrennt bestimmt wird,
die sich hypothesenfrei und die sich nur unter Annahme von
Hypothesen ermitteln lassen (vgl. [2]). Am einfachsten bestimmt man die
Ableitungen von 8T[8H gemäß (2) und (3) aus den Horizontalableitungen
der Freiluftanomalien, da die beiden letzten Glieder rechter Hand von (2)
und (3) in der Regel vernachlässigt werden können (vgl. [2]). Die
Ableitungen der Freiluftanomalien lassen sich aus einer Karte mit Freiluft-
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anomalien ablesen beziehungsweise mit dem Gravimeter messen, indem
man den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten ersetzt,
oder man entwickelt die Anomalien in ein Polynom und differenziert.

Ein anderer Weg, die Ableitungen zu bestimmen, besteht in der
Verwendung von Integralformeln. Für die Horizontalableitungen der
Freiluftanomalien hat Heitz [1] eine Integralformal angegeben. Im folgenden
soll der Integralausdruck für die Horizontalableitungen der
Schwerestörungen entwickelt werden.

Das Störpotential TA im Aufpunkt A an der Erdoberfläche berechnet
sich bekanntlich nach dem zweiten Greenschen Satz zu:

a Erdoberfläche
r Abstand des Aufpunktes A vom Quellpunkt
n Äußere Normale der Erdoberfläche

Nach Berechnung der Differentialquotienten in (4) erhält man (vgl. zum
Beispiel [3]):

_ -I8T 1 8T8H 1 8T8H
TA ' " « '- fl P

2n,IJ \r
T

cos (R, n) cos (r, n)

\8H (R + H)2 8B 8B (R + H)2 cos2B 8L 8Lj

da (5)

(R, n) Winkel zwischen R und n, (r, n) entsprechend

Bei der Differentiation der Gleichung (5) nach B und L ist zu
berücksichtigen, daß T auch eine Funktion von H ist.

Mit
8TA (B, L, H) dTA (B, L, H) 8TA (B, L, H) 8 HA
(R + HA) 8B (R + HA) dB 8H (R + HA) 8B

erhält man für die Differentiation nach B:

8TA 1 8TA 8HA
+

(R + HA) 8B R + HA 8H 8B 2

+

71 ilj cos(r, B)

R + HA 8B J \8H (R+ H)2 8B 8B (6)

'
cos(P, n) + — {cos(n, B)

cos(r,HA) 8HA\ /BT 1 8T 8H

(R+H)2cos2B 8L 8L

cos(n, HA) 8HA
R + HA 8B

q / .{ t i.. oos(r,HA)8HA\Y\3 cos(r, „) (cos(r, B) + ___jjj da
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Die Ableitung nach L findet man entsprechend.
Ersetzt man in (6) das Störpotential T durch die Funktion R8T/8H,

die bekanntlich wie T harmonisch und im Unendlichen regulär ist, ergibt
sich mit

Ur^dB \ 8H
R

dT
ia

8 fra 8T
und m (RmdB \8H

für die Ableitung von 8TA/8H nach B:

1 d (dTA) 1 d*TA 8Ha

R
82T

8H2

R + HA 8B\8H j RyHA dH2 dB + -ff2ti JJ

dT
Th

cos (r, B)

cos(r,HA) 8HA\ \d2T _ _JL d (8T\8H
R + HA 8B \8H2 _ (R + H)2 ~BB \8HJ"dB

d /8T\8H\
(R + H)2 cos2B 8L\8HJ8L\
cos(n,HA) BHA

R

+

-HA 8B

1 BT

cos(R, n)

— 3 cos(r, n) I cos(r, B)

1 BT
cos (n, B)

r3 BH

cos(r, HA) 8HA
R

cos(r, HA) 8HA\
„ cos(r, B) + -zL-yy y )cos(R, n)r2R BH \ v ' R+HA BB J

k '
1 8TA 8HA

HA BB

da

R(Ry HA) BH BB
(7)

8 (8TA\Die für —— I I erhaltene Integralgleichung (7) soll nicht gelöst

werden, sondern mit der Annahme HA — H 0 in eine Integralformel
umgewandelt werden:

1 g (8TA\
R 8B\ BH

1 BT

2 ti JJ I r2
tu *—

82T w
——- cos -1— cos a
BH2 2

¦mm r
„ v 3 sin - cos — cos a -\ cos

r3 BH \ 2 2 R
-^- cos a
2 AI

dcu (8)

co Kugeloberfläche der Kugel mit dem Radius R
y> Sphärischer Abstand des Aufpunktes A vom Quellpunkt
a Azimut der Strecke vom Aufpunkt A zum Quellpunkt

Unter den getroffenen Voraussetzungen, also HA H 0, ergibt sich
82Tp/8H2 in einem Punkt P zu (vgl. [4], S. 50):

82Tp
BH2 LTT-y> 4 AgF

¦f - AgFp) dco -i- r yyR

6 Tp
(9)

54



Vernachlässigt man die beiden letzten Glieder rechter Hand von (8) und
(9), die sehr viel kleiner als die ersten sind, erhält man:

1 d /8TA\
R 8B\ BH J himif^^-A^dm cos — cos a dco

2
(10)

Die Ableitung nach L ergibt sich entsprechend.
Im Gegensatz zur Bestimmung der Horizontalableitungen der

Schwerestörung aus Gravimetermessungen oder Polynom-Entwicklungen müssen

für die Berechnung nach der Integralformel (10) die Schwereanomalien

auf der ganzen Erde berücksichtigt werden; ihr Einfluß nimmt
jedoch, wie die Formel (10) zeigt, mit zunehmendem Abstand vom
Aufpunkt rasch ab.

Um den Einfluß der in (10) vernachlässigten Höhenunterschiede der
Erdoberfläche auf die Ableitungen von 8T/8H abzuschätzen, wird eine
Modellrechnung durchgeführt.

Die Bezugsfläche sei anstelle der Kugel mit dem Radius R eine Ebene.
Das Gelände werde durch einen Kegel gebildet, dessen Spitze S 2,5 km
über der Ebene liege (vgl. Abb. 1). Der Winkel zwischen Kegelmantel
und Ebene betrage a 15°. Das Störpotential T werde durch drei auf
der Kegelachse liegende Kugeln der Massen ma, mj, und mc hervorgerufen,

deren Mittelpunkte 2 km und 1 km oberhalb und 1,5 km unterhalb
der Ebene liegen. Die Vertikalanziehung von ma und m-, betrage in der
Kegelspitze S jeweils 30 mGal, die von mc 50 mGal. Der Aufpunkt A
liege in einer Höhe von 1,25 km auf dem Kegelmantel, und die Oberfläche
des Modells erfülle die Liapounoff-Bedingung (vgl. zum Beispiel [5],
S. 489).

A

<

/ -i/La
m\

A a
H* 1

b \
c

A

Abb. 1 Abb. 2

Ist der Schnitt der Kegelachse mit der Ebene Ursprung eines
Zylinderkoordinatensystems mit den Koordinaten l, H und A (vgl. Abb. 1 und 2),
so ergibt sich aus (7) die Horizontalableitung vonBTA/8H in der Richtung
entgegengesetzt zur Kegelachse zu:
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8 /8TA\ 82TA i rr
m{-8H-) 'm2tanoCA+~27rjJ

1 /82T 8 (8T\
r3\8H2 8l\8HjS)tana

lA — / cosA — (HA — H) tana^ I + —— \— (cosA tana — tana^)
/ BH | ra

HA — H y (lA cos A — I) tana I I lA — I cos A

(HA — H) tana^ IdldX fll)

r |/ /2 + ZA2 - 2 Z ZA cos A + (HA - if)2

In der Ebene gilt: H tana 0.
Die auf der rechten Seite von (11) benötigten Ableitungen von T

erhält man wie folgt:

T
fn-g fmb fm^
ra fb rc

f Gravitationskonstante 6,673 • 10~8 cm3/g sec2)

(12)

ra f(H - a)2 yi2;rb ]/(H -b)2 + Z2 ; rc |/ (H + c)2 + Z2

öT H-a-¦= — fm„
BH ' r3

H-b Hycfmb
3

fmc —-
rb3 rc3

J_\ (3(H-b)2 _ J_
Sif« '"'u\ y ra2)+rm"\ r„» r0«

eaT /3 (H-a)2
fma\

fmc
3(H + c)2 1

d I BT\ / H-a H-b t
81 \8H I \ ra5 rb& r,

r,

Hyc

(13)

(14)

(15)

(16)

Diese Ableitungen in (11) eingeführt und die Integration nach dl und dA

durch numerische Integration ersetzt, ergab:

8 /8TA\¥bîr) 6'67mGal/km

Der nach (16) berechnete Sollwert beträgt 6,68 mGal/km.

Setzt man in (11) HA H tana^ tana 0, erhält man:

lA -ZcosA 82TA IdldX (17)s/8TA\ i rr
8l\8H j 2n JJy fl2 + lA2 - 2 l lA cosA3 Sif2
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und es ergab sich mit den nach (15) ermittelten Werten für 82T/8H2:

l(^) 5'13mGal/km

Der Einfluß der Geländeneigung auf die Horizontalableitungen von BT/
BH ist recht erheblich. Im Hochgebirge und im höheren Mittelgebirge
kann daher die Integralformel (10) nicht benutzt werden.

Für die Modellrechnung wurde die IBM 7090 des Institutes für
Instrumentelle Mathematik der Universität Bonn benutzt.
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Planungstagung
am 23. und 24. März 1966 in Baden

Die Verantwortung des Ingenieur-Geometers in der Planung

Der Schweizerische Verein für Vermessungswesen und Kulturtechnik
führt im Einvernehmen mit der Fachgruppe der Kulturingenieure des
SIA eine Planungstagung durch.

Als Thema wird die Ortsplanung behandelt, mit Berücksichtigung ihrer
Eingliederung in die regionale Entwicklung. Unter dem Gesichtspunkt
eines langfristigen Planungszieles sollen die Planungsaufgaben in
möglichst umfassender Weise dargelegt werden, um in Zukunft die funktionelle

Lebensfähigkeit der Agglomeration zu gewährleisten.
Methodisch soll dargelegt werden, wie die Planung einerseits von den

Schutz- und Landwirtschaftsgebieten her und anderseits von den
erforderlichen Siedlungsflächen her zu einer Abgrenzung des Siedlungsgebietes

kommt und wie in der Folge die Aufteilung des Siedlungsgebietes
in Zonen für Arbeiten, Wohnen und Zentren und die funktionellen
Einrichtungen der öffentlichen Bauten und Anlagen, des Verkehrs und der
Versorgung vorgesehen werden. Die erforderlichen Berechnungen werden
anhand von Richtzahlen aufgezeigt.

Das Ergebnis dieser langfristigen Planung wird in einem Gesamtplan
(Richtplan, Entwicklungsplan) dargestellt. Dieser dient der Gemeinde als

57


	Die Horizontalableitungen der Schwerestörung in ebenen Gebieten

