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Die Ausgleichung trigonometrischer Punkte
im Lichte der Mittelbildungseigensehait
der Methode der kleinsten Quadrate

Von Prof. Dr. techn. Paul Gleinsvik, Vollebekk (N orwegen)

Zusammenfassung

In dem vorliegenden Aufsatz werden verschiedene Fragen hinsichtlich
der Bestimmung sowie der Genauigkeit trigonometrischer Punkte be-
handelt, und zwar unter dem Gesichtswinkel des in [2] nachgewiesenen
mittelbildenden Mechanismus der Methode der kleinsten Quadrate.

Es wird festgestellt, daB fiir die einzelnen Neupunkte sowohl die aus-
geglichenen Werte der Koordinaten als auch der sich aus der Ausglei-
chung ergebende Wert des mittleren Punktfehlers, der Radiusvektor der
FuBpunktkurve und die Orientierung der Fehlerellipse bei ihrem Entste-
hen derselben Gesetzmafligkeit folgen: Alle diese Gré3en ergeben sich als
allgemeine arithmetische Mittel aller moglicher Partialwerte, die sich aus
dem Beobachtungsmaterial ohne Ausgleichung ableiten lassen.

Résumé

Dans le présent article quelques questions concernant la détermination
des points trigonométriques et la précision qui s’y rattache font ’objet
d’une analyse au point de vue du mécanisme de la méthode des moindres
carrés démontré dans [2]. Il se trouve en effet que pour chacun des points
inconnus les valeurs compensées des coordonnées, I’erreur moyenne des
points compensés, le rayon recteur de la « Fusspunktkurve» (courbe des
sommets du rayon vecteur représentant I’erreur moyenne dans une di-
rection quelconque) et l'orientation de l’ellipse d’erreur sont en ce qui
concerne leur origine soumises aux mémes lois: toutes ces grandeurs
coincident avec les moyennes arithmétiques générales de toutes les valeurs
correspondantes possibles, non compensées.
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1. Einleitung

In einer fritheren Arbeit [2] wurde generell nachgewiesen, da3 der «Me-
chanismus» der Methode der kleinsten Quadrate in einer Mittelbildung
nach Gewicht besteht. Die Ergebnisse einer strengen Ausgleichung ent-
stehen durch gewogene Mittelbildung aus allen méglichen korrespondie-
renden Partialwerten. Dies trifit sowohl fiir die Zahlenwerte der verschie-
denen Groflen als auch fiir die Genauigkeit derselben zu. Es bestehen also
ganz allgemein folgende Relationen (das Zeichen ’ indiziert unausgegli-
chene Partialwerte):
_ I m] 1 [P Qmm]

- —a— d Qmm = —
T S S Y

Hierbei ist m eine beliebige Griéfle, welche direkt (als Unbekannte) oder
indirekt (als Funktion der Unbekannten) durch die Ausgleichung be-
stimmt wird, und ii die Anzahl der Uberbestimmungen. Die Gewichte p’
sind gegeben durch (u ist die Anzahl der Unbekannten):

P’ = pipj --- Pu * D¥;j ... u

Dabei sind p;, pj, ..., pu die Gewichte der einzelnen Fehlergleichungen
einer beliebigen der im ganzen (%) méglichen Kombinationen der n
Fehlergleichungen, von denen jede einzelne gerade ausreicht, die Unbe-
kannten zu bestimmen, und Dj;... , sind die dazugehorigen Determinanten.

In welcher Weise diese Mittelbildungseigenschaft der Methode der
kleinsten Quadrate die trigonometrische Punktbestimmung «beeinflu3t»,

soll hier etwas eingehender untersucht werden.

2. Die ausgeglichenen Werte der Koordinaten

Bei der Behandlung dieses Problems beschrinken wir uns auf das iiber-
bestimmte Vorwirts- und Riickwirtseinschneiden und die Einzelpunkt-
bestimmung durch Trilateration.

2.1. Das iiberbestimmie Vorwdrtseinschneiden

In der Figur 1 wird ein Neupunkt P
durch die drei Visuren von den Fest-
punkten 1, 2 und 3 bestimmt. Die
Punkte P, ,, P, ; und P, ;sind die
Schnittpunkte zwischen jeweils zwei
Strahlen und bilden somit die so-
genannte fehlerzeigende Figur. Infolge
des Mechanismus der Methode der
kleinsten Quadrate ergibt sich die
ausgeglichene Punktlage als allge-
Figur 1 meines arithmetisches Mittel von P;;.
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Dies bedeutet . [pij - zy] R 5] o &M_’
[Pij] [Bij]

unter der Voraussetzung, daB die Gewichte auf p;; = p;pjD?; fixiert

werden, wobei p; und p; die Gewichte der einzelnen Strahlen (Fehler-

gleichungen) einer unausgeglichenen Bestimmung von P und Dj; die

dazugehorige Determinante sind. Fiir letztere ergibt sich aus der Kom-

bination von zwei beliebigen Fehlergleichungen:

s s b-. ; \
v = a;x + by + fi (a=_£sin(pundb=£ws¢)
vi=ax + bjy + f; S S
sing; cosgj sing; cosg; o' .
B e gl = dially = ettt Bl p B e, o BN T B
aibj — a;jb; S: 5; 2 Si5; 0 8,5; SIN pj;

Hierbei ist p;; der Schnittwinkel im Neupunkt zwischen den Strahlen
i und j. Die bei der Mittelbildung zu verwendenden Gewichte werden
folglich zu:

sin?y, 4
5.2 852

sin?y, , siny, 5
Pi,2 = P1 P2 _:S‘TB_S;T—’ P1,3= P1Ps mz

und p; 3 = P; Ps

oder anders geschrieben

P1,2 = P1P2S3® sin®y, o, Py, 5 = P1P3Sy? sin®y, sund py 5 = pyps S5,2sin?y, 5

2.2 Das iiberbestimmie Riickwdrtseinschneiden

Genauso wie beim Vorwirtseinschneiden ergibt sich auch hier eine
fehlerzeigende Figur, auf Grund welcher sich der ausgeglichene Punkt als
gewogenes Mittel der Eckpunkte derselben ableiten 1408t (bei nur einer
iiberschiissigen Richtung wird diese Figur aus 4 Punkten bestehen, ent-
sprechend den (3) Kombinationsméglichkeiten).

Aus dem Fehlergleichungssystem des einfachen Riickwirtseinschnei-
dens (siehe Figur 2, wo der Neupunkt P von den drei Festpunkten I, II
und III aus bestimmt wird)

n=—z+aqzx+by+f
Vo= — 2z + ayx + by + [, (a=%sinqﬂundb= —%cosqo)
V3= —Z + azx + by + fs
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ergibt sich fiir die Determinante
D = (az b, — a, by) + (a3dy — ay by) + (a3 by — ay by)

Dieser Ausdruck ist bekanntlich gleich der dop-
pelten Fliche des reziproken Dreiecks (in Figur 2
ist 1, 2, 3 das reziproke Dreieck), das heif3t:
Auch beim iiberbestimmien Riickwdrtseinschneiden
ist die ausgeglichene Punktlage identisch mit dem
gewogenen Mittel der Eckpunkte der fehlerzeigen-
den Figur. Hierbei sind die Gewichle auf

Pijk = Pi Pj Pk - Fiji®

zu fixieren, wobei F die Fldche des reziproken
Dreiecks der Kombination i, j, k und p;, pj und
Figur 2 Pk die dazugehorigen Einzelgewichte darstellen.

Ml

2.3 Die Einzelpunktbestimmung durch Trilateration

Das Fehlergleichungssystem, auf welchem eine beliebige unausgegli-
chene Bestimmung des Neupunktes beruht, lautet (die ¢ beziehen sich
auf den Neupunkt):

Vi = — coS@ir — sing;y + f;

vj = — cos@jx — singjy + f[;
mit der Determinanten
D = singj cosgp; — sing; cosgpj = siny;j,

wobei y;; der Schnittwinkel im Neupunkt zwischen den Seiten [ und j ist.

Die Mittelbildungseigenschaft der Methode der kleinsten Quadrate
fithrt somit diesmal zum folgenden SchluB: Bei der Einzelpunktbestim-
mung durch Trilaleration ergibt sich die ausgeglichene Punktlage als ge-
wogenes Mittel der Eckpunkte der fehlerzeigenden Figur, wobei die Gewichte
auf

pij = Ppi pj sin®y;;

zu fixieren sind (p; und p; sind die Gewichte der Seiten i und j).

3. Der Zusammenhang zwischen der Genauigkeil der Ausgleichungs-
und der Partialergebnisse

3.1. Der mittlere Punktfehler

Der Gewichtskoeffizient des mittleren Punktfehlers ist bekanntlich
gegeben durch:

QMM = Qx:c e ny
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Bei Beriicksichtigung der Entstehung von Q.. und Q,, aus den Partial-
werten ergibt sich (das Zeichen ’ indiziert auch hier Partialergebnisse):

1 ([P' Q' zx] i [p” Q'yy) ) — 1 1 20 (Qex + Qyy)

QMM =

i+ 1 (p] [p] i+1 [p] ;
Q' mm
_ 1 [P Qmm]
i—+1 [p']

oder beim Ubergang zum mittleren Punktfehler

1 [p M7
i+ 1 [p]

Fiir den allgemeinen Fall - n Fehlergleichungen und u Unbekannte —
140t sich die aufgezeigte GesetzmilBigkeit, wie folgt, formulieren:

Aus jeder der (E) moglichen unausgeglichenen Bestimmungen der Un-
bekannten resultieren partielle mittlere Punktfehler der Neupunkte. Der aus-
geglichene quadratische Wert des mittleren Punktfehlers eines beliebigen
Neupunktes entsteht als gewogenes Mittel aller moglichen partiellen Werle
desselben, dividiert durch ii + 1.

3.2 Das Entstehen der Fehlerellipse

Die: Genauigkeit einer Punktbestimmung in beliebiger Richtung
kommt bekanntlich durch die Fulilpunktkurve der mittleren Fehler-
ellipse zum Ausdruck. Ihre Gleichung lautet:

Qrr = €0s2@ Qy; + sin?p Qyy + sin2¢ Qy,

Der mittlere Fehler in der Richtung ¢ ergibt sich unmittelbar als Radius-
vektor dieser Fulpunktkurve, das hei3t:

Ty = Iy Ver

Bei Beriicksichtigung der Gesetzmifigkeit hinsichtlich des Entstehens
der Gewichtskoeffizienten erhalten wir fiir Q..:

1 P’ Quel ., . [p" Q'yyl . [P Q'xyl }
= ———Jcostp———— 4 sin?p——— 4 sin2¢p —————
Or = 4 q |0 P AT AT
1 1 ’ 2 ’ 1.9 ’ . ’
= 5T 0 > P’ (cos2@ Q'xy + sin ?ny-l-smmexy)

Q'rr
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das heiBt: O = 1 [p'Q'wl
Tt [pl

oder beim Ubergang zum mittleren Fehler

1 I MR
i+1 [P

M2, =

Zusammenfassend haben wir also gefunden:

Aus jeder der (',}) mdaglichen unausgeglichenen Bestimmungen der Koordi-
natenunbekannten resultiert fiir jeden der beteiligten Neupunkte eine par-
tielle Fehlerellipse. Diese partiellen Fehlerellipsen setzen sich zu den aus-
geglichenen Fehlerellipsen zusammen, wobei das Bildungsgesetz der letzteren
folgendes ist: Der quadralische Wert des Radiusvektors der Fuf3punktkurve
der ausgeglichenen Fehlerellipse ist das gewogene Mittel der quadratischen
Werte der Radiusvektoren der FufBpunktkurven der partiellen Fehlerellipsen,
dividiertdurch ii + 1.(Man konnte sich vielleicht vorstellen,daB die Achsen-
langen der Fehlerellipsen in analoger Weise entstehen, also als gewogene
Mittel der entsprechenden Werte der unausgeglichenen Fehlerellipsen.
Das aber triffit doch nicht zu!)

3.3. Die Orientierung der Fehlerellipse
Bekanntlich ist die Orientierung der Fehlerellipse gegeben durch

2 Oy
tg20= -
& o—

wobei 6 die Richtung der groBen Halbachse ist.

Wie oben gezeigt, resultiert aus jeder der (',}) moglichen unausgegli-
chenen Bestimmungen der Koordinatenunbekannten fiir jeden der be-
teiligten Neupunkte eine Fehlerellipse mit einer gewissen Orientierung,
Aus diesen partiellen Fehlerellipsen entsteht so die ausgeglichene Fehler-
ellipse.

Behauptung: Der ausgeglichene Wert von tg 2 0 ist gleich dem all-
gemeinen arithmetischen Mittel der korrespondierenden unausgeglichenen

: 2 0’
Partialwerte desselben (tg 20 = ~—-,—~-9~xy , ), das heil3t:
Q'ax — Q yy
“tg2 6
[p”]
wenn p” auf P" =p" (Qzx — Qyy fixiert wird.
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Um das zu zeigen, bilden wir

200 Qe
tg2p— 1P 82 01 _ 2 [p’Q’xy’] _ [P7] ,
[p] [p"Qzz] — [P" Q'py] [P Q] [P Qyyl
[P'] [p’]
__2Qu
B Qa::c - ny ’

womit die Behauptung bewiesen ist. Die nachgewiesene Gesetzmaialligkeit
148t sich wie folgt formulieren:

Die Orientierung der ausgeglichenen Fehlerellipse eines beliebigen Neu-
punktes ergibt sich aus der Orientierung der korrespondierenden unausge-
glichenen Fehlerellipsen in der Weise, daf} der zu der ausgeglichenen Fehler-
ellipse gehérige Wert von tg 2 6 gleich dem gewogenen Mitlel der entspre-
chenden Werte der unausgeglichenen Fehlerellipsen wird.

4. Zahlenbeispiel

AbschlieBend wollen wir die diskutierten Genauigkeitszusammenhinge
bei der trigonometrischen Punktbestimmung an einem Beispiel nidher er-
lautern. In Figur 3 wird ein Neupunkt P durch Vorwirtseinschneiden
von den drei Festpunkten 1, 2 und 3 aus bestimmt.

In einem Achsensystem mit der

P x-Achse parallel zur Seite S,;, und bei
,i-- - Vernachlidssigung der Konstanten g
/% \ und S ergeben sich die folgenden drei
55! 3 Fehlergleichungen zur Bestimmung
von P:
1 v, = — 0,760 x + 0,649y + f,
by = + 0,667 y + fy

b, = + 0,951 x + 0,309 y + fs,

2 welche als gleichgewichtig voraus-
gesetzt werden. Durch Kombination
von je zwei Gleichungen ergeben sich
_ drei unausgeglichene Bestimmungen
von P, SchlieB3lich wird P durch eine Gesamtausgleichung ermittelt. Die
Ergebnisse dieser Berechnungen sind in der nachstehenden Tabelle zu-
sammengestellt, wobei die letzte Zeile die Ergebnisse der strengen Aus-
gleichung enthilt.

Figur 3
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Kombi- Max.- = .
!12:-?0!: QI-‘: Q-VJ’ Qn’ 4 B tg 2 0 ri::t. QMM D 1_)D2 D Z(QQIE
Yy

1,2 (3,363 |2,245|+1,915 (2,19 |0,90 |4 3,424 | 41,0¥(5,608 |— 0,507 |0,257 |+ 0,288
1,3 10,712 |2,040(+0,274]1,45/|0,81|—0,412| 87,6 |2,752|—0,85210,726 |— 0,965
2,3 |1,344|2,250(—0,732]1,630,97|+1,615|132,4 |3,594|—0,634/0,402|—0,364
1, 2, 3|0,694 1,069 |+ 0,144 (1,06 0,80|—0,765| 79,2 |1,763

Eine Kontrolle der Formeln

1 [p" Qmm]

O — = und tg26 = - =~ "2
i+1 [p] [p”]
G - 10,257 5,608 + 0,726 - 2,752 + 0,402 - 3,504 __ .,
MM =" 0,257 + 0,726 + 0,402 -
- (+ 0,288) (+ 3,424) + (— 0,965) (— 0,412) + (— 0,364) ( + 1,615)

+ 0,288 — 0,965 — 0,364
= — 0,765

bestitigt deren Richtigkeit. :
Figur 4 gibt eine geometrische Veranschaulichung von der Entstehung
der ausgeglichenen Fehlerellipse aus den partiellen Fehlerellipsen. Hier
sind namlich die FuBpunktkurven der verschiedenen Fehlerellipsen, so-
wohl die partiellen als auch die ausgeglichene, graphisch dargestellt.

5. Tangierung der partiellen FufBpunktkurven mit der ausgeglichenen

Aus Figur 4 gewinnt man den Eindruck, daf3 jede der unausgeglichenen
FuBpunktkurven die ausgeglichene Fuflpunktkurve tangiert, und zwar
in zwei diametralen Punkten. Das wire ja an und fiir sich eine ziemlich
iiberraschende Feststellung, weil es ndmlich bedeuten wiirde, da@ fiir die
betreffenden Richtungen die Ausgleichung keine Genauigkeitssteigerung
mit sich gefiihrt hat.

Nachstehend wird die Frage, ob es sich hier um eine allgemeingiiltige
Erscheinung bei der trigonometrischen Punktbestimmung handelt, zum
Gegenstand einer ndheren Untersuchung gemacht.

Die generelle Bedingung dafiir, dall zwei Fullpunktkurven gemein-
same Punkte haben, ist gegeben durch:

Quz €OS @ + Quysin®e + Qysin2¢ = Q' c082@ + Q'y, sin?p + Q'zy sin2¢

wobei Qxe, Qyy und Qg beziechungsweise Q'zy, Q'yy und @',y die Gewichts-
koeffizienten sind, welche als gegebene Groflen in den Gleichungen der
zwei FuBBpunktkurven auftreten. Das heil3t:

(Qux — Q'zx) cOs?@ + (Qyy — Q'yy) sin?p + (Qzy — Q'ay) Sin2 ¢ =0
oder (Quz — Q'xx) + (ny - Q’yy) tgiep 42 (sz - Q’xy) tge =0
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L,

Figur 4
~ — — — Die FuBlpunktkurve der Fehlerellipse der Kombination 1,2
———— Die FuBpunktkurve der Fehlerellipse der Kombination 1,3

—++=.. Die FuBlpunktkurve der Fehlerellipse der Kombination 2,3
Die Fulpunktkurve der ausgeglichenen Fehlerellipse

Aus der letzten Gleichung resultiert

_— Qg — Q') & [ (Quy — Q'ay)* — (Qy — Q') (Quz — Q'xa)
| (Qpy — Q'uw)

tgp

Hieraus folgt, dal die allgemeine Bedingung fiir Tangierung in zwei
diametralen Punkten — was der Fall sein wird, wenn die obige Gleichung
nur einen einzigen Wert fiir tge liefert — gegeben ist durch:

(Qxy - ’xy)z = (ny — Q'yy) (Qm - Q’xx)
Fir die Richtung des «Tangierungsdiameters» ergibt sich

(Qzy — Q'zy)
(Quy — Q'yy)

tgp = —
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Es fragt sich nun, ob die allgemeine Bedingung der Tangierung bei der
trigonometrischen Einzelpunktbestimmung erfiillt ist. Um diese Frage zu
beantworten, wird mit Ausgangspunkt in folgendem Fehlergleichungs-
system

Gewicht
v, =qx +by+f P1
U, = @ + by + [, P2
Uy = a3 + byy + fs Ps

der Ausdruck gebildet:

(— P10, by — peayby — p3az by P12, b, + p2a2b2)2 (P1 4 + pyaz® + pgas?
4+ -
D,,s D,, D,3

= Plal2 +ﬁp2 azz) (pl b,? + pgby? + p3by® P b® + p2b22))

D ;2 D5 Dy,
g med. [paq] [pbb ab
(bekannthch ist ja Qpy =~ > Que = | ind Quy = — [PD ]

Dieser Ausdruck stellt die Bedingung fiir die Tangierung der FuB-
punktkurve 1, 2 mit der ausgeglichenen Fulpunktkurve dar. Durch Aus-
multiplizieren stellt sich heraus, da3 die Gleichung fiir die oben genannte
Bedingung erfiillt ist, und dies ist auch fiir die unausgeglichenen FuB-
punktkurven 1, 3 und 2, 3 der Fall. Dagegen ist die Gleichung nicht erfiillt,
wenn die Anzahl der Fehlergleichungen 3 iiberschreitet.

Es hat sich folglich herausgestellt, dal eine Tangierung in zwei dia-
metralen Punkten immer dann besteht, wenn nur eine iiberschiissige
Messung vorhanden ist, ganz gleich, ob die Bestimmung durch innere
oder dullere Richtungen, durch Trilateration oder auf andere Weise ge-
schieht.

(In der Tat ist die hier aufgezeigte Gesetzméfligkeit nur eine Auswir-
kung eines viel allgemeineren Gesetzes, welches darauf hinauslauft, daf}
jede FuBpunktkurve, entstanden aus n — 1 Fehlergleichungen, in zwei
diametralen Punkten die FuBpunktkurve tangiert, die aus sdmtlichen n
Fehlergleichungen resultiert.)

6. Nachtrag

Nach der Ausarbeitung des vorliegenden Aufsatzes ist es dem Verfasser
gelungen, nachzuweisen, da3 die Mittelbildungseigenschaft der Methode
der kleinsten Quadrate viel weiter geht, als in [1] dargestellt.

Wir nehmen an, daB8 zur Bestimmung der u Unbekannten z,, x,, ...,
x, folgendes Fehlergleichungssystem vorliegt:
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Gewicht

Uy = 01 & + 0 &g+ oo + G uy +h P
Vg = 01 Xy + Xy Tz + ooo + Xgu Ty + [ P2
Dp= 0n1 Tn + %ns Ty + . + &puTu + fn Pn

Wir denken uns nun, dal die Unbekannten durch «partielle» Ausglei-
chungen nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden,
und zwar stets auf Grund n’ Fehlergleichungen (n” < n). Das Ergebnis
einer Gesamtausgleichung ist dann gegeben durch (das Zeichen * weist
auf ausgeglichene Partialwerte hin):

R4 x_l ii/ 1 ’ =ik i = j
xi — Z p! _,!__ und Qij == = + E p Ql!] Odel‘
> pi i+1  Xp i j

Hierbei sind die Gewichte p’ = D’ die Determinanten der Normal-
gleichungssysteme der «amputierten» Ausgleichungen und i’ die ent-
sprechende Anzahl der Uberbestimmungen, wihrend i sich auf die Ge-
samtausgleichung bezieht. In die Ausdriicke fiir x; und ;; miissen alle
nur moéglichen Kombinationen, bestehend aus n’ Gleichungen, welche
sich aus dem Gesamtsystem bilden lassen, eingehen. Das heil3t:

Die Ergebnisse einer strengen Ausgleichung sind sowohl zahlen- als auch
genauigkeilsmdfig identisch mit den gewogenen Milleln aller maoglichen
Werte, die sich aus den «partiellen» Ausgleichungen ergeben, wobei die Ge-
wichte als Determinanten der Normalgleichungen der letzieren zu fixieren
sind.

Es ist einleuchtend, daf} die GesetzmiQigkeit, die in dem sogenannten
Satz von Jacobi enthalten ist, nur ein Spezialfall dieser allgemeineren
Gesetzmaligkeit darstellt, welcher eintrifft, wenn @i’ gleich Null ist.

Die in dem vorliegenden Aufsatz gezogenen Folgerungen lassen sich
ohne weiteres durch entsprechende «Ausweitungen» in die erweiterte
Perspektive der Methode der kleinsten Quadrate einpassen.
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