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Uber Gegenvertikalschnitte und geodiitische Linie

Von Zbynék Nddenik, Prag

Zusammenfassung

Unter Beniitzung der Vektorrechnung werden lokal die geoditische Linie
und die Gegennormalschnitte in der Umgebung ihres gemeinsamen Punk-
tes untersucht, und man gelangt zu strengen Ergebnissen.

Résumé

On étudie localement la ligne géodésique et les sections normales réci-
proques dans le voisinage de leur point commun. On se sert du calcul
vectoriel et on formule exactement les résultats.

Die Bedeutung des gegenseitigen Verlaufes der Gegenvertikalschnitte
und der geodiatischen Linie fiir die Probleme der hoheren Geodisie ist
wohlbekannt. Im Zusammenhang mit dem hervorragenden ausgezeich-
neten Werke von C. F. Baeschlin [1], insbesondere mit § 23, in dem die
Differenz des Azimutes des Vertikalschnittes und der geoditischen Linie
behandelt wird, hat der Verfasser des vorliegenden Artikels einen Auf-
satz [4] geschrieben, in dem er — absichtlich ohne Benutzung irgendwel-
ches speziellen Apparates — den lokalen Verlauf der Gegenvertikalschnitte
und der geoditischen Kurve in der Umgebung ihres gemeinsamen Punk-
tes eingehend untersucht hat.

Im vorliegenden Artikel wollen wir einen wesentlichen Teil von [4] in
einer verschiedenen, kurzen und iibersichtlichen Form von breiterem Gel-
tungsbereich ableiten. Wir gewinnen dabei auch die in der hoheren Geo-
désie aullerordentlich wichtigen Weingartenschen Gleichungen der geo-
ditischen Kurve.

Wegen seiner Einfachheit und Raschheit bildet das aufgefiihrte Ver-
fahren ein kleines Beispiel dafiir, daB3 eine engere Verbindung mit den

401



neueren Methoden der Differentialgeometrie fiir die héhere Geodisie von
gro3em Nutzen ist.

Wir werden im folgenden die Vektorrechnung benutzen und nicht
mit den partiellen Ableitungen, sondern mit den totalen Differentialen
und mit den Pfaffschen Formen, das heil3t mit den linearen Formen in
den Differentialen der Verinderlichen, arbeiten. Es sei hervorgehoben,
dall gerade C. F. Baeschlin fiir die Anwendung der Vektorrechnung in
der hoheren Geodisie durch seine Biicher [1, 2] eine bahnbrechende Tat
geleistet hat.

Wir denken uns eine geniigend differenzierbare kreispunktfreie Fli-
che F mit der Parameterdarstellung r =r (u, v) und ordnen jedem
Punkte von F das orthogonale Dreibein t;t,N aus den Einheitsvektoren
der Hauptkrimmungsrichtungen und der Flichennormale zu. Dann ist

dr = ot + w,t,, 1)

und wenn man die Vektoren dt,;, dt, und dN als die Linearkombinationen
von t;, t, und N ausdriickt, so erhilt man wegent, -t;, = ¢, -t, = N-N =
=1,t:t, =t -N =t,- N = 0 die folgenden Grundformeln der Flichen-
theorie:

dt, = wpt, + wiN,
dt, = — wpt; + wyN, (2)
dN - - w13t1 T w23t2.

Alle w bedeuten gewisse Pfaffsche Formen in u, v, und weil w, = 0 und
w, = 0 die Differentialgleichungen der Hauptkriimmungskurven sind, so
folgt nach den Gleichungen von Rodrigues aus der dritten Gleichung von
(2) und aus (1), daB

1 1
Wy = —R“‘ Wy, Wog = "R_ Ws, (3)
1 2

wo R, bzw. R, die Hauptkriimmung in der durch t; bzw. t, bestimmten
Richtung bezeichnet.
In der Richtung des Vektors

t, cosA + ¢, sinA (4)
ist gemaf (1)
W = W COSA, w, = wsind; w > 0; (5)
ds = Vdr - dr = w; (6)
d
dr = t, coOSA + t,sinA. (7)
s

Weiter ergibt sich aus (7) mittels-(2), (3), (5) und (6), da
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1
ﬁ,(_ {,sinA + ¢, cosA) + R N, (8)
wo 1/R die Normalkrimmung von F in der Richtung (4) ist; wir haben
dabei freilich die Gleichung von Euler benutzt.

Soll die in der Richtung (4) ausgehende Kurve eine Geodiitische sein,
so miissen die Vektoren (7), (8) und N komplanar sein, und daraus ergibt
sich
W, +dA =0 9

als die Differentialgleichung der geoditischen Linie in der Richtung (4).
Bei (9) folgt aus (8) nach dritter Gleichung (2) und (3), (5) und (6),
dal

d3r cos A sin A 1 dR

— = t, — ——t — N. 10
ds3 RR, RR, ° R® ds (10)

Die Parameterdarstellung — in bezug auf das Dreibein ¢, t,N — der
Geodéitischen in Richtung (4) ist deshalb geméiB (7), (8) mit (9) und (10)

X(s)=s i + e 4 ) [ + @) =
o ds [s—o 20| ds? |s_o 31| ds® |s_o B

s? cosA s3 sin A

={s COSA —— —— + (4)}t1 + {s sinA —— -+ (4)}t2 + (11)

6 RR, 6 RR,

+321 s3ldR+4lN.
{?R“Gdes W s

R, R,, R,, dR/ds und A beziehen sich auf den Scheitel P, des Dreibeines
t;,N in Richtung (4). Die Koeffizienten von t;, t;, N sind gerade die
Weingartenschen Entwicklungen fiir die geodétische Kurve (s. zum Bei-
spiel [3], S. 47).

Die Normalebene von F im Punkte P,, welche durch den Punkt P;
mit dem Ortsvektor x(s) aus (11) geht, schneidet nach (11) die im Punkte
P, durch t, t, bestimmte Tangentenebene 7, in der Trigergerade des
Vektors

f s® cosA s¥ sinA

13 cosA — T*RE + (4)}';1 -+ {S Sin¢4 == ?’FRz : + (4)}t2. (12)

Die Hauptnormale der geoditischen Linie (11) im Punkte Pg — also
zugleich auch die Flachennormale in P; — hat die Parameterdarstellung

X0 = x(s) +t LX)

752 (13)
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Nach (11) schneidet diese Normale die Tangentenebene 7, fiir

sz 1 s3 1 dR
— e - (4)
2 R 6 R2? ds .
f = : - - 43, (9
1 1 dR , 2
=+

S TR
R R% ds

und zwar im Punkte, dessen Verbindungslinie mit dem Punkte P, -
gemil (13), (11) und (14) — den Vektor

X sz+(3) __[ A+33 (:OSA+4t+
) I AR T 7 A

(15)

+[ tn o s3 sin A F(4)}t
s sin - — -
| 3 RR, :
trigt und welche offensichtlich die Schnittlinie der Tangentenebene 7,
mit der durch P, gehenden Normalebene von F im Punkte P; ist.

Fiir den Winkel » ¢ (0, ) der Vektoren (4) und (12) ergibt sich bei
gentigend kleinem |5 |

| 82 cosA sinA( 1 1 ) |

tgy = | —— — +(3) (16)

| 6 R
und fir den Winkel »* ¢ (0, m) der Vektoren (4) und (15) dhnlich

t *:{,,7 _
8Y" =173 R

' s2 cosA sind [/ 1 1 3 * 17
e +( )‘. (17)

Nach unserer Voraussetzung ist R; = R,, und weil bei s — 0 auch
vy — 0, »* — 0 und weiter

t
T oo =1,
r—0 ¥V
so folgt bei
cosA sinA = 0 (18)
aus (16) und (17), daB '
. y ) y tgv* tgy . tgv 1
lim —— = lim . - —_ =y
s—0 V¥ s—0 18» p* tgy* s—>0 Lgv* 2
also
1
lim - — . (19)
s—0 v* 2

Die Voraussetzung (18) ist bei unserem Grenziibergang ganz wesent-
lich. Die Relation (19) stimmt mit (3.15) in [4]. Sie driickt in einer exakten
Form die sonst nicht ganz strenge Aussage aus, da3 die Geodéitische den
Winkel zwischen den Gegennormalschnitten drittelt.
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Verliduft dagegen die geodiitische Linie im Punkte P, in einer Haupt-
krimmungsrichtung (das heifit, ist cos A sinA = 0), so mu3 man die
Rechnungen fortsetzen, und wieder gewinnt man unter gewissen Vor-
aussetzungen die Relation

. Y 1
Iim— = —
s—0 V* 5
S. [4], Abschn. 4-6, besonders (6.6).
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Sur la détermination de 1’axe de lon'gs tunnels

par A. Ansermet

Résumé

Divers projets de tunnels sont a 1’étude; certains, dits de base, seraient
longs. Toutefois la géodésie moderne dispose de moyens nouveaux pour
la mensuration de tels ouvrages. L’électrotélémétrie serait appliquée a
Pintérieur et a 'extérieur du tunnel; cela complique un peu les calculs,
inconvénient mineur. Il ne sera plus nécessaire, comme autrefois, de dé-
terminer les déviations de la verticale en fonction de I’attraction des
masses montagneuses visibles. En général tous les calculs et la compen-
sation seront basés sur un systeme nouveau, régional, de coordonnées
dont ’axe neutre pourrait coincider avec ’axe du tunnel. Quant a I’alti-
métrie, elle ne doit donner lieu 4 aucune difficulté spéciale. Les praticiens
évitent les visées réciproques et simultanées a cause des frais; dans le cas
de longs tunnels cet argument perd de sa valeur.

La question de savoir si la compensation peut étre fractionnée et
comment ne peut étre tranchée qu’en présence d’un cas concret.

Zusammenfassung

Verschiedene Projekte fiir Tunnels sind im Studium, von denen einige,
die sogenannten Basistunnels, besonders lang sein werden. Die moderne
Geodisie verfiigt iiber neue Mittel zur Absteckung derartiger Werke. Die
elektronische Distanzmessung wird innerhalb und auflerhalb des Tunnels
verwendet. Die Berechnungen werden dadurch etwas komplizierter, was
kaum einen groBlen Nachteil bedeutet. Es wird nicht mehr notwendig
sein, wie frither die Lotabweichungen auf Grund der sichtbaren Massen
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