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Abschlieend kommen wir zu folgenden Feststellungen:

Die Kunststoffmarke «Attenberger» ist leider bedeutend weniger
haltbar als ein Markstein.

Es ist nicht erwiesen, dal3 die neue Methode wirtschaftlicher ist, ins-
besondere da in einem halben Jahre 9mal soviel Verluste festgestellt wur-
den als bei Granitmarksteinen und die Wiederherstellungsarbeiten bei
griindlichen Untersuchungen mitberiicksichtigt werden miissen.

Eine Kunststoffmarke sollte mindestens ebenso solid sein wie ein
Granitstein. Sie sollte so konstruiert werden, daB sie wie ein Pfahl in den
Boden eingeschlagen werden kann, eventuell aber durch Widerhaken das
Ausreillen verhindert.

Die Industrie sollte in der Lage sein, entsprechende leichte Grenz-
marken, die in Sumpf- und Berggebieten grolle Vorteile hitten, herzu-
stellen.

Zur Fliichenverzerrung der Kugelprojektion

J. Bolliger, Ingenieur-Kartograph, Liebefeld-Bern

In der «Schweizerischen Zeitschrift fiir Vermessung, Kulturtechnik und
Photogrammetrie» wurde im Jahrgang 1964 im Artikel «Die Gesamt-
flichenverzerrung» bei der Behandlung der Fldchenverzerrung der Kugel-
projektion die Ableitung der Rechenformel weggelassen. Einem damals
geiduBerten Wunsch nachkommend, soll dies hiermit nachgeholt werden.

Wie bei der Ubertragung vom Ellipsoid auf die Kugel die Léingenver-
zerrung sehr klein ist, so unbedeutend ist auch die Flichenverzerrung die-
ser Projektion und gibt nur bei groflen Flichen einen in die Quadratmeter
gehenden Anteil. Fiir die Ableitung dieser Verzerrung sei auf dem Ellip-
soid eine Elementarstrecke mit dS und eine Elementarfliche mit dF be-
zeichnet und auf der Kugel entsprechend mit ds und df. Das elementare
Verzerrungsverhiltnis lautet:

ds
lnE =Inm = — Az ¢® — A, ¢*
Mit der Reihe fiirInm = —z — ... erhalten wir das Verzerrungsverhaltnis:
ds
E‘S— = 1 = A3q93 _A4(p4

Diese Gleichung quadriert mit Gliedern bis zur 4. Ordnung fiihrt zum
Fliachenverzerrungsverhiltnis:
df ds?

dF ~ dse =1 —2A4A;¢> —2A4,¢* + ... (1)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit dF und bilden die Differenz df —
dF, womit wir die Flichenverzerrung erhalten zu:
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Adf =df —dF = — dF (2 Ay ¢* + 2 A, ¢%) 2)

Nun ersetzen wir ¢ = f(X,Y) nach der Doppeliibertragungsgleichung
mit Gliedern bis zur 4. Ordnung und bezeichnen ihre Konstanten mit a,
b und ¢; damit finden wir die Potenzen von ¢ in (2) wie folgt:

p =aX —bY:—cX?
@ =a® X3 — 3a%b X?Y2 — 3 @®c X*
@* = at X*

Das Flichenelement dF in (2) konnen wir mit geniigender Genauigkeit
durch ein elementares Koordinatenfeld dF.” = dY - dX in der Projek-
tionsebene ersetzen. Damit finden wir mit (2):

Adf =dY - dX[—2A;a* X*+64;a2b X2Y?2 — (2 A, a* — 6 A3 a® ¢)X1]

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir die Konstanten dieser
Gleichung mit:

24;a® = K, 6 Asa?b = K, 2A,0* —6A;a%¢c = K, (3)
Damit lautet unsere Gleichung:
Adf =dY - dX[— K, X3 + K, X2 Y? + K, X1

Diese Gleichung integrieren wir in den Grenzen eines beliebig groflen
Koordinatenfeldes F." = (Y, — Y,) - (X, — X;) wie folgt:

Y2 Xz Yz X2
A F/ =f—F=—K, [dY [ X*dX + K,[ Y?dY - [ X?dX +
Y, X, Y, X,
Y2 Xa Kl
+ Kg,}[dY‘JY.X‘;dX = —**E’(Yz — ¥ ) (X' — X)) +

K, K
+ @YD) (- X)) - (WYX - XD ()

Beim ersten Glied in (4) fithren wir das Koordinatenfeld F,” =
(Y, — Y) (X, — X,) ein und erhalten:
, K Xt — X

2 O A 9 s R e S
¢ 4 X,— X, J

Die Division durch X, — X, fithren wir aus und setzen dann die Mittel-
koordinate X, = % (X, + X,) ein, womit wir die folgende SchluBglei-
chung der Verzerrung erhalten:

K
As Fc’= - Fc’ K1 AXc3 - Fc’ 41 Xc (Xz - X1)2 I
K, 3 3 3 3 K 5 5 =
+ —-9—(Y2 — ¥5®) (K — X4%) — 5 (Y, — Y)) (Xy* — X)P) (5)

357



Die auf der ersten Zeile stehenden beiden Glieder sind in der 3. Ordnung
der Koordinaten und iiberragen im absoluten Wert die folgenden Glieder.
Sie bestimmen daher mit X, das Vorzeichen der Verzerrung, die nérdlich
der Y-Achse negativ, also verkleinernd, und siidlich positiv ist.

Fiihrt man in (5) bei den letzten Gliedern ebenfalls die Fliche F,’ ein,
so entsteht damit eine um 5 Glieder vergrof3erte Rechenformel, weshalb
darauf verzichtet wurde. Immerhin diente diese Einfiihrung zur Abkli-
rung der Vorzeichen. Alle 7 Glieder sind positiv und die Koordinaten von
der 4. Ordnung. Fiir X, und Y, und die Koordinatendifferenzen kommen
nur gerade Potenzen vor. Die Reihenfolge der Koordinaten und die Lage
von X, haben also keinen Einflufl auf die Vorzeichen, die in (5) fiir die
Glieder 6. Ordnung demnach absolut sind.

Die konstanten Koeffizienten die zum Rechnen mit (5) einzusetzen
sind, haben folgende Grundwerte, mit denen die Gré8en K,, K, und K, in
(3) gebildet werden:

Aus dem Verzerrungsverhdllnis

2 e’? sin B, cos B, e’? cos* B, 2 i
A, = e A= gyag (1+12¢ — 11e? costBy
lgA; = 1,403 198-20 1gA, = 5,47535-30

Aus der Ubertragungsgleichung ¢ = f(X,7) ist

v
= _h} 0" lIga = 1,5103639 (R in km)
Vot
o= O 1gb = 4,433 536-10
3e? | '
e = 2 Re 0” sin By cos B, lIge = 2,406 316-10

In diesen Bezeichnungen bedeuten, auf das Projektionszentrum bezogen:

B, = Ellipsoidbreite Vo =1 + e cos?B,
b, = Kugelbreite t =tgbh,

Mit diesen Grundwerten erhalten wir nach (3) die folgenden Konstanten
fiir (5):

g reisinBocosB, o 21e” o p B 1g 7681420
l_ 3V, R? 27 30V, R 0 0SB 8 g .
e’2 cos2B

lg K, = 2,23532-10 Ky = 3V R: (1 — 6e2 + 7 e’ cos By)

K K
1g_4i = 1,63326-10 g 7)3 = 7,0912-20

358



	Zur Flächenverzerrung der Kugelprojektion

