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Betrachtungen zur Poincaréschen Schranke
fiir die Rotationsgeschwindigkeit

K. Ledersteger, Wien

Fiir das Problem der Gestalt der Himmelskorper einschliellich der Erde
ist die Theorie der hydrostatischen Gleichgewichtsfiguren von fundamen-
taler Bedeutung. Eine Fliussigkeit befindet sich im sogenannten relativen
Gleichgewicht, wenn sie wie ein fester Korper um eine durch den Schwer-
punkt gehende feste Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert.
Die Gleichgewichtsbedingung fordert, daB3 die Flichen gleichen Druckes
mit den Niveauflichen zusammenfallen. Sie sind dann auch mit den Fla-
chen gleicher Dichte identisch, und die freie Oberfliche ist als die oder eine
der Flidchen geringster Dichte selbst eine Niveaufldche, wobei lediglich
noch aus Griinden der Stabilitit vorausgesetzt ist, dal3 die Dichte nach
innen, also bei zunehmendem Druck, niemals abnehmen darf. Fiir unser
Problem kommen nur langsam rotierende und daher schwach abgeplattete
sphiroidische Figuren in Frage, die dann notwendigerweise Rotations-
symmetrie aufweisen. Uberdies ist ganz allgemein nach dem berithmten
Theorem von Lichtensitein [1] die durch den Schwerpunkt senkrecht zur
Rotationsachse gelegte Aquatorebene eine Symmetrieebene des Korpers.
Ferner ist es fast selbstverstindlich, dall bei dem nur der Eigengravita-
tion und Fliehkraft unterworfenen Korper die Schwerkraft stets nach
innen gerichtet ist. Nur im Extremfall kann sie in den Punkten des Aqua-
tors verschwinden, wenn sich dort Attraktion und Fliehkraft gerade ge-
genseitig aufheben. Die Oberfliche ist nur dann streng frei, wenn kein
AuBlendruck vorhanden ist. Sie kann aber auch unter einem konstanten
Auflendruck stehen.

Wir setzen den AuBlendruck Null voraus und beweisen zunichst die
Poincarésche obere Schranke fiir die Rotationsgeschwindigkeit unabhin-
gig vom Gleichgewicht fiir einen rotierenden Korper der Masse M, des
Volumens 7' und der Oberfliche S. Aus der Poissonschen Gleichung

AW; = —4xak?p + 2 @? (1)
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folgt durch Integration iiber T leicht:

fAWdt:—4:rzk2fgdt+2w2 rdz':—-ﬁlnkzM—f—szT (2)
T T T

Zusammen mit dem Theorem von Gaul} und weil die Schwerkraft g auf der
Oberfliche S niemals negativ sein kann:

fAWdr= ?.Edcr=—~fgdc<0, 3)
dn,
T S S

ergibt sich bereits die Poincarésche Ungleichung
M
co2<2:mk2—T~——-2nk29m, 4)

unter g, die mittlere Dichte verstanden.

Nunmehr seien einige Sidtze Lichtensteins, die fiir homogene Gleich-
gewichtsfiguren entwickelt wurden, sofort fiir heterogene Gleichgewichts-
figuren bewiesen.

1. Angenommen, es gelte anstelle von (4) die strengere Ungleichung

Dann muf} im ganzen Innenraum 7 iiberall W > W, sein, wenn W, den
Potentialwert der Oberfliche bezeichnet. Denn anderenfalls mii3te das
Potential W in einem Punkte Q von T ein Minimum haben, und es wire
in allen Punkten einer hinreichend kleinen Kugel um Q die Ableitung
dW/on, positiv. Gemif3 dem Theorem von Gaull wire dann aber im
Punkte Q sicherlich AW = 0, was der Voraussetzung (5) widerspricht.
Ist wieder der Aulendruck Null, so folgt aus der Integration der Gleich-
gewichtsbedingung dp = pdW:

1
?p (x,y,2) =[W(x,y,2) — W] >0, (6)

was besagt, dafl im ganzen Innenraum T der Fliissigkeit Druck vor-
herrscht. Ferner ist wegen W > W, in allen Punkten von S die Schwer-
kraft nach innen gerichtet, wenn man von dem Extremfall ¢ = 0 in den
Aquatorpunkten absieht.

2. Setzen wir umgekehrt voraus, dai
w? > 27 k® pmax » (7)

dann folgt analog, daBl in T iiberall W < W, sein muf}. Denn sonst wiirde
in einem Punkte Q ein Maximum von W auftreten, und es miil3te dort
AW < 0sein, im Widerspruch zur Annahme (7). Die rechte Seite der Glei-
chung (6) wire jetzt stets negativ, und es miiliten im ganzen Innern der
Fliissigkeit Zugspannungen herrschen.
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Nebenbei sei bemerkt, daB Crudeli [2] die Poincarésche Schranke fiir
eine konvexe Oberfliche S mit nirgends verschwindender Schwerkraft
durch die Grenze

w? = 7w k? ppax (8)

ersetzen konnte. Im Falle der Homogenitit bedeutet dies eine Herab-
setzung der Schranke auf die Hilfte, wihrend das genaue Studium der
MacLaurinschen Ellipsoide lehrt, dal in Wirklichkeit sogar

w? = 0,4493314 n k2 o (9
gilt.

3. Ist die freie Oberfliche eine Niveauflidche, so herrscht in der ganzen
Fliissigkeit Druck. Wir wihlen ein Koordinatensystem, dessen xy-Ebene
mit der Aquatorebene zusammenfillt, wihrend die Rotationsachse die
z-Achse darstellt. In der oberen Hilfte der Gleichgewichtsfigur legen wir
parallel zur Aquatorebene die Ebene z = z° < zpax. Der Teil 6 der Figur
oberhalb dieser Ebene ist mit seinem Spiegelbild §’ beziiglich dieser Ebene
sicher im Innenraum T enthalten. Eine Parallele zur z-Achse mdége die
Oberflache S im Punkte A (z > z’) schneiden; sein Spiegelbild B liegt dann
ebenfalls in 7. Wire die Fliissigkeit homogen, so wiirde die Teilmasse des
Raumes (0 + 0) in den beiden Punkten A und B dasselbe Attraktions-
potential V erzeugen. Da wir aber eine heterogene Fliissigkeit voraus-
setzen, bei der die Dichte nach innen zunimmt, ist das von (0 + 0’) er-
zeugte Attraktionspotential in B gréBer. Uberdies wird der Restkorper
(T — 6 — 0’) gleichfalls in B ein griBeres Potential erzeugen als in A.
Somit ist sicherlich Vg > V4, und da in beiden Punkten wegen des glei-
chen Abstandes von der Rotationsachse die Fliehkraft dieselbe ist, gilt
auch: Wg > W 4. Das Potential in A hat aber den Wert W, der freien
Oberfliche, und es folgt aus (6) die Ungleichung p = 0, womit unser Satz
bewiesen ist.

Soweit die Ergebnisse der klassischen Theorie. Ziehen wir jetzt das
Prinzip der Entblitterung heran, so kann dieletzte Argumentation jeweils
fur die Restfigur wiederholt werden, und man erkennt, dal mit abneh-
mendem Aquatorradius der inneren Niveauflichen der Potentialwert W
monoton wichst. Gleichzeitig kann wegen des Verhaltens der Dichte der
Operator 4 W nach innen nur abnehmen: AW, = AWp = AW¢ ... Wire
an der Oberfliche S sein Wert positiv: AW4 > 0, also w? > 2 7 k? pmin,
so mii3te an einer bestimmten Niveaufliche der Wert AW = 0 erreicht
werden und unterhalb stets AW < 0 sein.

Nunmehr kniipfen wir an die Uberlegungen von H. Bruns [3] an. Wir
legen im Oberflichenpunkt A ein Koordinatensystem, dessen z-Achse
senkrecht nach innen weist (W; = g), wihrend in der Tangentialebene an
S die z- und y-Achse mit den Hauptkriimmungsrichtungen zusammen-
fallen. Dann gilt bekanntlich fiir die mittlere Kriimmung H:

1 1 1
H=—[— + -1;29gH = — (W W, 1
5 (Rl =+ Rz) g (Wu + Wy) 10)
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Schreibt man noch W, = dg/dni, so folgt mit (1) die Brunssche Formel
in der Gestalt:

dg
dn;

—2gH =AW, = — 4 7 k? omin + 2 ©° (11)

Setzen wir, wie es fiir die sphéroidischen Gleichgewichtsfiguren fast selbst-
verstiandlich ist, eine konvexe Oberflache S voraus, so ist > 0, und wir
haben drei Fille zu unterscheiden:

a) Liegt das Schweremaximum an der Oberflache S, was bekanntlich
der Fall ist, solange die Oberfliichendichte groBer ist als 2/, der mittleren
Dichte: gmin > % om, S0 ist an S sicher dg/dn; negativ und daher AW 4
und in weiterer Folge in der ganzen Figur AW negativ. Mithin gilt:

w? < 2 7t k? omin (12)

Dies wird auch durch den Satz von Gaul} bestitigt. Legt man um einen
Innenpunkt B eine kleine Kugel, so wird diese durch die konvexe Niveau-
fliche von B annihernd halbiert. Im oberen, groBleren Teil der Kugel sind
die Ableitungen 0 W/dn, negativ, im unteren, kleineren Teil positiv. Da
ferner die Absolutbetrige dieser Ableitungen oberhalb der Niveaufliche
von B groBer sind als unterhalb, ist das iiber die Kugel erstreckte Integral
von 0W/dn, negativ und somit AWg = 0.

b) Sobald gy, unter 2 g,,/3 sinkt, riickt das Schweremaximum in
immer groflere Tiefen, und es ist an der Oberfliche dg/dn; positiv. Den-
noch wird AW 4 negativ bleiben, solange ppin > ®?/2 nk? = ©2/419-107°.
Fiur die Rotationsgeschwindigkeit der Erde w? = 5,3175 - 10~° miillte also
Omin > 0,0127. Dies entspricht aber bereits der Gré8enordnung der Ober-
flachendichten der schwach abgeplatteten einparametrigen Sphiroide der
grof3ten Massenkonzentration. Das stetige Dichtegesetz der einparametri-
gen Gleichgewichtsfiguren lautet [4]:

x \27]2
0 =Qmax[1 —"’(?>] (13)

Bezeichnet n das Verhéltnis gp,ax : om, S0 gilt:

@min = (1 — 9)* o (14)

Fur die schwach abgeplatteten einparametrigen Sphiroide der grofiten
Massenkonzentration ist das Produkt n(1 — »)? fast konstant 0,0035, und
die Ungleichung (12) geht bei Multiplikation mit a3/k?M und unter Beach-
tung von (14) leicht iber in:

1 0,0053
£ = (1,4583 ¢ + 1,4085 ¢?) < LA . n(l —»?=- » (12a)
2 1 —e 1—e

woraus sich hinreichend genau als obere Grenze fiir die Abplattung
e < 0,0036 ~ 1 :278 (15)
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ergibt. Obwohl also das Schweremaximum in eine maximale Tiefe geriickt
ist, ist auch fiir alle Punkte B oberhalb des Schweremaximums wegen
0 < dg/dn; < 2 ¢ H der Operator AWpg < 0. Es widerspricht dies nicht
dem Satz von Gaull. Denn das Integral der Ableitungen ¢ W/on, iiber eine
kleine, um B geschlagene Kugel kann ja wegen der groleren Fliche des
oberen Teiles der Kugel negativ sein, trotzdem die Absolutbetrige der
negativen Ableitungen in diesem Teil jetzt groer sind als die positiven
Ableitungen im unteren, kleineren Teil der Kugel.

c) Grolere Abplattungen sind bei gleicher Masse und Achse mit einer
grofleren Rotationsgeschwindigkeit und mit einer gréBeren Minimaldichte
verkniipft. In den Bestimmungsgleichungen fiir die beiden spezifischen
Konstanten des Dichtegesetzes:

1_8——111 §] +32 (16
1—52_ 5v 7v )

an\2 1 —e " 10 4 5

- — = ] —_ R

a) 1— e 7" 9"
diirfen die Abplattungsfaktoren nicht mehr vernachlissigt werden, und
das Produkt n(1 — »)? ist nicht mehr konstant. Die Durchrechnung von
etwas stirker abgeplatteten einparametrigen Sphiroiden der grofiten
Massenkonzentration lehrt aber, dal die Zunahme von n(1 — #)? und

damit von g, langsamer erfolgt als die Zunahme der Rotationsgeschwin-
digkeit, so dal3 sehr bald

Omin < ®%/419 - 10-° (17)

und damit an der Oberfliche S und im oberen Teil des Innenraumes AW
positiv wird.

Die Ungleichung (5) ist mithin im Gleichgewichtsfalle eine hinrei-
chende, aber keineswegs notwendige Bedingung dafiir, daf} in der ganzen
Figur Druck herrscht. Hierfiir geniigt jedoch bereits die Tatsache, dal}
die Oberfliche eine Niveaufliche ist, und zwar ginzlich unabhingig von
der Existenz eines etwaigen Auflendruckes, wie bereits Lichtenstein be-
tont hat. Dies ist auch der Grund dafiir, dall als einzige Gleichgewichts-
bedingung das Zusammenfallen der Niveauflichen mit den Flichen glei-
cher Dichte auftritt oder daf} jede Gleichgewichtsfigur durch ihre Schich-
tung im Sinne Wavres [5] bestimmt ist. Lat man jedoch das Gleichge-
wicht fallen, indem man im Inneren der Figur Massenverschiebungen in
homogenen konfokalen Ellipsoidschalen oder in homogenen konzentri-
schen Kugelschalen durchfiihrt, so bleibt wohl die Oberflache nach wie vor
eine Niveaufliche. Hingegen kann jetzt durch einen mehr oder minder
groflen AulBlendruck das Auftreten von Zugspannungen in der Flissigkeit
vermieden werden.

Es zeigt sich also, da3 die Poincarésche Schranke fiir die Rotations-
geschwindigkeit nicht nur bei den MacLaurinschen Ellipsoiden — hier so-
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gar ginzlich unabhingig von der Abplattung —, sondern auch bei den
sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren weit unterboten wird, wenn nur die
Abplattung hinreichend klein ist.

Vorstehende Betrachtungen lassen sich noch etwas verallgemeinern.
Wir schreiben die Poincarésche Schranke in der Form:

Q=w2nkon <1 (4a)
: e 4 _ ;
und transformieren sie mit M = Y wad(l —e) opund & = w? a®/k* M in

Q=—§—é(1—e)<1. (4b)

Fiir die sogenannten einparametrigen Gleichgewichtsfiguren, das heif3t
fiir die Gleichgewichtsfiguren mit dem stetigen Dichtegesetz (13), liegt &
zwischen den Grenzen: 0,8 e = & = 1,4583 ¢, und es folgt in wesent-
licher Verschiarfung

P<e (18)

und zusammen mit (14)

€

w? < 27 k? omin ;17(1;_‘852) (18a)

Fiir die héheren Gleichgewichtsfiguren mit unstetigem Dichtegesetz gilt
aber (18) nicht mehr allgemein, da & bis auf 2 ¢ anwachsen kann. So ist
zum Beispiel fiir den Massenpunkt, tibrigens vollkommen streng,

E(1l—e)=2e (19)

und (4b) geht in eine Schranke fiir die Abplattung der Niveauflichen des
Massenpunktes iiber

4 3
Q=?e<1oder:e<—4—, (20)

welche allerdings bereits wieder weit unterboten wird, da die wahre
Grenzabplattung

1

ist. Denn im Aquator der Grenzniveaufliche sind Attraktion k2 M/a?
und Fliehkraft w? a entgegengesetzt gleich, das heilit ¢ = 1, also (1 — e)
= 2 ¢, und es verschwindet dort die Schwere.

306



Literaturhinweise

[1] L. Lichtenstein: Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten. Berlin 1933.

[2] U. Crudeli: Sula velocita angolare dei fluidi eterogenei, rotanti, limitati da figura
di equilibrio. Atti della Accademia dei Lincei 19, 1910, 2, S. 41-43.

[3] H. Bruns: Die Figur der Erde. Berlin 1878.

[4] K. Ledersteger: Zur Frage des Dichtegesetzes der einparametrigen heterogenen
Gleichgewichtsfiguren, Schweizerische Zeitschrift fir Vermessung, 1960, Nr. 4.

[6] R. Wavre: Figures planétaires et géodésie. Paris 1932.

Détermination par voie de nivellement trigonométrique
de déviations de la vertieale

par A. Ansermet*

Résumé

Le probleme abordé ici fut déja traité magistralement notamment
par la Commission géodésique (voir [1]). Certaines simplifications sont
envisagées quant a la compensation; si le massif montagneux est fort
¢éloigné de I’équateur, le praticien pourra se borner a effectuer le calcul
sur une sphere en choisissant un équateur fictif. Les déviations &, n étant
déja de petites quantités, il n’est pas nécessaire de déterminer des valeurs
provisoires comme le font certains auteurs; quant aux altitudes provi-
soires, elles sont arbitraires entre certaines limites. Il est inutile de pousser
la précision notamment pour le calcul des coefficients des équations
initiales; pour ces éléments le réle de la surface de référence (sphere,
ellipsoide, géoide) importe peu car la présente publication porte surtout
sur la détermination de poids. Des groupes d’inconnues peuvent étre
éliminés. A certains égards des visées réciproques et simultanées sont
désirables (voir [3]). Quant a la réfraction, c’est toujours un élément un
peu critique; comme le fait remarquer P. Engi, ce probléme fut déja
abondamment traité.

Le probleme traité ici, surtout en vue d’applications, suscita déja des
publications importantes; citons celles, magistrales, de la Commission
géodésique suisse (voir [1]). Si le réseau est peu étendu, des simplifica-
tions sont a envisager; les lignes qui suivent portent sur la compensation
proprement dite, le réseau comprenant six points nouveaux, 18 ou 19
inconnues, 12 cétés, 24 visées, donc 24 équations initiales. Il n’y a pas de
visées réciproques et simultanées, ce qui causerait des complications.

Les éléments connus sont l'altitude H, du centre O, laquelle est
arbitraire pour la compensation, puis les composantes mutuellement rec-
tangulaires &), 7, de la déviation de la verticale en O; théoriquement leur

* Rédigé en hommage & notre Rédacteur en chef, M. le Prof. DT F. Kobold,
a P'occasion de son 60€ anniversaire.
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