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Die Folgepunktbestimmung
Von Paul Gleinsvik, Vollebekk (Norwegen)

Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist das Studium der Genauigkeit
von Punkten, die nach der Methode von Leit- und Folgepunkt bestimmt werden.
Insbesondere sollen die Auswirkungen von Fehlern in den Koordinaten der gegebe-
nen Punkte auf Leit- und Folgepunkt untersucht werden. Die Studie ist ein Auszug
aus der Losung einer von der Abteilung fiir Kulturtechnik und Vermessung der
Eidgenossischen Technischen Hochschule in Ziirich im Jahre 1951 gestellten Preis-
aufgabe. Das Thema lautete: «Zur Bestimmung eines Neupunktes werden auf zwei
Festpunkten die Parallaxwinkel zwischen dem gesychten Punkt und einem in des-
sen Nahe liegenden, fehlerlos anzusehenden Punkt gemessen (Verfahren von Leit-
und Folgepunkt). — Es ist die Genauigkeit der Lage des Neupunktes zu untersuchen,
unter besonderer Beriicksichtigung des Falles, daBl die Festpunkte, auf denen Par-
allaxwinkel gemessen wurden, fehlerhaft sind.»

Zusammenfassung

In dem vorliegenden Aufsatz wird die Folgepunktbestimmung zum
Gegenstand einer umfassenden Genauigkeitsuntersuchung gemacht, ins-
besondere in bezug auf die Einwirkung der Festpunktlagefehler. Vor
allem interessiert hier die relative Genauigkeit des Folgepunktes im Ver-
hiltnis zu dem naheliegenden Leitpunkt. Die Untersuchung wird sowohl
vom rein mathematischen sowie vom fehlertheoretischen Gesichtspunkt
durchgefiihrt.

Als Hauptergebnis stellt sich heraus, dal3 die Verhiltnisse bei der
Folgepunktbestimmung sehr giinstig liegen, was die relative Einwirkung
der Festpunktlagefehler betrifft. In dieser Hinsicht ist die Folgepunkt-
bestimmung viel giinstiger gestellt als die gewohnlichen Arten der tri-
gonometrischen Punktbestimmung und um so giinstiger, je kleiner der
Abstand zwischen Leit- und Folgepunkt ist. Es wird ndmlich nachge-
wiesen, daB nur ein verhiltnismaBig kleiner Teil der Lagefehler der
Stationspunkte zum Folgepunkt iibertragen wird, wiahrend andererseits
die Koordinatenfehler des Leitpunktes sowohl in bezug auf Groe als
auch auf Vorzeichen niherungsweise unverindert iibertragen werden.

Résumé

Dans le présent article, la précision du point déduit par rapport au
point directeur (procédé de Schreiber) fait I’objet d’une recherche appro-
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fondie. Ce qui intéresse tout d’abord est la précision relative du point
déduit par rapport au point directeur voisin. L’analyse en est faite tant
au point de vue purement mathématique qu’a celui de la théorie des
erreurs.

Le résultat le plus important en est que les conditions de détermi-
nation du point déduit se présentent trés favorablement quant a l’in-
fluence relative de ’erreur de position des points fixes. A cet égard, cette
forme de détermination des points en chaine est plus favorable que la
détermination trigonométrique ordinaire; elle est d’autant plus propice
que la distance entre point directeur et point déduit est petite. Il est
méme prouvé qu'une partie relativement faible de ’erreur des points de
station est transmise au point déduit, tandis que les erreurs de coordon-
nées du point directeur sont transmises approximativement mchangées
en signe et en grandeur.

1. Einleitung

Die iibliche Methode der Folgepunktbestimmung — die Anordnung
der Beobachtungen und auch die rechnerische Festlegung des Folge-
punktes — stammt von General Schreiber. Sie verfolgt hauptsichlich das
Ziel, die grifitmaogliche relative Genauigkeit hinsichtlich der Lage zwischen
Leit- und Folgepunkt zu erlangen.

Wir wollen zunichst die Schreibersche Folgepunktmethode auf
Grund von [2] in Kiirze rekapitulieren:

Die Methode kommt zur Anwendung, wenn benachbarte Punkte un-
geniigend oder gar nicht miteinander verbunden sind. Um in solchen
Fillen eine Verminderung der gegenseitigen relativen Verschiebung der
Punkte zu erreichen, ist folgendermaflen vorzugehen:

1. Einer von den Punkten der Gruppe (die in der Regel nur aus
zwei Punkten bestehen wird) — der Leitpunkt — ist auf gew6hnliche Art
als Netzpunkt zu beobachten und auszugleichen.

2. Die iibrigen Punkte, welche als Folgepunkte bezeichnet werden,
sind von denselben Standpunkten durch unmittelbare Messung der Par-
allaxe, das hei3t des iiberwiegend kleinen Winkels zwischen dem Leit-
und Folgepunkt, anzuschneiden.

3. Bei der Berechnung der Folgepunkte sind die Parallaxen unmit-
telbar zu verwenden. Sind zum Beispiel séimtliche Richtungen einer Sta-
tion in einem Richtungssatz vereinigt, so ist bei der Berechnung der
Folgepunkte als Wert der Parallaxe « = rg — rr, zu benutzen, wobei
rrg und ry, die unmittelbaren Richtungswerte sind, ohne Riicksicht darauf,

_0bry, durch die vorausgehende Berechnung des Leilpunktes eine etwaige Kor-
rektur erfahren hal.

2. Die Genauigkeit der Folgepunktbestimmung

Im allgemeinen gilt, dal die Genauigkeit einer Punktbestimmung
nicht nur von den geometrischen Verhéltnissen und der Genauigkeit der
neupunktbestimmenden Beobachtungen abhingt, sondern auch von der
Genauigkeit der Festpunkte, auf welchen die Punktbestimmung beruht.
In der Regel sind die Festpunkte mit Koordinatenfehlern behaftet, wel-
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che durch die rechnerische Festlegung der Neupunkte auf die letzteren
iibertragen werden. Dieses Ubertragen kann mehr oder weniger giinstig
sein, abhingig von dem «Mechanismus» der Neupunktbestimmung, und
bietet im allgemeinen einen nicht zu unterschitzenden Beitrag zur totalen
Lageunsicherheit der Neupunkte.

Die tiblichen Genauigkeitsmaf@e, welche nur die Fehler der neupunkt-
bestimmenden Beobachtungen beriicksichtigen, geben folglich nur ein
partielles Bild der tatsichlichen Genauigkeit.

2.1. Die rechnerische Bestimmung des Folgepunktes

¥ L F
A A )?
7/ \
A N '}ﬂl
aA
A g
B
>y
Fig. 1

L = Leitpunkt, ' = Folgepunkt

Nachstehend wollen wir die funktionellen Beziehungen zwischen den
Koordinaten des Folgepunktes einerseits und den beobachteten Parallax-
winkeln « sowie den Koordinaten der Festpunkte A, B und L andererseits
ableiten, was auf Grund der Fehlergleichungen der Parallaxwinkel er-
reicht wird. Wir gehen aus von den provisorischen Koordinatenwerten
fir den Folgepunkt z° und y°. Die dazugehérigen provisorischen Rich-
tungswinkel sind ¢47° und ¢pr°. Damit nehmen die Beobachtungsglei-
chungen folgende Form an (Uberstreichen bezeichnet definitive Werte):

24 + Va4 = PaFr — PAL = QarF°® + Adpar — Par =
= agF TF + bar YF + @ar® — PaL

ap + VB = BF — PBL = @BF° + A¢Br — PBL =
= agr *f + bpr Yr + ¢BF° — ¥BL,
wo a und b die Richtungskoeffizienten sind, wihrend zF und yp fir die
«Verbesserungen» der provisorischen Koordinaten stehen. Das Fehler-
gleichungssystem wird somit gleich:
la

VA = aar 2F + bar Yr + @ar® — Par — aa 1

VB = apr xr + bBr Yr + @Br° — $BL — @B

g
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Da hier keine iiberschiissigen Bestimmungen vorliegen, werden V 4
und Vg beide gleich null, und es ergibt sich fiir die Koordinatenunbe-
kannten:

bar lB — bpr Iy barlp — bpr la
asp bgr — agr bar D

(2)

. aarlp — apr la

yF = = - T Rt
2
wo die Determinante D_gleich — _ © siny ist (p ist der Schnittwinkel
Sar SBF

im Folgepunkt F).

2.2. Der Einflufy der Beobachtungsfehler auf die Genauigkeil des Folgepunktes

Dieser Einfluf3 — als mittlerer Punktfehler ausgedriickt — ist bekannt-
lich gegeben durch: '
m, VSar® + Spr
Mo AF? + BE” (3)
g siny

wobei m, der mittlere Beobachtungsfehler der Parallaxwinkel ist. Bei
dem Schreiberschen Folgepunktverfahren wird groBles Gewicht darauf
gelegt, den relativen Wert von m, moglichst klein zu halten, weil es hier
in erster Linie auf die relative Genauigkeit des Folgepunktes im Verhilt-
nis zum Leitpunkt ankommt.

2.3. Der Einfluf3 der Lagefehle.r der Festpunkte auf die Genauigkeit des
Folgepunktes

Die Gleichungen (2) stellen die Koordinaten des Folgepunktes als
explizite Funktionen der Absolutglieder der Fehlergleichungen dar.
Diese Absolutglieder sind ihrerseits Funktionen der Koordinaten der
Festpunkte. Wir haben namlich nach (1):

la = ar® — PaL — o4
1)

Ilg = ¢BFr° — PBL — aB,

wo also die Koordinaten der Festpunkte A, B und L in den Richtungs-
winkeln ¢° und ¢ enthalten sind. Sind diese Festpunkte fehlerhaft, so er-
leidet der Neupunkt eine Verschiebung, welche sich durch Differentiation
von (2) ergibt.

2.3.1. Das Ubertragen der Lagefehler der Stationspunkte A und B

Wir bezeichnen die Koordinatenfehler der Stationspunkte mit fx4,
fya, fxp und fyg. Die entsprechende Lageverfalschung des Folgepunktes
ist gegeben durch:
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fer :*é*x """ fra + oy fya + e —fxg + a—fyB

0 7 d 0 e
e = IF L 9F yr 9YF
[yF = o Jra + oy fya + orp fxB + um fyB

Die hier auftretenden Differentialquotienten erhalten wir durch eine
Kombination von (2) und (4), wobei zu beriicksichtigen ist, daf}:

Ola _ s Opar  Ola Opar _ o
a’rA szAF axA 3‘PAL &EA
Ola _ Ol Opar  Ola Opar _ o,
0ya  OpaF 0Ya OpaL Oya
und entsprechend:
ol ol
P — —app +apr und —> = — bpp + bgr,
oxpg YB

Damit ergeben sich fiir die Differentialquotienten folgende Bezie-
hungen:

oxrFR bBr COS@RF (Singar — Ny singar)
= ——— i — M) = —

ory I} siny

oxf bpr COsS@RBFE (COS@QaF — Ny COS(pAL)
I UBE (= bar) = — o PBr (0504

0y 4 D , siny

oxFp bar COSQAF (singpr — np singpr)
— =—-—""(apr — apy) = — : Y
oxp D siny
oxF bar cos@4F (COSRF — NpB COSYRL)
= (BRE — i) = — R
ayp D siny
| . . . ©)
9Yr _  apF (A — aur) = singpr (Singar — na singay)
0T 4 D e o siny
Gyr _ aBE o pyy — _ SIPBF (COS@ar — N4 COSPAL)
oy D Ak AL siny
YF AAF sinpaF (singpr — np singpL)
= -~ —~(apr —apL) = — — ", o
orp D siny
Up . AR e b = SpAr (posper = N CoSgRr)
OYB i Bl o siny

' S S
wobei wir die Bezeichnungen ny = CAF ind ng = e eingefiihrt haben.
SAL SBL
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Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Differentialquotienten (6)
bei der Folgepunktbestimmung kleine Werte annehmen. Es sind in die-
sem Falle namlich ngq ~ np =2 1, und die Unterschiede zwischen p4r
und @47, (= a4) beziehungsweise gpr und ¢pr, (= «g) sind auch klein.
Das bedeutet aber, daB3 nur ein verhdltnismdpig kleiner Teil der Koordina-
tenfehler der Stationspunkie zum Folgepunkt iibertragen werden. Die Uber-
tragung dieser Lagefehler ist um so giinstiger, je kleiner der Absland zwi-
schen Leit- und Folgepunkt ist, weil sdmiliche Differentialquotienten (6)
den Grenzwert Null haben, wenn Sgy, — 0. Weiler ist ersichilich, daf3 das
Ubertragen der Lagefehler nur von der Konfiguration und nicht von der
Griofle der Figur abhdngt.

Die aus (5) resultierende lineare Verschiebung des IFolgepunktes ist

gegeben durch: ds® = frp® + fyp?

Fiir den Spezialfall, dal3 die beiden Parallaxwinkel gleich sind sowohl in
bezug auf GroBe als auch auf Vorzeichen, 148t sich eindeutig zeigen, da3

ds = sina \/f?,

wobei R ausschlieBlich eine Funktion der Konfiguration des Festpunkt-
dreiecks A BL und der Lagefehler der Festpunkte A und B ist. Das be-
deutet aber:

Die lineare Verschiebung des Folgepunktes infolge der Lagefehler der
Stlationspunkte A und B ist in diesem Falle proportional dem Sinus der
Parallaxwinkel.

’

2.3.2. Das Ubertragen des Lagefehlers des Leitpunktes

Wir nennen die Komponenten bei der Verschiebung des Folgepunk-
tes, welche durch den Lagefehler des Leitpunktes verursacht wird, fxg’
und fyg’. Diese Groflen sind gegeben durch:

;. 6xp aiL‘F
fxF" = iy fxr + B fyL
oy - )
t o SIEF il
fyr' = i fxr, + ouL fyL

Wir kehren zu den Gleichungen (2) und (4) zuriick und erhalten fir
die in (7) auftretenden Differentialquotienten:

aJIF
- = b i} . —_— b a ==
on, D( BF QAL AF 4BL)
Ny COSPBF sinpar, — np COSQAF singpgy,
B siny
oxp 1
= bpr b — bar b =
UL D( BF baL AF bpr)
. ng COSERF COSQ41, — Np COSQPQ F COSQPRL

siny -

)
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ayF"—l( aBr aal, + asF ABL) =
6z, D BF QAL AF ABL) =

ny singpr sing4y, — np singaF singpr,
siny

JYF 1

— = - (— apr bar, + aurb =

) (— apr bar + aar bpL)

ny singpr cCos@41, — NB Sin@p4F COS@RY,
siny

Um Anhaltspunkte iiber den «Mechanismus» des Ubertragens des
Leitpunktfehlers zum Folgepunkt zu gewinnen, wollen wir den Spezialfall
mit ¢4 = g = « und ny = ng = n niher untersuchen:

ox cos : sin — o) — COoSs sin — o

oxp _ cosgpr sin (par ) . @aF sin (pBr ) _ . S
orxy, siny

oxp COS@RF COS(PAF — ) — COS@PAF COS(@PBF — @) .
—— = —_n — e e il . ) — = — nsina
AL siny

Das heif3t: fep’ = n cosa fz; — nsina fyr,

In derselben Weise finden wir:

OYF . oyF
—— = — nsinae und --~— = n cosa
oxy, oYL

Das heil3t: Jyr’ = — n sina fxy 4+ n cos« fyr,

Bei der Folgepunktbestimmung sind die Winkel « klein und n ~ 1.
Das bedeutet aber, daf3

fep’ =~ fxr und fyp’ ~ fyr,

Dasheillt: Die Koordinatenfehler des Leitpunktes werden sowohl in bezug auf
Gréfle als auch auf Vorzeichen néiherungsweise unverdndert zum Folgepunkt
tibertragen. '

Dieser Satz entspricht den tatsidchlichen Verhiltnissen um so besser,
je kleiner der Abstand zwischen Leit- und Folgepunkt ist.

Die Fortpflanzung des Lagefehlers des Leitpunktes zum Folgepunkt
geschieht also vom Gesichtspunkt der relativen Genauigkeit aus in einer
vorteilhaften ‘Weise. Denn wie wir schon mehrmals betont haben, stellt
sich bei der Folgepunktbestimmung in erster Linie die Frage nach der
relativen Genauigkeit zwischen Leit- und Folgepunkt.
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2.4. Extremale Auswirkungen der Lagefehler der Stationspunkte auf den
Folgepunkt

Aus der Gleichung der linearen Verschiebung des IFolgepunktes:

OXF oxyp OrF oxp 2
ds2 = 2 P e I -
$? = frr* + fyr (axA fea + A fua + on fxp + up fyB
7 oy, 7 ‘8 : i
Yr Yr Yr Ur
(2 faa 0  fya + 0 fap 4 OF fyg
0x 4 oy a oxrp Yn
geht hervor, dal fiir gegebene lL.agefehler der Stationspunkte:
dsa = Viea® + fuat wnd dsp = Viegt + gt (10)

die Verschiebung ds von dem Verhéltnis fy: fx, das heilt von den Rich-
tungen der GroBBen ds4 und dsg, abhéingt. Wir fragen nun nach den Rich-
tungen y4 und yp derjenigen Lagefehler, welche extremale Verschiebun-
gen des Folgepunktes verursachen. Aus (9) und (10) ergeben sich die fol-
genden zwei Extremalbedingungsgleichungen:

ods? OLF Oxf ox oxp oxyp Oxp [x
e 2(—F frat . Cfga+ oo frp oo fyB)< A A)
XA A JyB

0z 4 o &y oz oxy  Bya fya
oy Yr Yr oyr oyr  Oyr [xa
of ZIF L S _ -0
- (axA T oya 4T aep ™ T oy 98 \ara  aya fua
(11)
Ods? oxp oxp oxy: oxp ) ( oxp Oxp fxB)
e g S e EE. PAR _{_A [ + Lt fop _!_7”7 s e =
oxp (333Af A7 aya Ha 3xBf B oym ia dxg 9Ym [ys
oy oY F oyr Oy r ) (&UF oyr fl‘B)
+2<-a: o s + ook fup + - 0
3€CAI 4T Bya Hya 3xBf B eyn fys dxrp  OYm [ym

wenn wir frs und fxp als freie Variable auffassen.

Infolge der folgenden besonderen Eigenschaften der hier auftreten-
den Differentialquotienten, wie sie sich aus (6) ableiten:
6.121;' . a:EF - ay}_? . 8y1: i &L‘F . 8xp - ayp . ayp
0ya Oxs Oya Oxy oyp " oxp  Oyp oOxp’
hat (11) einfache Lésungen. Aus der ersten Gleichung ergibt sich (beim
Nullsetzen der zwei rechtstehenden Klammerausdriicke):

Oxp Oxp OYyp OYf COSQAF — g COS@AT

------ YAy = P ph = . .
(fo)max ¥4max Oya Ory 0ya 0Oxy sinpap — nasingar,

In der gleichen Weise ergibt sich aus der zweiten Gleichung:

(fiBﬁ

) te drxp Orp  OYr OYr COS@BF — NB COSQBL
= B &3 : = = = T E
[*B /max ¥Brmax dyp Oxp - Oyp 0Oxp singgr — npsingpr,
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Beide Gleichungen (11) liefern iibereinstimmend die folgenden Minimal-
lé6sungen (beim Nullsetzen der in jeder Gleichung linksstehenden zwei
Klammerausdriicke):

fya ) oxp oxp (fyB> | oxp_oxp
P = tg A = — o —— und S iz tg B . = —
(IIA min PAmin 0rys Oya {xB/min ¥Bmin oxp 0Ym
Aus tgq)Amax . tgszmin = — 1 und tgqumax . tngmin = —1
folgt, daB die zwei Exiremalrichiungen senkrecht aufeinander stehen.

Fiir die Extremalwerte der linearen Verschiebung des Folgepunktes
ergeben sich:

1 —
dSmin = 0 und ds;ax = -sin-yz [‘h dss? + ¢,dsp® + 2 cosy V4, q, ds4 dsB},

wobel ¢, =1 4+ n 2 —2n4 cosayqundg, =1 4 ng? — 2 ng cosap (in dem
Ausdruck fir ds;ax ist das Quadratwurzelglied immer positiv zu nehmen).

Parailele
zur
x-Achse

Fig. 2%

Die Extremalrichtungen lassen sich in einfacher Weise geometrisch
interpretieren. In Figur 2 ist

AF = Sqp = AFund AL = S,;, = AL".
Der Figur ist zu entnehmen:
tl = SAL sinquF == SAF Sin(pAL
[, = SAL COSQAF — SAF COSQAYL
t sin ; — Ny sin :
Das heil3t: tgw = -+ = Yap T oA TNEAL t8Ya i

Ly COSQAF — N4 COSQAL,

Wir haben damit gezeigt, dal die Minimalrichfung mil F’ L’ zusam-
menfdllt. Diese Minimalrichtung ist tibrigens identisch mit der Tangente

* Berichtigung: In der Figur 2 sind die GroBlen ¢, und ¢, gegeneinder auszu-
tauschen.

193



im Punkte A des Kreises durch A, F und L. Bei einer Verschiebung des
Punktes A auf diesem Kreis entsteht nidmlich keine Verzerrung des
‘Winkels « 4, das heif3t, solange A sich auf diesem Kreise befindet, werden
alle von A ausgehenden Linien mit dem Richtungswinkel @41, 4 a4 sich
immer in demselben Punkt F schneiden. Folglich mul3 die Minimalrich-
tung mit der Tangente dieses Kreises im Punkt A zusammenfallen.

Aus Figur 2 ist auch leicht ersichtlich

(SAL sinpar — SAF sin@ar)? + (SAL COSQaAF — SaF COS@ar)? =
(12)
= Sp 1 = SrL%

eine Beziehung, die wir bei einer spiiteren Gelegenheit noch brauchen
werden.

2.5. Extremale Auswirkungen des Lagefehlers des Leitpunkles auf dem
Folgepunkt

Wir fragen nun nach der Richtung eines gegebenen Lagefehlers des
Leitpunktes, welche extremale Verschiebungen des Folgepunktes zur
Folge hat, wobei es sich hier um relafive Verschiebungen im Verhiltnis zum
Leitpunkt handelt. Wir gehen dabei zu relativen Koordinatenfehlern des
Folgepunktes iiber, welche mit fxr” und fyp” bezeichnet werden:

' orr or 5
frr” =[x’ — [x1, = i Y | fer, + - E fur. = A, Jxr + B, fyL
oxy, YL _
% P a il ay el
fyr” = fyr" — fyr. = I fay, +( 1) fyr. = As fxr + Bs fyr.
oxy, \ayl.

Die relative Verschiebung des Folgepunktes ist gegeben durch:
dst = frp" + [yp"

Gesucht sind die Extremalwerte von ds unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingung frp? + fyr? = dsr?, wobei dsy eine Konstante ist.
Es ergibt sich die folgende Extremalbedingungsgleichung:

fxr.

fyL

JxL
fur

2
(Al Bl + A2 BZ)( ) + (B12 + 1—322 - A12 - A22)

— (A, B, + Ay By) =0

Die Verhiltnisse sind also diesmal viel komplizierter als bei dem
entsprechenden Problem der Lagefehler der Stationspunkte. Wir wollen
der Sache nicht weiter nachgehen; wir begniigen uns lediglich mit der
Feststellung, daB3 es auch hier zwei Extremalrichtungen gibt. Diese stehen
aber nicht senkrecht aufeinander und lassen sich auch nicht unmittelbar
geometrisch interpretieren. Der Minimalwert ist verschieden von Null.
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3. Zahlenbeispiel

Hier sollen die abgeleiteten Formeln, welche die Auswirkung der
Lagefehler der Festpunkte auf die Lage des Folgepunktes mathematisch
zum Ausdruck.bringen, an ein paar Beispielen demonstriert werden.

Folgepunktfall ay = ap = 5° Normalfall ooy = ocg = 30°

x
A

Max. richt, Max. richt,

y AT
|
|
|
v

Max. richt,

Fig. 3

In Figur 3 bilden die drei Festpunkte A, B und L ein gleichseitiges
Dreieck. Einfachheitshalber lassen wir die Seite AB mit der Y-Achse
zusammenfallen. Die Parallaxwinkel sind gleich grof3, gleich 5° im Folge-
punktfall und 30° im Normalfall, womit der Neupunkt in den Schwer-
punkt des Dreiecks A BL fillt. Simtliche Lagefehler der Festpunkte A,
B und L werden gleich grol3 und fiir unser Beispiel auf 10 cm festgelegt.
Gesucht wird die maximale Auswirkung dieser Lagefehler auf F. Alle
GroBen, die fiir die Ubertragung der Lagefehler des Festpunktes mal-
gebend sind, sind in Tabelle 1 und 2 zusammengestellt.

Tabelle 1: Das Uberiragen der Lagefehler der Punkte A und B

Grp o%g, g Oop | Or 73

ox, Ay, oxg Yp ox oY 4

Folgepunktfall | 40,120 | —0,056 | +0,120 + 0,056 | —0,084 | 40,039

Normalfall . + 0,333 0 +0,333 o - —0,577 0
Y OYr ;
o - 33}3 d8max Vi Va....
Folgepunktfall | + 0,084 + 0,039 2,65 ecm 335° 25°
Normalfali +0,677 0 11,565 em 180° 0

195



Tabelle 2: Das Ubertragen des Lagefehlers des Punktes L

bxp oxy dyp | Oyp
_F hied _IF d
dxy dyy ox;. oy Pmax ¥Yemax
Folgepunktfall | + 0,760 0 0 +0,922 | 2,40 cm 0°
Normalfall 10,333 0 0 +1,000 | 6,67 cm 0°

Beim Ubertragen des Lagefehlers des Punktes L bezieht sich dsmax
auf die relative Verschiebung von F im Verhiltnis zu L. _

Aus diesen zwei Beispielen geht deutlich hervor, wie giinstig die
Folgepunktbestimmung beziiglich der Einwirkung der Festpunktlage-
fehler gestellt ist. Zum Beispiel hat sich im Normalfall die maximale Ver-
schiebung des Punktes F infolge der Lagefehler der Stationspunkte A und B
im Vergleich zum Folgepunktfall mehr als vervierfacht.

Die graphische Darstellung in der Figur 4 gibt weitere Aufschliisse
iber die Genauigkeit der Folgepunktbestimmung.

Der Figur 4 sind die maximalen Verschiebungsbetrige des Punktes
F fiir alle Placierungen auf der Senkrechten von L auf die Seite AB zu
entnehmen. Die Y-Achse fillt mit dieser Senkrechten zusammen (LF’ =
F'F” = LF™). Die Gradzahlen, welche lings der Y-Achse abgetragen
sind, beziehen sich auf den Schnittwinkel y.

Aulerdem ist in der Figur 4 der mittlere Punktfehler infolge der
Beobachtungsfehler der Parallaxwinkel nach (3) dargestellt. Diese Kurve
gibt jedoch nur relative Auskiinfte iiber die Gréf3e des mittleren Punktfehlers
(fir y = 90° ist der Wert 2 4/ 2 cm willkiirlich gewihlt).

Der Figur 4 ist zu entnehmen, dall die auftretenden maximalen
Fehler in erster Linie von der Gré3e der Parallaxwinkel sowie der «Giite»
des Schnittwinkels ¢ abhéngen.

Letzteres bedingt eine gewisse Verwandtschaft zwischen der Kurve
des mittleren Punktfehlers einerseits und den beiden Kurven, welche das
Ubertragen der Festpunktlagefehler zum Ausdruck bringen, andererseits.
Es liegt daher nahe, den allgemeinen Schluf zu ziehen, dap fiir die Ubertra-
gung der Lagefehler der Festpunkte bei der trigonomelrischen Punktbestim-
- mung die Giite der Punktbestimmung von ausschlaggebender Bedeutung isi.

Ferner bemerken wir, dal3 fiir gleiche Werte des Schnittwinkels y
die Verschiebungen griofler sind, wenn F sich aulerhalb des Dreiecks A BL
befindet, das hei3t, Interpolation wirkt giinstiger als Extrapolation.

Ubrigens wird durch Figur 4 der schon vorher gewonnene giinstige
Eindruck beziiglich der Einfliisse der Festpunktlagefehler bei der Folge-
punktbestimmung bestétigt.

4. Das Ubertragen der Lagefehler der Festpunkte in fehlertheoretischer Sicht

Bei der vorhergehenden Behandlung dieses Problems haben wir uns
ausschlieBlich rein mathematischer Mittel bedient, ohne von der Fehler-
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Fig. 4
——— Kurve der maximalen Verschiebung des Punktes F, verursacht durch die

Lagefehler der Stationspunkte 4 und B, die beide gleich 10 cm angenommen
werden

— — — Kurve der maximalen relativen Verschiebung des Punktes F' infolge eines
Lagefehlers des Punktes L im Betrage von 10 ¢m

————— Kurve des mittleren Punktfehlers als Folge der Beobachtungsfehler der Par-
allaxwinkel

theorie Gebrauch zu machen. Weil die Verwendung der dadurch ent-
wickelten Formeln die Kenntnis der Koordinatenfehler der Festpunkte
voraussetzt, was ja in der Praxis nicht der Fall ist, haben wir uns haupt-
sdchlich mit den extremalen Auswirkungen gegebener Lagefehler be-
schiftigt. Es ist selbstverstindlich von grolem Interesse, zu wissen, mit
welchen gro3tmaoglichen Fehlern wir auf Grund gegebener Lagefehler der
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Festpunkte zu rechnen haben. Wir miissen trotzdem dariiber im klaren
sein, dal die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens eines Maximalfehlers,
insbesondere wenn sein Entstehen auf dem Zusammentrefien von zwei
oder mehr Extremalrichtungen der Festpunktlagefehler beruht, sehr klein
ist. (Die vorhergehende Untersuchung iiber die extremalen Auswirkungen
gegebener Lagefehler ist daher in erster Linie von Wert fiir die Beurtei-
lung des Einflusses der Konfiguration auf das Ubertragen der Lagefehler
der Festpunkte.) )

In der Fehlertheoric dagegen operieren wir statt mit numerischen
Werten der einzelnen Fehler gewissermaflen mit reprisentativen Fehler-
grolBen, fiir deren Auftreten eine bestimmte mathematische Wahrschein-
lichkeit besteht. Sie bietet uns im Vergleich zu der mathematischen Me-
thode ein verfeinertes Mittel bei den Fehleruntersuchungen. Allerdings
stoBen wir bei der Verwendung der Fehlertheorie in unserem Falle auf
die komplizierende Tatsache, daB die Koordinatenfehler korrelierte Grifen
sind, was bekanntlich die Benutzung des Gauf3schen Fehlerfortpflan-
zungsgesetzes ausschliefit. Die Einfithrung von symbolischen Gewichts-
koeffizienten wiirde zum Ziel fithren; aber die dadurch gewonnenen Aus-
driicke nehmen eine so komplizierte Gestalt an, daB eine einfache Inter-
pretation nicht mehr maoglich ist. Eine zweite Moglichkeit besteht darin,
dafl den Koordinatenfehlern a priori zufillige Natur zugeschrieben
wird, was «griines Licht» fiir das Gaullsche Fehlerfortpflanzungsgesetz
gibt; aber die «Glaubwiirdigkeit» der Ergebnisse wird dadurch bedenk-
lich abgeschwicht.

Wegen der Schwierigkeiten, die mit der Anwendung der Fehler-
theorie auf unser Problem verbunden sind, begrenzen wir die fehlertheo-
retische Untersuchung auf das Ubertragen der Lagefehler der Stations-
punkte A und B zum Folgepunkt.

Gemil} der Theorie der symbolischen Gewichtskoeffizienten sind die
Gewichtskoeflizienten der Koordinatenfehler des IFolgepunktes infolge
_ der Lagefehler der Stationspunkte gegeben durch:

o ox I ox F ox F oxp 3
Qux = ( &x. Qry + 8yj Qua + 3;; Qrp + 5UB \QUB)
0 7] 0 W)
_(%F . OUF HE o U N
Quy = ( o g Qra + A Qya + dp Qxp s QUB) 5

indem wir in (5) simtliche Differentiale f durch symbolische Gewichts-
koeflizienten ersetzen.

Wir machen jetzt die Annahme, dal simtliche nichtquadratischen
Gewichtskoeffizienten in (13) gleich Null sind; das heifit, die Koordinaten-
fehler der Festpunkte diirfen als zufillige Fehler aufgefallt werden. Ferner
wird angenommen, dal3 die quadratischen Gewichtskoeffizienten fiir jeden
der Festpunkte gleich grof3 sind; das heillt: Qx4 x4 = Qyaya = Qa4 und

Qrprp = QuBYB = (UBB-
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Bei Berucksichtigung der getroffenen Annahmen ergibt sich dabei fiir
den Gewichtskoeffizienten des mittleren Punktfehlers Qarpr = Qzz + Qpy:

oxy \2 oxryp \? oyr \? 0 4
Omm =, ) + )Y+ ( ur o= i e I Qaa +
ox 4 oy a ox 4 Yy a
81:1.- 2 8.131;' 5 ayp A 89‘1«‘ 4
! [(m) #(aum ) (anm) + Lann) ES

‘welche Gleichung durch Einbeziehung von (6) iibergeht in:

1 : ;
Qmm = sin2y {(Sln PAF — NASIN@AL)® + (COS@PAF — Na COSPAL)?} Qaa +
sin?y (sinpgr — np singpr)® + (cosppr, — np COS‘PBL)z} UBB

Wir beriicksichtigen hier (12) und erhalten:

1. SFLt SpL?
QMM - Slri;y ( o 2 QAA =+ SBI;Z QBB ’

oder wenn wir zum mittleren Punktfehler iibergehen:

1 wS' A S 0 =
S Rt LN ¥ FF IRSC LI 3
2 sin?y

M2 = -
Sar’ Spi?

(14)

wobei M 4 und Mp die mittleren Punktfehler der Punkte A und B sind.

Diesem Ausdruck ist zu entnehmen, daB fiir das Ubertragen der Lage-
fehler der Punkte A und B der Schnitfwinkel y sowie das Verhdltnis Sgr,: Sy,
und Sy, : Spr, mafgebend ist. Durch (14) wird die giinstige Fortpflanzung
der Lagefehler der Stationspunkte nochmals bestitigt, ja sogar ver-
starkt.

5. Schlufifolgerungen

Das Hauptergebnis der vorliegenden Untersuchung ist, daB die Folge-
punktbestimmung nach der Schreiberschen Art sich sehr giinstig hin-
sichtlich der relativen Genauigkeit des Folgepunktes in bezug auf den
Leitpunkt stellt, was auf die folgenden vier Ursachen zuriickzufiihren ist:

1. Die unmittelbare Messung der Parallaxwinkel gewihrleistet die
grotmogliche Genauigkeit derselben.

2. Die rechnerische Behandlung der Parallaxwinkel ist so gelagert,
dall diese Winkel die kleinstmdogliche Abdnderung erfahren, womit die
grofitmogliche relative Genauigkeit zwischen Leit- und Folgepunkt erzielt
wird.

3. Nur ein verhiltnismiBig kleiner Teil der Lagefehler der Stations-
punkte wird zum Folgepunkt iibertragen.
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4. Der Lagefehler des Leitpunktes wird nidherungsweise unveridndert
zum Folgepunkt iibertragen sowohl in bezug auf GrioBe als auch auf das
Vorzeichen, so da@} nur eine geringfiigige Verschlechterung in der Genauig-
keit ihrer gegenseitigen Lage daraus resultiert.

Fiir das Ubertragen der Lagefehler der Festpunkte zum Folgepunkt
ist in erster Linie die GroBle der Parallaxwinkel sowie die «Giite» des
Schnittwinkels im Folgepunkt ausschlaggebend. Je kleiner die Parallax-
winkel sind und je weiter der Schnittwinkel sich einem rechten Winkel
nihert, um so giinstiger liegen die Verhiltnisse beim Ubertragen der
Festpunktlagefehler.
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Les réseaux géodésiques amplificateurs de bases
ne sont-ils plus actuels?

Par A. Ansermet

Résumé

Les réseaux amplificateurs de bases sont indispensables pour les
réseaux triangulés. En trilatération c’est une autre question si ’on songe
aux progres réalisés en électrotélémétrie; cependant certains construc-
teurs d’électrotélémetres reconnaissent que la précision des mesures est
susceptible de varier assez notablement en fonction des conditions atmo-
sphériques ou d’autres circonstances. Une mesure de controle n’est pas
superflue, d’autant plus que le réseau amplificateur peut reveétir une
forme plus simple. Un cas caractéristique est celui, classique, du réseau
Ibanez; ce géodésien aurait pu amplifier 1a base en stationnant en un seul
point de coordonnées inconnues pour mesurer, par voie angulaire, des
rapports anharmoniques. C’est une propriété de ces rapports d’étre in-
dépendants des positions choisies pour stationner; le théodolite utilisé
aura une haute précision. Il est étonnant que la littérature géodésique
soit muette quant a I’éventualité d’une telle solution. En Suisse il n’est
pas exclu qu’on puisse procéder de méme pour certains cdtés. Une seule
station ne suffira pas toujours; cela a peu d’'importance a cause de la
propriété sus-énoncée. Le réseau n’a en fait plus deux mais une dimension;
ce probléme est susceptible encore de bien des développements.

Anmerkung der Redaktion: Herr Prof. Ansermet, dem wir eine grofle Anzahl
‘wertvoller Studien in unserer Zeitschrift verdanken, entwickelt im wvorliegenden
Aufsatz eine neue Idee iiber die Gestaltung von BasisvergréBerungsnetzen. Die
Idee ist ohne Zweifel bestechend und verdient weiter verfolgt zu werden. Die An-
wendung des duBerst einfachen Vorgangs, was Messung und Rechnung betrifft,
diirfte aus Gelandegriinden allerdings auf wenige giinstige Félle beschrankt bleiben.

Wir mochten die Hoffnung aussprechen, daB sich jiingere Geodaten mit dem
Problem néaher auseinandersetzen.

200



	Die Folgepunktbestimmung

