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Simultane gravimetrische Bestimmung der Gesteinsdichte
und des Schwerefeldes in der Erdkruste

Von Pierre Miiller, dipl. Physiker, Ziirich

(Fortsetzung und Schlul3)

5. Fehlerbetrachtungen und praktische Anwendbharkeit der Methode

5.1. Mittlere Fehler der Unbekannlen bei bestimmien Systemen

Wir haben im vorherigen Kapitel gefunden, dal3 der aus der Streu-
ung berechnete Fehler der Dichtebestimmung den theoretisch zu erwar-
tenden merklich iibertrifft. Die gleiche Erfahrung machte man bei der
Dichtebestimmung in St. Anton. Wir erkldren uns diese Tatsache in
erster Linie mit Dichteinhomogenititen der sichtbaren Masse. Da in bei-
den Fillen die geologischen Kenntnisse der Untersuchungsgebiete eher
fiir eine gute Erfiilllung der Homogenititshypothese sprechen, wird man
in weiteren Anwendungen der Methode kaum ein anderes Resultat er-
warten diirfen. Eine weitere Steigerung der Mel3genauigkeit der Schwere-
messungen und der Terrainkorrektionen ist also zwecklos. Der einzige
Ausweg besteht in einer geschickten Wahl des Versuchsgelindes und des
Stationsnetzes. Wihrend ersteres mehr oder weniger als gegeben hin-
genommen werden mubl, stehen bei der Anlage des Stationsnetzes noch
gewisse Moglichkeiten offen. Letztere zu erforschen ist der Zweck dieses
Kapitels. '

Die folgenden Untersuchungen werden am Beispiel eines sehr ein-
fachen bestimmten Systems durchgefiihrt. Sie haben so den Vorteil gro-
Berer Ubersichtlichkeit. Die Schlufolgerungen lassen sich zudem ohne
weiteres auf iiberbestimmte Systeme iibertragen.

Wir beschrinken uns auf ein System mit drei Unbekannten, nédmlich
Dichte p, II, = A und den Koeffizienten B; von II,. Ein horizontaler
Schweregradient bleibt also unberiicksichtigt. Die beiden wichtigsten
Unbekannten sind die Dichte und der vertikale Schweregradient B,.
Warum gerade die simultane Bestimmung dieser beiden Groflen am hei-
kelsten ist, wurde schon frither erwdhnt und geht aus dem dritten Ab-
schnitt dieses Kapitels deutlich hervor. Die dritte Unbekannte A ist

S

-sichtbare Masse

Reduktionsniveau

f' w unsichtbare Masse

Fig. 11: Homogene Erhebung auf homogener Unterlage
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notig, wenn man mit Me3gré3en arbeiten will, die sich nur auf eine Sta-
tion und nicht auf die Differenz zweier Stationen beziehen.

Wir legen unserem Ansatz etwa die in Figur 11 festgehaltene, ideali-
sierte Situation zugrunde.

Aus Gleichung (5) in 2.3 folgt mit s; = 0 und der Zerlegung von K
in Platten- und Terrainkorrektion K = P — T:

(P—T)p+A+Bz=g

Fithrt man weiter mit h = — z die relative Hohe iiber dem Reduktions-
niveau ein, so erhilt man bei drei Me@stationen S;, S, und S; das Glei-
chungssystem:

(Pi—T)p—hiB,+ A =9 (i=12,3)
und mit p=p+o

(Pi — Ty)o—hiB, + A =1L;

| =1,2,3
Li = gi + (Ti — Pi) po } ¢ )

Das Koeffizientenschema des Gleichungssystems sieht also wie folgt aus:

ag B]_ A
(Pl - T1) _hl 1 L1 y
(P, — Ty) —h, 1 L,
(Ps— Ty) —h 1 Ly

Mit der Definition der Spaltenvektoren

P = (P, P,, Py
T = (T, T, Th)
h = (hy, hy hy)
L = (Ly, Ly, Ly)
e =(1,1,1)

lassen sich die Unbekannten nach der Kramerschen Regel durch die Aus-
driicke darstellen

L, —he P—T,Le
U“‘_[ ] B, = [ L,

wobei die eckigen Klammern die durch die jeweiligen Spaltenvektoren
gebildeten Determinanten bedeuten. Es sei nun in guter Néherung

P ~ 2 wko?z gesetzt (unendlich ebene Platte!).
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Dann wird

Z,};’» R — - — -
g == — [—;'“—I—f;]— B, =~ I 77704 _>£’ _I:,f]
[117h»‘ e] [Tlh’e]

h =|h|, h =h-{
T=|T|, T=T-7

Mit den weiteren Abkiirzungen:
D =[rLe]
A =][L,¢e]
B =[r,Le]
oi: algebraisches Komplement des Elementes L; in Determinante A

B;: algebraisches Komplement des Elementes L; in Determinante B

erhilt man die mittleren Fehler m, und mp,, wenn alle MeBwerte L; den
gleichen mittleren Fehler my, haben:

1 A 1
c=pmp=— e B Pt

3
myp?2
rne2 = md e T2D2 Z aiﬁ (12)
i=1
3
my? 4 3

mpt e 2 (2 ot — - Bi) (13)

i=1

Man hitte auch den quadratischen Mittelwert T der Terrainkorrek-
tion pro Station einfiihren kénnen. Dann gilt 72 = 3 T2 Nach (12) hiingt
also der mittlere quadratische Fehler m, hauptsichlich von der GroéBe
der Terrainkorrektionen ab, wihrend sich h in der Rechnung hebt. Selbst-
verstidndlich ist aber eine von Null verschiedene Terrainkorrektion ohne
Hoéhendifferenzen ausgeschlossen, so dafl dieselben indirekt auch eine
wichtige Rolle spielen. Von priméirer Bedeutung ist demnach die Bewegt-
heit des Geldndes und nicht die unterschiedliche Héhenlage der Statio-
nen.
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Der Ausdruck X «;2/D? ist dimensionslos. Da wir ihn spiter noch oft
- brauchen werden, setzen wir:

3
2 o
i=1
w =
D2
3 .
Wihrend ¥ o2 nur von der Héhenverteilung der Stationen abhingt,
i=1

hiangt D? auch noch von der Verteilung der Terrainkorrektionen ab. Im

Grenzfall, wo = die lineare Beziehung

—
T

=a _f + b e (a, b konstant)

erfilllt, wird D = 0. Die simultane Dichte und Gradientenbestimmung
ist demnach um so ungenauer, je niher man an den Grenzfall heran-
kommt. Mit anderen Worten ausgedriickt: «Es mul} eine mdglichst
geringe Korrelation zwischen den Terrainkorrektionen und den dazu-
gehorigen Gelindehohen der MeBpunkte angestrebt werden. Weiter
sollen moglichst groBe Differenzen zwischen den Terrainkorrektionen der
einzelnen Stationen auftreten.»

w gibt ein Maf fiir die Giite des Geldindes und des gewihlten Sta-
tionsnetzes. Der giinstigste und zugleich kleinste Wert betriagt wnin
= 1,5, wie im néchsten Abschnitt gezeigt wird. Der mathematische
Idealwert wmpin kann allerdings praktisch nie ganz erreicht werden. Setzt
man my, = 0,087 mgl und T = 1,78 mgl gr! cm?, so kann bei optima-
lem Geldnde mit drei Stationen der Fehler m, auf - 0,035 gr/cm?® hin-
untergedriickt werden. Mit 33 iiberzéhligen Stationen verfiigt man iiber
11 zusiatzliche unabhingige Bestimmungen der drei Unbekannten. Man
darf also noch mit 4/12 dividieren, worauf ein Fehler vom Betrage
0,010 gr/em?® zuriickbleibt. Auf Grund der Resultate im Abschnitt 4.3
kann ein mittlerer Wert von w fiir drei Faldtsche-Stationen abgeschétzt
werden. Mit m, = 40,08 gr/cm? folgt w = 96.

Iir den Fehler mp, des Gradienten gelten die gleichen Uberlegungen.
MiBt man h in Metern, 7 in mgl gr-! cm?®, so betrigt 2 =k, = 0,042 mgl
m! gr! cm3. Bei Oberflichenmessungen kann in der Regel das zweite

T
Glied T Bi in (13) vernachlissigt werden. Dann ergibt die Division von

(12) mit (13) den bereits in [7] hergeleiteten Zusammenhang zwischen den
Relativiehlern:

mnp

2.1

In unseren Ausgleichungsbeispielen 3 und 4 in Abschnitt 4.3 ist der
Faktor etwas grofler als 2,8.
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5.2. Giinstige Stationswahl

Wir suchen im vorangehenden Beispiel mit drei Stationen S,, S,, S,
die beste Verteilung der Terrainkorrektionen auf die Stationshdéhen.
Unter Beriicksichtigung, dal} die Terrainkorrektionen immer positiv sein
miissen, setzen wir

—'; = (1%, 7% 75°)
und { =l G by)
Die Determinante D nimmt dann die Gestalt an:
T 12 Cl 1
D = 722 Cz 1
732 Cs 1

Setzen wir ferner

3
¢ = §1“i2 = ({; — €s)2 + (L — 4?2 + (G — €2)2’

so kann der Giitefaktor w des Gelidndes geschrieben werden

g
D’

Nach Gleichung (12) ist

Um den Fehler m, klein zu halten, muf} also, bei konstantem Faktor

ITlL2 . . :
e @ minimalisiert werden. Es ist

w = w (71, T T3s Cl, Cz’ ;3)°

Wegen der Nebenbedingungen |?\ = |_C)| — 1 lésen wir die Extremal-
aufgabe fiir die Funktion

F (14, T2, s {1y by b)) =0 + A- ¢ + I-U,b

mit den Lagrange-Multiplikatoren A und p und den beiden Hilfsfunk-
tionen
@ =Tl4+724+784__-1 =0

¢=€12+€22+€32_'1=0-

oF oF
Mi — = =i, =123
it o oL, 0 [
und oF = oF =0
- ox  ou
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ergibt sich nach Elimination der Multiplikatoren A und p folgendes Glei-
chungssystem:

24L—8&— &) D =C( “722)
(&L +28L—8)D =C(r®— 1)
B+ +4&=1
D=7 (Z_z — {)
2D =7, ({ — §)
7 D = 15 (§, — &)

Aus den beiden ersten Gleichungen folgen:

Dw
C2—€s=?(271 — i — T
Dw
Cs* b = T(*’ﬁz + 2712 — 75%)
Dw

L—bh= o (—md — i + 215)

Wir setzen nun die Ausdriicke fiir die Hohendifferenzen in die drei letz-
ten Gleichungen des Systems ein und erhalten:

w
™ =n— 2 — 71— 7

3

™= m g (—m 4 2n — ) (14)

T =Ty ;U (—m® — 7 + 2 75°)

Nimmt man an, es existiere eine Losung mit =;, 7, und =5 verschieden von
Null, so erhilt man durch Division der i-ten Gleichung durch 7; das fol-
gende Gleichungsschema fiir die +;%:

T2 T T
: 8 — 2 1 1 0
w
3
1 — 2 1 0
w
3
1 1 =2 0
w
. 3
Wir setzen k =-— —2,
w
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Sollen nicht triviale Losungen existieren, so mufl die Determinante ver-
schwinden, was auf die charakteristische Gleichung k¥* — 3k +2 =0
fithrt. Sie hat die Loésungen k; = —2 und k, = k; = 1 (beziehungsweise
w; —> 0, w, = wy = 1). Wihrend im ersten Fall (k = —2) ein Maximum
fiir w resultiert und aulerdem mit 7,2 = 7,2 = 7 = 1/4/3 die Determi-
nante D verschwindet, fiihrt der zweite Fall (k¢ = 1) offensichtlich nicht
auf durchwegs reelle Losungen fiir die 7;2

Weitere Losungen ergeben sich, indem man ein oder zwei der 7-
Werte null setzt und die verbleibenden Gleichungen im System (14) ent-
sprechend behandelt. Nimmt man {; > {, > {; an und {; = 0, so erhilt
man nur zwei wesentlich verschiedene, reelle Losungen:

T2

To? Ty | €1 cz ga l w

0 1 0 2/4/5 1/4/5 0 | 3/2
/2 0 1/y/2 | 2/4/5 1/4/5 0 3

Die bessere Losung ist die erste mit w = 1,5. Bei dquidistanter Hoéhen-
lage der Stationen erhilt nur die mittlere Station eine von Null verschie-
dene Terrainkorrektion. Diese Verhiltnisse werden bei der in Figur 12
dargestellten Stationslage und zweidimensionalen Gelindeform ange-
n#dhert erreicht.

S3

Fig. 12: Synthetisches Beispiel einer giinstigen Gelandeform und Stationswahl

Zusammenfassend gelten fiir die Anlage von Stationsnetzen die fol-
genden Grundsitze:

1. GrofBe Terrainkorrektionen.

2. Unterschiedliche Terrainkorrektionen, so daB sie nicht mit der Sta-
tionshéhe korrelieren. '

3. Gleichmiflige Verteilung der Stationen auf das Mef3gebiet und auf die
zur Verfiigung stehenden Héhenlagen.

Die Schwierigkeit der praktischen Bestimmung der {ibrigen Koeffi-
zienten des harmonischen Polynoms, B,, B,, C,, C, usw., ist in der rela-
tiven Kleinheit ihrer Effekte begriindet. Gefdahrliche Korrelationen der
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Fig. 13: Korrelation zwischen Hohe und Terrainkorrektion

Potenzen und Potenzprodukte x, y, 22 — y?, xz usw. mit dem Terrain

sind dagegen wenig wahrscheinlich.

5.3. Korrelation zwischen Stationshohe und Terrainkorrektion

Esist nun duflerst interessant, die Korrelationsverhiltnisse an einem
praktischen Beispiel zu untersuchen. Denn die getroffene Stationswahl
an der Faliatsche kann jetzt auf Grund der gewonnenen Erkenntnisse
kritisch betrachtet werden. Figur 13 illustriert den ziemlich starken
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Zusammenhang zwischen Gelindehoéhe und Terrainkorrektion in dem
Sinn, dal mit zunehmender Hohenlage der Stationen auch ihre Terrain-
korrektionen zunehmen. Die Rechnung bestitigt diesen Befund. Be-
zeichnen H und T die arithmetischen Mittelwerte der Héhen und Terrain-
korrektionen, so ist der lineare Korrelationskoeffizient definiert als

YHi—H)Ti—T) ooy

v/ Bi(H — By ZL(T; — T

Werte von 0,85 bis 1,00 fiir | k] werden in der Praxis als sehr starke
Korrelation bezeichnet. Wenn man bedenkt, dal nur die Abweichung
vom Wert 1 eine simultane Dichte- und Gradientenbestimmung erst er-
moglicht, so tiberraschen die hohen Anforderungen an die Melligenauig-
keit und die Erfiillung der Arbeitshypothesen nicht mehr.

In unserem Beispiel wirken sich vor allem die sehr nahe am Erosions-
trichter gelegenen Stationen 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 und 34 ungiinstig
aus. Thre groflen Terrainkorrektionen hitten bei praktisch gleichbleiben-
der Hohe wesentlich verringert werden kénnen durch eine Verlegung der
Stationen in westlicher Richtung. Anderseits hiitten etwas mehr Statio-
nen mittlerer Hohenlage an steilen Héngen ebenfalls zu einer kleineren
Korrelation beigetragen.

8.4. Ausblicke auf weitere Anwendungen

Bei den meisten Anwendungen der Methode liegt das Hauptinteresse
an der Bestimmung des reduzierten Schwerefeldes (Freiluftfeld) und
weniger an der Gesteinsdichtebestimmung allein. Wir konnen grundsitz-
lich zwei Anwendungsgebiete unterscheiden.

1. Schwerekartierung fiir geophysikalische Prospektion

Auf Grund der Kenntnis des Freiluftfeldes und zusatzlicher geo-
logischer Kenntnisse oder Annahmen sucht man sich eine Vorstellung
itber Ausdehnung und Tiefe der Dichteanomalien unterhalb des MeB-
gebietes zu bilden. Die Grundlage hierzu stellt das in einer horizontalen
Ebene bestimmte Freiluftfeld dar. Man wird die Ebene mit Vorteil in
mittlerer Stationshohe wihlen, das Reduktionsniveau dagegen in einer
mittleren Hohe der entfernteren sichtbaren Massen (zum Beispiel mitt-
lere Hohe der Geldndepunkte in einem Umkreis von 20 km). Wie wir in
unserem Beispiel Falidtsche gesehen haben, liefert die Methode bei be-
wegtem Geliande und relativ kleinen Abmessungen des Mel3gebietes gute
Resultate.

Ob auch Schwerekartierungen gréfleren Umfangs in befriedigender
Weise durchfithrbar sind, wird erst die Erfahrung zeigen. Ausschlag-
gebend sind natiirlich wiederum die genligende Homogenitéit der sichtba-
ren Massen innerhalb des erweiterten Mef3gebietes und die Korrelations-
verhiltnisse zwischen Gelindehohe und Terrainkorrektion der Stationen.
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Dem ersten Punkt kommt hier wahrscheinlich stark erhohte Bedeutung
zu. Damit sehr lokale Anomalien des Untergrundes sich nicht stérend
auswirken, darf zudem das Stationsnetz nicht zu weitmaschig angelegt
und der Grad des harmonischen Polynoms nicht zu niedrig gewihlt wer-
den. Eine grofle Zahl von Me3punkten werden demnach benétigt, damit
zur Ausgleichung noch geniigend iiberschiissige Beobachtungen vorhan-
den sind.
2. Geodéatische Anwendungen

Hier stehen die Lotkriimmungsbestimmungen im Vordergrund. Man
bendétigt sie, um an der Erdoberfliche ausgefiihrte Prizisionslingen-
messungen auf das Geoid zu projizieren. Im Punkt St. Anton des Ver-
gro3erungsnetzes Heerbrugg wurde erstmals die Lotkriimmung mit der
neuen Methode bestimmt [7]. Zwar haben die Resultate eine geringe Be-
einflussung der Lotlinie durch die unsichtbaren Massen ergeben; doch
beweisen sie die grundsétzliche Anwendbarkeit der Methode.

NaturgemaB liegen hier die Schwierigkeiten etwas anders. Das Mel3-
gebiet kann unter Umsténden relativ klein gewihlt werden. Dagegen ist
man genotigt, das Freiluftfeld bis auf Meeresniveau hinunter zu bestim-
men (Reduktionsniveau H, = 0 m). GroBere Hoéhendifferenzen miissen
daher zur Verfiigung stehen, ansonst die Unsicherheit durch die Extra-
polation zu groB3 wird. Kenntnis des Freiluftfeldes und der mitbestimm-
ten Dichte gestatten die Ermittlung der Lotkriimmungen durch die
sichtbaren Massen. Die theoretisch giinstigsten Voraussetzungen fiir eine
erfolgreiche Durchfithrung diirften in den Alpen anzutreffen sein. Zu-
gleich ist dort eine groBBere Beeinflussung der Lotlinien hinsichtlich Kriim-
mung und Lotabweichung durch das Terrain zu erwarten.

Die topographische Vermessung von Mepunkten in alpinem Gebiet
erfordert einen erheblichen Aufwand. Aullerdem geniigen die vorhande-
nen Kartenunterlagen meistens nicht fiir eine Bestimmung der Terrain-
korrektionen mit der nétigen Genauigkeit. Vielleicht ist es angezeigt, die
Methode anhand eines geeigneten Beispiels zuerst direkt zu tberpriifen,
bevor weitere Anstrengungen unternommen werden. Wie Herr Prof.
F. Kobold, Prisident der Schweizerischen Geoditischen Kommission,
vorgeschlagen hat, besteht eine solche Priifung in zusitzlichen Schwere-
messungen unter Tage, die mit dem errechneten Freiluftfeld verglichen
werden. Im Zusammenhang mit Kraftwerkbauten erstellte Stollen bieten
dazu zahlreiche Maglichkeiten.
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Die Mitarbeit des Gemeindeingenieurs
bei der Gesamtplanung

Von Hans Aregger*, Chef des Amles fiir Regionalplanung
im Kanlon Ziirich

Der Gesamtplan nach Ziircher Recht bedeutet nichts anderes, als
was in der Schweiz gemeinhin unter Regionalplanung verstanden wird.
Das Gesetz umschreibt namlich den Gesamtplan wie folgt:

«Als Richtlinie fiir die Ortsplanungen kann der Regierungsrat, wo
ein Bediirfnis nach zusammenhingender Planung besteht, iiber das Ge-
biet mehrerer Gemeinden unter Fiithlungnahme mit deren Behorden einen
Gesamtplan aufstellen. Dieser soll namentlich die wichtigen Verkehrs-

* Nach einem Vortrag, gehalten am Fortbildungskurs fiir Kulturingenieure
im Oktober 1963.
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