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Stationsnetzes im Vergleich zur Ausdehnung der sichtbaren Massen ist
und je mehr Stationen das Netz aufweist. :

Auf eine nihere Beschreibung des Programms soll hier nicht ein-
gegangen werden. Detaillierte Angaben iiber die Anwendung des Pro-
gramms sind der ausfiihrlichen Anleitung zu entnehmen. Im Institut fir
Geophysik und in der Schweizerischen Geodétischen Kommission an der

ETH in Ziirich liegt je ein Exemplar auf.
(Fortsetzung folgt)

Analytische Luftphotogrammetrie
B. Hallert, Stockholm

Zusammenfassung

Die grundlegende Genauigkeit der Bildkoordinaten photographischer
Luftaufnahmen ist unter wirklichen Aufnahmeverhiltnissen gepruft wor-
den. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate sind die regelmifligen
Fehler der Bildkoordinaten moglichst gut von den unregelméifligen Feh-
lern getrennt, und die letzteren sind als mittlere Gewichtseinheitsfehler
bestimmt und angegeben worden. Es wurde eine ausgepriagte Gewichts-
verteilung der Bildkoordinaten in Richtung des Radius vom Bildhaupt-
punkt aus festgestellt. Der quadratische Mittelwert der mittleren Ge-
wichtseinheitsfehler der Bildkoordinaten ist zu 4 7 pm gefunden worden.

Nach einer elementaren ‘Ableitung grundlegender Formeln der ana-
lytischen Photogrammetrie sind praktische analytische Auswertungen
durchgefithrt worden. Die Messungen der Bildkoordinaten sind im Ste-
reokomparator Wild Stk 824 und die Berechnungen in der elektronischen
Rechenanlage FACIT durchgefithrt worden. Die Genauigkeitsverhilt-
nisse sind sehr gut unter der Voraussetzung, dafl regelmiBige Bildfehler
korrigiert werden. Die quadratischen Mittelwerte der Hohenfehler wur-
den theoretisch und praktisch als etwa /54 der Flughéhe gefunden.

Résumé

L’exactitude fondamentale des coordonnées de 1’image de prises de
vue aériennes a été vérifiée dans. des conditions de levé réelles. A 1’aide
de la méthode des moindres carrés, les erreurs systématiques de I’image
ont été séparées aussi bien que possible des erreurs accidentelles et ces
derniéres déterminées et représentées comme erreurs moyennes d’unité
de poids. Il a été constaté une répartition trés prononcée en fonction du
rayon a partir du point principal de I’image. La valeur de la moyenne
quadratique de ’erreur d’unité de poids des coordonnées de I’image a été
trouvée de + 7 pm.

Aprés une dérivation élémentaire des formules principales de la
photogrammétrie analytique, des restitutions analytiques pratiques ont
été effectuées. Les mesures des coordonnées de I’image ont été exécutées
avec le stéréocomparateur Wild Stk824 et les calculs au moyen d’une
calculatrice électronique FACIT. Les rapports' d’exactitude sont trés
bons, pour autant que les erreurs systématiques de ’'image soient cor-
rigées. La valeur de la moyenne quadratique de ’erreur altimétrique a
été déterminée, en théorie comme en pratique, & environ /54, de la
hauteur de vol.
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Einleitung

Einige Resultate von Prizisions- und Genauigkeitsuntersuchungen
eines Stereokomparators Wild Stk824 sind in [1] verdffentlicht worden.

Mit demselben Gerit sind zudem umfassende Untersuchungen uber
die grundlegende Genauigkeit von Luftaufnahmen und iiber analytische
Auswertungen durchgefiithrt worden. Fiir die Untersuchungen wurde das
Probefeld Oland verwendet (Abb. 1). Die Luftbilder wurden aus der Flug-
héhe 1200 m iiber Grund aufgenommen. In geeigneten Einzelbildern wur-
den die Genauigkeitsverhiltnisse der Bildkoordinaten nach der Gitter-
methode bestimmt (vgl. [2]). Die wichtigsten regelmiBigen Fehler der

Abb. 1. Das Probefeld Oland. Die sehr genau vermessenen Festpunkte sind regel-

méfig verteilt und im Felsen vermarkt und signalisiert. Das Feld enthalt heute

etwa 70 Punkte. Die mittleren Fehler der geodétischen Koordinaten sind 15 bis

20 mm und diejenigen der Héhen 5-10 mm. Das Format des Feldes ist 6 X 6 km.
Signaldurchmesser = 1200 mm
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Bildkoordinaten wurden also unter wirklichen Aufnahmeverhiltnissen
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate von den unregelmaifligen
Fehlern getrennt, und fiir die letzteren wurde der mittlere Gewichtsein-
heitsfehler geschitzt. Die radiale Verzeichnung, die Affinitit und die ein-
zelnen Restfehler der Bildkoordinaten nach der Ausgleichung wurden
ferner als direkte Funktionen der beobachteten Widerspriiche dargestellt
und berechnet. Zudem wurden die entsprechenden mittleren Fehler und
Konfidenzgrenzen bestimmt. Die Normalitidt der Restfehlerverteilung
wurde auf Grund der statistischen Methoden gepriift (vgl. auch [1]).

Einige Resultate der durchgefithrten Einzelbilduntersuchungen wer-
den in der Tabelle 1 und in den Abbildungen 2 und 3 gezeigt!.

Tabelle 12
Bl Benutzte Objektlve Qua,dra,-
Mittlere Gewichtseinheitsfehler (Mikron) tische
i Ao 3| A Mittelwerte
23| Ag 3|Ag 29|Ag 29|Ag 38|Ag 38|Ag 41|Ag 41|Ag 196
23,4 4,2 | 2,8 49| 6,8 | 3,1 1,6 | 5,2 | 5,1 1,0 4,2
33,1 83| 33| 4,3 | 5,1 2,2 | 5,1 39| 44| 3,4 4,7
47,0 3,91 29| 14| 18| 34| 3,2 47| 33| 0,9 3,1
52,5 6,81 40| 43 | 4,4 | 4,7 | 41| 2,9 | 4,9 | 4,8 4,6
66,2 78| 5,1 | 44| 1,6 | 7,6 | 3,6 | 54 | 7,8 | 4,5 5,7
83,8 15,1 86 | 4,3 | 7,6 1,9 5,56 | 5,9 12,6 | 6,0 8,4
97,1 13,3 | 60| 2,8 | 49| 57| 6,1 | 59| 7,8 | 5,7 7,0
119,1 10,0 | 12,0 | 7,3 | 4,1 50| 7,7 | 4,7 13,3 | 16,6 9,8
135,7 3,1 (14,5 | 9,5 | 7,6 15,0 |12,1 — | 19,3 — 12,6
Quadratische
Mittelwerte 90/ 7,7 5,3 | 5,3 | 6,6 | 6,2 | 53 (10,0 | 7,1 7.2
Flugrichtung | N-S | O-W| N-8 | O-W| N-S | O-W| N-S | O-W

1. Die verwendelen mathematischen Beziehungen der analytischen
Photogrammelrie

Die hier verwendeten Formeln entsprechen genau dem gewohnlichen
praktischen Verfahren bei stereoskopischen Projektionsauswertegeriten
und sind dem System der Wild-Autographen angepalit.

Dies bedeutet unter anderem, dafl gewisse durch die Rechnung er-

1 Das Verfahren ist von K.7Torlegird und B. Adolfsson fir die elektronische
Rechenanlage FACIT programmiert worden. Es wire sehr erwiinscht, vollstandige
Kalibrierungen der Kammern und Bilder unter wirklichen Aufnahmeverhéaltnissen
durchzufithren. Dies wire moglich, wenn die Lage des (vorderen) Projektions-
zentrums der Kammer im Moment der Aufnahme iiber dem Probefeld in dem
System der Festpunkte, zum Beispiel durch geodétischen Vorwartseinschnitt, be-
stimmt werden konnte. Es ist beabsichtigt, solche Versuche im Friihjahr 1964
durchzufithren. Es wiare auch moglich, eine vollstandige Kalibrierung durch Auf-
nahme eines sehr hiigeligen Probefeldes vorzunehmen, das mit Vorteil in der Schweiz
aufgebaut werden kénnte.

2 Analytisch kann die Variation des mittleren Gewichtseinheitsfehlers mit dem
Radius r’ wie folgt angegeben werden: s5,” = 4,08 — 0,0171 " 4 0,000576 "2,
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Abb. 2. Gewichtsverteilung der Bildkoordinaten

& = 10 mikron /,

Abb. 3. Aviogon 38, ¢ = 152,45 mm.
Das Probefeld Oland & = 1200 m. Restfehler der Bildkoordinaten
nach Ausgleichung in fiinf gezeigten Punkten



haltenen Orientierungsdaten unmittelbar in die Gerite fur Detailauswer-
tungen eingefithrt werden konnen.

Die grundlegenden Formeln kénnen bequem mit elementarer Mathe-
matik abgeleitet werden. Abbildungen 4 und 5 zeigen den Normalfall fiir
unabhingige Bildpaare beziehungsweise Bildanschlul3. Die Bildkoordina-
ten und die Elemente der inneren Orientierung werden vorliaufig mit
Parenthesen geschrieben, was spiter niher erkliart werden wird. Die
Kammerkonstanten werden vorléufig als verschieden angenommen. Doch
wird strenge Zentralprojektion vorausgesetzt.

(x”)

T (C)

/

Abb. 4. Zur Ableitung der verwendeten analytischen Beziehungen
zwischen Bildkoordinaten und Modellkoordinaten.

Gemil3 Abbildung 4 werden unmittelbar folgende Beziehungen ab-
geleitet:

_ b(c1) - (51) (c2) b (1)
, (-’r”) (61) (x)(ca) — (x") ()
(x) —
(c2)
Loz @) -
(c1) (@) (e5) — (=) (ey) '
)= (c2) (¥")
= SV vl A b 3
T ) T @) () — @) (0) =
y, = 0= _ (en) (§") )

() (@) () — @) (&)



Die Bedingung der gegenseitigen Orientierung kann wie folgt ge-
schrieben werden:

U = Y (3)
oder, gemif (3) und (4): _
y’) ")
—_ =0 6
@ (@ i
oder :
W) (c2) = (¥") (c1) (7)

Falls diese Schnittbedingung nicht erfiillt ist, entsteht eine y-Parallaxe:

Py =Y — Y. (8)
oder, gemal (3) und (4):

py = { @) @) } , = W) — @) (e) |

= Has 9
€ (@ @) (¢)) = @) (e ©)

Falls man die Parallaxe als Funktion von kleinen Orientierungsfehlern
auffafit, wird sie gewohnlich wie folgt geschrieben:

Py = dy, — dy,,

wo dy, und dy, als lineare Differentialformeln der Orientierungselemente
angegeben werden konnen. '

y

Abb. 5. Zur Ableitung der analytischen Beziehungen zwischen
Bildkoordinaten und Modellkoordinaten.
BildanschluB3
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Bei Bildanschluf findet man gemi3 Abbildung 5:

bx — @) bz?'
_ (¢2) _ le)bx — (&) Bz
T @ T @ —@a 4o
(c2)
_ ¥z () be— @) bz
Ty T e @ e G
y'z (¢2) bx — (2”) bz,
. B _ ’ 12
‘ ¢ (c) 2" — (") ¢ J (12)
(y") (z — bz,) ¢, bx — x' bz,
, _ _ b _ ” . b a 13
v (¢2) ve ()’ — (x") ¢4 @) Y (13)
Und ferner:
’ ” v b A
ey VB @G

¢y (c2)
Nach Einsetzen von (12) und (13) erhélt man:

_ brley — e +bz{@)2 — @)y +brle) s — @) e

Py (2’ — @)ey a9

Die Beziehungen zwischen den Bildkoordinaten (x,), (y;), (¢) eines
nicht rotierten Bildes (einer Aufnahme gemaB Normalfall) und den ent-
sprechenden Bildkoordinaten (xr, yr, ¢) desselben um die Winkel w, ¢
und x rotierten Bildes sind wie bekannt fiir die Achsenanordnung und
Rotationsrichtungen der Wild-Autographen (vgl. Abbildungen 6 und 7):

(Tr) = X, COS@ COSx — Y, COS@ Sinx — ¢ Sing (16)

(yr) = x, (Sinw sing cosx + cosw sinzx) +
+ yYr (cOSw cosx — sinw sing sinx) 4 ¢ sinw cosg 17)

(¢) = x, (— sinw sinx + cosw sing cosx) —
— Yr (cosw sing sinx + sinw cosx) + ¢ cosw cosg (18)

Diese Ausdriicke werden auf die beiden Bilder verwendet, und man
erhilt fiir die gegenseitige Orientierung (w, als fest angenommen):

() = x’ cosg, cosx;, — Y’ cosg, sinx; — ¢ sing, (19)
(y) = x’sinx;, + Yy’ cosx, (20)
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Abb. 6. Transformation von rotierten Bildkoordinaten z,, y,, ¢
in das feste System (x,), (y,), (¢)

Abb. 7. Transformation der Bildkoordinaten des linken Bildes z’, ¥, ¢’
in das feste System (z), (y’), ¢



(c;) = x’sing, cosx, — y’ sing, sinx, + c cosg, (21)
(x”) = x" cosg, cosx, — Y” cos@, sinx, — ¢ sing, (22)

(y") = x” (sinw, sing, cosx, + CosSw, Sinx,) +
+ y” (cosw, cosx, — Sinw, sing, sinx,) 4 csinw, cosg, (23)

(¢;) = 2" (— sinw, sinx, 4 cosw, Sing, cosx,) —
— Y” (cosw, sing, sinx, + sinw, cosx,) + ¢ cosw, cosp, (24)

Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in (9) und (15) wird die Bedingung
der gegenseitigen Orientierung als Funktion der Elemente der gegen-
seitigen Orientierung geschrieben. Die fiinf Elemente kénnen im allge-
meinen aus den Widerspriichen von fiinf Strahlenpaaren berechnet wer-
den. Ein Iterationsverfahren ist offenbar notwendig, da es sich um
transzendente Funktionen handelt. Werden mehr als fiinf Strahlenpaare
verwendet, so kann eine Ausgleichung durchgefiihrt und die Genauig-
keitsverhiltnisse konnen in bekannter Weise bestimmt werden.

Nach Bestimmung der Elemente der gegenseitigen Orientierung las- -
sen sich vorldufige Modellkoordinaten gemal (1) bis (4) beziehungsweise
(10) bis (13) rechnen.

Die absolute Orientierung wird als eine rdumliche Koordinatentrans-
formation geméill Formeln wie (16) bis (18) durchgefiihrt, unter Verwen-.
dung der folgenden Ausdriicke:

X = X, + x Sz cosn cosa — y Sy cosy sina + z S, siny (25)

Y = Y, + x Sz (sinf sin# cosa + cosé sina) 4+ y Sy (cos& cosa —
— siné siny sina) — z S; siné cosy (26)

Z = Zy + x Sy (— siné sina + cosé siny cosa) —
— Yy Sy(cos&siny sina + siné cosa) — z S; cosé cosy (27)

In diesen Formeln bedeuten:

X, ¥, Z Gegebene Gelindekoordinaten und Hohen

T, U, Z Berechnete Modellkoordinaten und Héhen

Xo Yo, Zo Die Translationen des Koordinatensystems z, y, z

Sz, Sy, S; Drei Magstabsfaktoren (affine MaBst-,abéinderung)

&n a Die Rotationen des Modells um die Achsen z, y und z, in der
angegebenen Ordnung

Im allgemeinen konnen die drei Maf3stabfaktoren durch einen gemein-
samen Faktor S ersetzt werden.

Auch im Falle der absoluten Orientierung mul3 im allgemeinen ein
Iterationsverfahren verwendet werden.
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2. Praktische Resultate der. analytischen Auswertungen

Samtliche Formeln der gegenseitigen und absoluten Orientierung
sind unter allgemeinen Voraussetzungen fiir die elektronische Rechen-
anlage FACIT programmiert worden. Es wurden mehrere Beispiele be-
rechnet!. Durch die Ausgleichung der gegenseitigen Orientierung sind die
mittleren Gewichtseinheitsfehler der y-Parallaxen im allgemeinen aus
15 Punkten berechnet worden. Sie werden unten mit dem Ausdruck s,
bezeichnet. In allen anderen Punkten sind auch die restlichen y-Paralla-
xen automatisch berechnet worden. Die entsprechenden quadratischen
Mittelwerte solcher Parallaxen werden mit gmw bezeichnet.

Die absolute Orientierung wurde mit 5 Festpunkten durchgefiihrt,
die ungefidhr in den Ecken und in der Mitte des Modells liegen.

Die fiir diese Festpunktlage abgeleiteten Formeln der mittleren Feh-
ler der endgiiltigen X-, Y- und Z-Koordinaten wurden schlie3lich dazu
benutzt, aus dem mittleren Gewichtseinheitsfehler der y-Parallaxen die
theoretisch zu erwartenden quadratischen Mittelwerte dieser mittleren
Fehler zu berechnen2 Auch die Konfidenzgrenzen dieser quadratischen
Mittelwerte sind gemil3 bekannten statistischen Methoden (chi?-Vertei-
lung) berechnet worden.

Durch den Vergleich der photogrammetrischen Koordinaten von
- iiberzihligen Kontrollpunkten mit den entsprechenden als fehlerfrei be-
trachteten geoditischen Koordinaten sind die wahren Widerspriiche er-
halten worden. Die quadratischen Mittelwerte dieser Widerspriiche kon-
nen als wahre Werte der quadratischen Mittelwerte der theoretisch aus
den mittleren Fehlern der y-Parallaxen berechneten mittleren Fehler der
endgiiltigen Koordinaten betrachtet werden. Die quadratischen Mittel-
werte der wahren Widerspriiche sollen also innerhalb der Konfidenz-
grenzen der entsprechenden theoretischen Werte fallen. Ist das der Fall,
so kann die theoretische Ableitung der Fehlerfortpflanzungsformeln als
bestiitigt angesehen werden. '

In den Tabellen 2 bis 4 werden die Resultate einer Reihe von Unter-
suchungen mit verschiedenen Kammern gezeigt. In den Tabellen 2 und 4
stimmt die Theorie geniigend gut mit der Wirklichkeit iiberein. Es wur-
den offenbar sehr gute Genauigkeiten erhalten. Die mittleren Hohen-
fehler sind von der GroBenordnung Flughohe/15000. Der Durchmesser
der runden Signale ist 1200 mm.

Resultate von analytischer Auswertung von Luftaufnahmen nach
Bildkoordinatenmessungen in dem Stereokomparator Wild Stk 824. Pro-
gramm: J. Talts. Probefeld: Oland.

1 Diese Arbeit stammt von J. Talts.

2 Die mittleren Fehler der endgiiltigen Geldndekoordinaten sind in [2] ab-
geleitet und in [3] praktisch geprift worden.
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Tabelle 2: Aviogon-Kammern; ¢ = 153 mm; Film; Flughdhe 1200 m

Quadratische Mittel-

Theoretische quadratische Mittelwerte

werte von Wider- gemal s,
. h k3 ..b . h- 15 =5
Kammer Mi'sl':;; . M?l":"’:;’n SIl)irgl;il G;L;?p‘i‘l;;f:n und Konfid-enzgreflzen (59%)
mm im Gelande mm im Gelande
@ Y z x Y z
Ag 3 4,1 3,1 40 48 74 26 <36 <63 28 <39 <69 42 <59 <104
Ag 29 4,4 3,3 52 | 46 87 27 <39 <68 3042 <74 45 <63 <111
Ag 38 5,2 3.1 64 67 70 32 <46 <80 35 <50 <87 52 <75 <131
Ag 41 4,9 4,5 53 54 90 30«43 <76 33 <47 <83 49 <71 <124
Ag 196 6,7 4,3 53 53 125 41 <59 <106 | 45<64 <116 | 67 <96 <173
Tabelle 3: Enltsprechende Resultate wie in der Tabelle 2
onne orreKtion der regelmapigen l enter
hne K ktion d gelmdfligen Bildfehl
Quadratische Mittel- Theoretische quadratische Mittelwerte
werte von Wider- gemal s,
s gmw | spriichen in iiberzih- a ad 1o o
Kammer M'l: Mik ligen Festpunkten watl Hom -enzgre“nzen (5%)
B mm im Geldnde mm im Gelande
xz Y z x Y z
Ag 3 5,6 5,3 139 155 134 | 34 <49<89 38 <<H4 <97 56 81145
Ag 38 9,7 6,9 138 124 103 | 60<85<145 | 65<<93 <168 | 98 <140 251
Tabelle 4: Super-Aviogon; ¢ = 88 mm; Flughohe 2600 m
Quadratische Mittel- Theoretische quadratische Mittelwerte
werte von Wider- gemal s,
s gmw |spriichen in iiberzéah- ad = o
Kammer i 1211:0 Nafikeen| ligen Festpunkten und Kon -enzgre'l'azen (5 %)
mm im Gelande mm im Gelande
T y z x Y z
Super-
Aviogon 6,7 7,9 144 226 145 140 <200 <<360|146 <209 376|127 <181 <326

So,, 1st der mittlere Gewichtseinheitsfehler der y-Parallaxen nach
Messungen in 15 Punkten.
gmw ist der quadratische Mittelwert von restlichen y-Parallaxen in
anderen Modellpunkten, die nicht in der Ausgleichung der gegenseitigen
Orientierung benutzt waren.
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Zu den Tabellen 2 bis 4 kann folgendes bemerkt werden.

Die mittleren Gewichtseinheitsfehler s, gemiB Tabelle 2 sind durch-
schnittlich etwa 5 pm und also wesentlich kleiner als der quadratische Mit-
telwert der mittleren Gewichtseinheitsfehler der Bildkoordinaten gemif
Tabelle 1. Es ist also eine bedeutende Korrelation zwischen den y-Ko-
ordinaten benachbarter Bilder vorhanden,wahrscheinlich wegen Schrump-
fungen. Der Korrelationskoeffizient kann berechnet werden. Die quadra-
tischen Mittelwerte von Restparallaxen in anderen Modellpunkten als in
denjenigen, die in der Ausgleichung der gegenseitigen Orientierung ver-
wendet wurden, sind durchgehend kleiner als die entsprechenden mittle-
ren Gewichtseinheitsfehler. Dies diirfte damit zusammenhingen, da die
Orientierungspunkte durchschnittlich weiter von dem Modellmittelpunkt
entfernt sind als die Kontrollpunkte und daB also die Gew1chtsverhalt-
nisse gemil} Abbildung 2 wesentlich verschieden sind.

Die quadratischen Mittelwerte der wahren Widerspriiche (in etwa
30 iiberzihligen Festpunkten per Modell) in den Tabellen 2 und 4 fallen
gut zwischen die Konfidenzgrenzen, die aus dem mittleren Gewichtsein-
heitsfehler der y-Parallaxen berechnet sind. In der Tabelle 3 sind die
wahren Widerspriiche im allgemeinen groer als die oberen Konfidenz-
grenzen. Die Ursache dafiir sind nicht korrigierte regelmiBige Fehler. Die
' gefundene Genauigkeit der Uberweitwinkelbilder ist recht bemerkenswert.
Weitere Untersuchungen solcher Bilder sind erwiinscht.

Sdamtliche Luftbilder sind von dem Schwedischen Reichsamt fiir
Landesaufnahme (Rikets Allminna Kartverk) aufgenommen worden.
Folgende Herren haben die Messungen und Berechnungen durchgefiihrt:
B. Adolfsson, C. O. Jonason, P. Kaasila, H. Middel, A. Morén, J.Talts,
K. Torlegard.
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