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Simultane gravimetrische Bestimmung der Gesteinsdichte
und des Schwerefeldes in der Erdkruste

Von Pierre Miiller, dipl. Physiker, Ziirich

Zusammenfassung

Am Beispiel eines 35 Meflpunkte umfassenden Stationsnetzes wird
eine neue Methode der gravimetrischen Gesteinsdichtebestimmung er-
probt. Die Darstellung des gleichzeitig bestimmten Freiluftfeldes geschieht
durch harmonische Polynome Cartesischer Raumkoordinaten. Eine Be-
trachtung der reduzierten Schwerewerte in einer Ebene wird dadurch
ermoglicht und erlaubt die einwandfreie Kartierung von Schwereanoma-
lien. Beispiele und Fehlerrechnungen behandeln die theoretische und
praktische Anwendbarkeit der Methode. Mit Hilfe eines elektronischen
Rechenautomaten werden die umfangreichen numerischen Rechnungen,
inshesondere die Bestimmung der Terrainkorrektionen auf Grund eines
speziell ausgearbeiteten Programms, durchgefiihrt. Es wird eine bemer-
kenswerte Genauigkeit erreicht. Die iibliche Behandlung der Platten-
korrektion erfihrt ebenfalls Modifikationen. Sie wird auf Grund der An-
ziehung einer im allgemeinen exzentrisch zum MeBpunkt gelegenen spha-
rischen quadratischen Schale berechnet.

Résumé

Une nouvelle méthode gravimétrique pour la détermination de la
densité des roches a été étudiée a ’exemple d’un réseau de stations conte-
nant 35 points. Le champ de pesanteur en air libre, déterminé simultané-
ment, est représenté par des polyndémes harmoniques en coordonnées
cartésiennes. Cela permet I'étude du champ dans un plan ainsi que la
représentation correcte des anomalies de pesanteur. Des exemples et les
calculs des erreurs démontrent I’applicabilité pratique de la méthode.
Tous les calculs sont fait 4 I’'aide d’un ordinateur. Les corrections topo-
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graphiques traitées par un programme spécial atteignent une précision
remarquable. Le traitement usuel de la correction de Bouguer est modi-
fié. Son calcul est basé sur I’attraction d’une section quadratique d’un
globe creux, normalement située excentriquement vers le point de réfé-
rence.

1. Uberblick iiber bisherige Arbeiten

Die Idee der gravimetrischen Bestimmung der Dichten anstehender
Gesteinsmassen aus Oberflichenmessungen stammt wvon L.L. Nettle-
ton [14]. In seinen Untersuchungen beschrinkt sich Nettleton auf Sta-
tionsprofile und eine graphische Ermittlung der Dichte. Die gemessenen
Schwerewerte der Profilstationen werden mit verschiedenen Dichten nach
Bouguer reduziert und als Funktion der Profillinge graphisch aufgetra-
gen. Der beste Dichtewert ergibt sich aus derjenigen Punktefolge, die am
ehesten durch eine Gerade beschrieben werden kann.

Spiter wurde seine Methode von anderen Autoren in verschiedener
Hinsicht ausgebaut. Insbesondere K. Jung [10], [11], [12] befafite sich
damit, die gravimetrische Gesteinsdichtebestimmung nach Nettleton in
eine rechnerische Form zu bringen. Er bediente sich dabei der Ausglei-
chungs- und der Korrelationsrechnung. Ferner lag es nahe, das Nettleton-
Verfahren auch bei Stationsnetzen anzuwenden, wobei anstelle der Aus-
gleichsgeraden die Ebene als Ausgleichsfliche tritt. Dieses urspriingliche
Nettleton-Verfahren setzt offensichtlich zwei Hypothesen voraus:

1. Annahme einer homogenen Gesteinsdichte fiir die sichtbaren Massen.
2. Die reduzierten Schwerewerte konnen durch lineare Ortsfunktionen
dargestellt werden.

Die zweite Hypothese trifft fiir entferntere Stérungsmassen des
Untergrundes wohl zu. Befinden sich aber Dichteunregelmiafigkeiten
direkt unter dem homogen angenommenen Gesteinskomplex, dessen
Dichte zu bestimmen ist, so miissen in der Ortsfunktion héhere Glieder
fiir die Lagekoordinaten angesetzt werden. Diesen Umstand beriicksich-
tigt erstmals A. Yaramanci [16], durch Ansetzen einer Reihenentwick-
lung, doch beschrinkt er sich in den praktischen Beispielen auf die Glie-
der erster Ordnung. Ahnliche Ansiitze sieht man bei R. Bortfeld [3] und
K. Jung [12], der zusétzlich ein Kriterium fiir die Durchfiithrbarkeit der
Dichtebestimmung angibt.

Die bisher iiblichen Methoden der gravimetrischen Dichtebestim-
mung beruhen auf der Annahme eines normalen, vertikalen Schweregra-
dienten fiir die Freiluftreduktion. Letzterer wird auch Freiluftgradient
genannt. Er betrigt fiir eine sphirische Massenverteilung der Erdkugel
mit einer mittleren Dichte p = 5,51 gr/cm?®

87w  _
by, = ?,l k,p = 0,308 mgl/m .

k, ist die Gravitationskonstante (k, = 6,67 1078 gr-! cm? sec?)
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- Beniitzt man das internationale Erd.ellipsoid als Erdmodell, so ergibt
sich zum Beispiel fiir die Breite in Ziirich unter Beriicksichtigung der
Atmosphire [5] ein Normalgradient von

¢n = 0,30845 mgl/m .

Experimentell gemessene Freiluftgradienten ergeben Abweichungen von
mehreren Prozenten vom Normalwert. (Siehe hierzu H. Rische [15],
S. 49.)

A. Yaramanci [16] fiihrt in seiner Theorie der konstanten Gradienten
auch einen konstanten vertikalen Stérgradienten fiir das ganze Meligebiet
ein, der mit der Dichte mitbestimmt werden soll. Allein, dies ist in den
allermeisten Fillen nicht zweckméflig. Bekanntlich werden nennenswerte
Storgradienten hauptsichlich durch die néichstgelegenen Dichteinhomo-
genititen verursacht, was im Widerspruch zur vorherigen Hypothese
steht.

Eine theoretisch einwandireie gravimetrische Dichtebestimmung
ist daher'nur moglich bei Mitbestimmung des sogenannten Freiluftfeldes.
Darunter verstehen wir das Schwerefeld, das entstehen wiirde bei Weg-
nahme der sichtbaren Massen. Das Problem der gravimetrischen Dichte-
bestimmung ist daher eng verkniipft mit dem Problem der Schwerereduk-
tion. Diese Erkenntnis fithrte zu einer Methode, die zum erstenmal am
Beispiel St. Anton praktisch erprobt wurde. Die Resultate der betreffen-
den Untersuchung sind von F. Gassmann und P. Miiller [7] publiziert
worden. Hauptgegenstand der Untersuchung war dort die Bestimmung
der Lotkriimmungen der Lotlinie in St. Anton. Der Anteil der Stormas-
sen, der sogenannten unsichtbaren Massen, an die Lotkrimmung ergibt
sich aus der Kenntnis des Freiluftfeldes. Dieses wird im Raume des Me(3-
gebietes bis hinunter zum Meeresniveau durch eine Entwicklung in har-
monische Polynome rechtwinkliger Raumkoordinaten approximiert.

Wihrend in der erwihnten Publikation die numerischen Resultate
der ermittelten Lotlinie im Vordergrund standen und die Methode der
Dichtebestimmung nur kurz behandelt wurde, ist es die Aufgabe der vor-
liegenden Arbeit, die Probleme der Dichtebestimmung, der Schwere-
reduktion und ihrer Interpretation eingehender zu untersuchen. Ins-
besondere sind die Bedingungen fiir eine erfolgreiche Anwendung zu stu-
dieren. Die durch Fehlerbetrachtungen sich aufdringende Genauigkeits-
steigerung fithrt zu verfeinerten Reduktionsmethoden. Letztere sollen
dargelegt und die technische Durchbildung der numerischen Anwendun-
gen mittels elektronischer Rechenautomaten ausfiihrlich beschrieben
werden.

Da in dieser Arbeit an einem neuen Beispiel im wesentlichen die-
selbe Methode illustriert wird, sind gewisse Wiederholungen zur ersten
Publikation unvermeidlich. In der Absicht, nichts Unnétiges zu wieder-
holen, sei es gestattet, an entsprechenden Stellen auf diese erste Publi-
kation von F. Gassmann und P. Miiller [7] — abgekiirzt einfach mit [7] —
Zu verweisen.
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2. Grundsiatzliches zur neuen Methode

2.1, Grundbegriffe

Das Potential @ (P) des Schwerefeldes der Erde in einem Raum-
punkt P setzt sich aus drei Teilen zusammen: dem Gravitationspotential
¥ (P) der Erdmassen, dem Potential der Zentrifugalbeschleunigung
£ (P) und dem Gravitationspotential y (P) der extraterrestrischen Mas-
sen, insbesondere der Sonnen- und Mondmasse.

O (P) =¥ (P) + 2(P) + x (P

Ist pg die Dichte der Erdmasse im Punkte Q, dQ das Volumenelement
an der Stelle Q, r der Abstand PQ, g der senkrechte Abstand des Punk-
tes P von der Rotationsachse der Erde und wg = 7,292115 10~ sec!
die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation, so gilt:

\ 1 -
¥ (P) =k,,ff—ET(@“dQ und Q(P) = 5 wg? g5’

Die Integration erstreckt sich iiber alle Massen, aus denen die Erde be-
steht. Bedeuten weiter M; und M, die Sonnen- beziehungsweise die
Mondmasse, rs und r;, die Abstinde Sonne—Erde beziehungsweise Mond-
Erde, so folgt fir y (P):

M, My
ﬂm=m(%+~%)

Den Vektor der Schwerebeschleunigung erhilt man durch Gradien-
tenbildung.
Q(P):grach:grad‘If—[-wEﬂquq_ke(r:es_l_ rl:l,em)
s m

- — — —

eg, €s und ey bezeichnen Einheitsvektoren, und zwar e4 in Richtung des
senkrechten Abstandes ¢ von der Rotationsachse der Erde zum Aufpunkt

P, :3: und ?m in Richtung Sonne—Erde beziehungsweise Mond-Erde.
Die folgenden Angaben iiber Griéflenordnung der einzelnen Anteile
beziehen sich auf die Projektionen der Vektorsummanden auf die Rich-

tung der Resultierenden ; In mittleren Breiten .macht der Anteil der
Erdrotation etwa 2/,y,, der Gesamtbeschleunigung aus. Die zeitlich varia-
beln, aber sehr geringen Einfliisse der Gestirne Sonne und Mond auf die
Schwere iibersteigen selten ein Zehntelmilligal (1 cm sec? = 1 gal =
= 1000 mgl). Dabei sind neben dem Gravitationsanteil auch die sekun-
didren Wirkungen auf die Massenverteilung der Erde miteingeschlossen.
Spezielle Tafeln dienen zur Korrektur dieser sogenannten tiglichen Varia-
tionen. Mif3t man nur Schweredifferenzen, und das in értlich eng begrenz-
ten Riumen innerhalb kiirzerer Zeitabschnitte, so konnen die letzt-
genannten Einfliisse durch lineare Interpolation leicht eliminiert werden.
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Das Schwerepotential @ ist auch im massenfreien Raum keine har-
monische Ortsfunktion. Wegen

A¥Y =4y =0 und 42 = wg?
folgt . AP = wg?.

Dagegen sind die Feldkomponenten des Schwerefeldes ;harmonische
Funktionen des Ortes

AP, = AD, = AD, — 0.

2.2. Hypothesen fiir die grundsdtzliche Anwendbarkeit der Methode

Wie schon in fritheren Arbeiten wollen wir eine Einteilung der Mas-
sen in «sichtbare» und «unsichtbare» vornehmen. Denn gerade auf einer
solchen, mehr oder weniger willkiirlichen Aufteilung der Massen beruht
letztlich die gravimetrische Dichtebestimmung. Die sichtbare Masse um-
faBt den MeBbereich sowie dessen weitere Umgebung und ist nach unten
durch ein frei wihlbares Reduktionsniveau begrenzt (Fig. 1). Zu den un-
sichtbaren Massen zihlen alle {ibrigen Erdmassen. Die sichtbare Masse
besitze die einheitliche unbekannte Dichte p. Es empfiehlt sich daher
schon aus geologischen Griinden, die Ausdehnung derselben nicht zu
grof3 zu wihlen. Allenfalls ist eine weitere Einteilung der sichtbaren Masse
in stiickweise homogene Dichteprovinzen moglich, wobei entsprechend
mehrere Dichtewerte, die zum Teil auch bekannt sein kénnen, einzufiih-
ren sind.

Erdoberfldche
!

; _ Messbereich

2
9 |
4 sichtbare Masse, Dichte f

Do s srm s~ - - Reduktionsniveau

unsichtbare Masse

Fig.1: Gravimetrische Bestimmung der Gesteinsdichte und des reduzierten Schwere-
feldes (Freiluftfeld)

Durch die «Wegnahme» der sichtbaren Masse wird das gemessene
Schwerefeld ;um das Feld ?Vermindert. |

— — —
S

w=g—

(1)

Das verbleibende Feld ; ist damit innerhalb des MeBbereichs weitgehend
von den Terraineinfliissen befreit. Es stellt im erwihnten Bereich das im

Bouguerschen Sinne reduzierte Schwerefeld dar. Wir nennen E in Uber-
einstimmung mit der Bezeichnung in der fritheren Arbeit [7] das Frei-
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luftfeld, welches zusammen mit der unbekannten Dichte p der sichtbaren
Masse aus den Schweremessungen in den Punkten P,, P, ... P, ermit-
telt werden soll.

Das Feld s ist wegen der unbekannten Dichte nur bis auf einen

freien Faktor bestimmt. Somit sind auch die Randwerte von _u; in den
MeBpunkten an der Erdoberfliche nicht bekannt. Es mull eine zusatz-
liche Hypothese gemacht werden. Diese besteht in der Annahme eines
glatten Verlaufes des Freiluftfeldes im MeBbereich. Es wird also die
Dichte so bestimmt, daB das Freiluftfeld durch Funktionen mdglichst
niedrigen Grades erzeugt werden kann. In der Durchfithrung beschrinkt
man sich allerdings auf die wichtigste Vertikalkomponente.

Eine andere Forderung wire die, daf3 in den Stationspunkten zwi-

schen den beiden Feldern @ und s keine Korrelation bestehen solle. Der
Nachteil dieser Methode ist aber bereits in [6] dargelegt worden.

Die oben formulierte Hypothese widerspiegelt die Grundidee Nettle-
tons, doch diesmal in allgemeinster Form. Folgender boswilliger Extrem-

—

fall muf3 noch ausgeschlossen werden. Existiert die Beziehung w =A-s,
so ist, wie leicht einzusehen, keine Dichtebestimmung moglich. Das Frei-
Iuftfeld enthiélt als wesentlichsten Faktor den wvertikalen Freiluftgra-
dienten. In diesem Fall wiirden ndmlich die beiden wichtigsten Unbe-
kannten, Dichte und Vertikalgradient, gekoppelt auftreten.

2.3. Losung der Aufgabe durch Ausgleichung bei iiberbestimmten Systemen

Mit dem Gravimeter wird der Absolutbetrag der Schwerebeschleuni-

gung in einem bestimmten Punkt gemessen, also ¢ = [?ﬂ Sofern die
Ausdehnung des MeBgebietes einige wenige Kilometer nicht iibersteigt
und ferner die auf Grund der Normalschwere definierten Lotabweichun-
gen nur wenige Winkelsekunden betragen, begeht man einen vernach-
ldssigbar kleinen Fehler, wenn man die g-Werte ihren Projektionen auf
eine einheitliche Vertikale gleichsetzt. Wir fiihren das in der Geophysik
tibliche rechtwinklige Koordinatensystem ein mit den beiden horizon-
talen Achsen x und y in Richtung Nord beziehungsweise Richtung Osten
und der z-Achse vertikal nach unten. Der Nullpunkt des Systems kann
vorteilhaft in einen zentralen Stationspunkt gelegt werden. Die z-Kom-

ponente von w und s sollen der Einfachheit halber mit w beziehungsweise
mit s bezeichnet werden. Gleichung (1) geht dann iiber in :

w=g—s. (2)

Unter den sichtbaren Massen konnen solche bekannter Dichte sein.
Es sind dies hauptsidchlich Seen. Ihr Anteil an s sei mit s bezeichnet.

Es gilt nun -
g s =K:p+ sp (3)

K bedeutet demnach die Vertikalkomponente der Anziehung durch die
iibrigen sichtbaren Massen der Dichte 1. Es ist eine Grofle, die blo3 noch
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von der Geometrie der sichtbaren Massen abhingt und daher bei deren
Kenntnis bestimmt werden kann. In der Regel erhilt man K durch Zer-
legung in die sogenannte Terrain- und Plattenkorrektion. Wir werden im
nichsten Kapitel darauf zuriickkommen.

Dank der Befreiung von Einfliissen des nidhern Terrains kann w im
Bereich des Mefligeliindes durch eine «glatte» Funktion angendhert wer-
den. Als einfachste Approximationsfunktionen eignen sich Polynome
niedrigen Grades. Bei der Entwicklung der Feldfunktionen kann man
sich auf harmonische Polynome rechtwinkliger Raumkoordinaten be-
schrinken, was bei gleichem Grad k > 1 eine Ersparnis an unbekannten
Koeffizienten ergibt.

Ein allgemeines homogenes, harmonisches Polynom II; der drei
Variabeln z, y, z vom Grade k hat 2 k + 1 willkiirliche Koeffizienten. Es
gibt einfache Verfahren zum Aufstellen solcher Polynome. Man erhilt so
zum Beispiel:

II, = A
II, = Byx + B,z + By
II, = Gy (2* — y?) + CGyxz + Gy (22 — §?) + Gy + Cuyz
Il; = D, (z* — 3 zy®) + D, (#*z — y*z) + D, (x2* — zy?)
+ Dy (z* — 3 4%2) + Dy (2*y — 3 y®) + Dyzyz + Dy (y2* — 3 y°)

A und die Bj, Cjund D, j =0, 1,2, ... 2k + 1 sind die willkiirlichen
Koeffizienten.

Das Freiluftfeld w werde nun mit genligender Genauigkeit durch
eine endliche Summe derartiger Polynome dargestelit. '

d
w =X I} (4)
k=1
Mit (3) und (4) erhélt man durch Einsetzen in Gleichung (2)
d
2 Iy =g — Kp — sp,
k=1

oder, nach den Unbekannten geordnet,

d
Kp +k2111k =g — sp. (5)

Nach dem Grad d des angesetzten harmonischen Polynoms richtet sich
die Anzahl m der Unbekannten:

d
m=1+2QRk+1)=d+12+1
k=0
d | 1 2 3 4 5

m 5 10 17 26 37
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Zur sicheren Bestimmung der m Unbekannten miissen mehr als m
Messungen gemacht werden. Die aus den iiberschiissigen Messungen sich
ergebende Streuung liefert gleichzeitig eine innere Kontrolle der Methode.

Die Anzahl der Mef3stationen sei n. Im Sinne der vermittelnden Aus-
gleichung wird man auf folgende Fehlergleichungen gefiihrt:

d
Kip +k2117k (xi, Yi, 2i) — 9i + Spi = Ui (i=1,2...n)

Die Kj;, g; und sp; sind als Me3groBen zu werten. Die Koordinaten x;, y;,
z; sind in der Regel fiir unsere Zwecke entweder geniigend genau bekannt
oder gemessen, so dal3 sie als fehlerlos betrachtet werden konnen. Die
Unbekannten, ndmlich die Dichte p und die willkiirlichen Koeffizienten
des Polynoms, treten ausnahmslos linear auf. Die Theorie der vermitteln-
den Ausgleichung fordert die Fehlerlosigkeit der Koeffizienten der Un-
bekannten in den Fehlergleichungen. Wir fiihren daher eine Ndherungs-
dichte p, ein.

C=p— P
d =
Kio + X IIi (v, yi, z) — Ly =v; (i =1,2...n) (6)
k=1
mit Li = — Kipo + gi — Sbi- ' (7)

Die sogenannten Residuen v; stellen Verbesserungen der absoluten Glie-
der L; dar, welche in unserem Fall aus verschiedenen Mef3gro3en zusam-
mengesetzt sind. Die Unbekannten ergeben sich in bekannter Weise aus
dem Normalgleichungssystem, auf welches man durch die Gauflsche
Forderung

v;? = Minimum

L1

1
gefiihrt wird.

Alle Fehlergleichungen sind mit dem gleichen Gewicht versehen.
Fiir den mittleren quadratischen Fehler my, der L;, der in unserem Fall
theoretisch mit dem sogenannten mittleren Fehler der Gewichtseinheit
m, Ubereinstimmt, erhélt man:

n
21),‘2
i—1
m2:m2_—__-———l 8
L e n — m ()

2.4. Geophysikalische Bedeutung der Unbekannten und der Residuen

Fiir die folgenden Uberlegungen beschrinken wir uns auf das Bei-
spiel eines harmonischen Polynoms zweiten Grades zur Darstellung von w.

w=A + Byx 4+ B,z + B,y + Cy(2® — y®) + Cyxz +
+ G, (22 — y*) + Cszy + Cyuyz
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Der Vertikalgradient des reduzierten Schwerefeldes ist dann gegeben
durch
ow

5 =B + Gz +2Cz + Cyy ()

Betrachtet man eine horizontale Ebene im Abstand z, vom Nullpunkt
des Koordinatensystems, so gilt:

w(z =zy) =[(A + Bizy + Coz®) + (By + Cyz9)  + (B, + Cyz) 4]
+ [Cox® + Cyay — (Co + Go) ¥ (10)
und

ow
oz (z =2) = (B, +20C,yzy) + Cix + Cuy

Die Entwicklung des Freiluftfeldes nach harmonischen Polynomen ge-
stattet eine einwandireie Reduktion der gemessenen Schwerewerte. Fer-
ner liefert sie eine Information iiber den Aufbau des Schwerefeldes aus
regionalen und lokalen Anteilen. In Gleichung (10) kann der erste Klam-
merausdruck als eine ausgeglichene regionale Schwere, der zweite als
eine auf das Meligebiet beschrinkte, lokale Anomalie interpretiert wer-
den. Die Koeffizienten von x und y stellen dann die regionalen Schwere-
gradienten in Nord- beziehungsweise Ostrichtung dar.

Die Entwicklung in harmonische Polynome vermittelt eine analy-
tische Fortsetzung der nach Bouguer reduzierten Schwerewerte nach
auflen und in den Raum, der von der sichtbaren Masse (Bouguer-Masse)
eingenommen wird. Betrachtet man das Freiluftfeld in einer Ebene mit
z = konstant entsprechend Gleichung (10), so sind die Schwerewerte
ginzlich frei von einem Terraineffekt der sichtbaren Massen. Befinden
sich ndmlich Stérungsmassen im Bereich der MeBpunkte direkt unterhalb
des Reduktionsniveaus, so wire ein Zusammenhang zwischen Schwere-
storung und Geldndehoéhe sehr wohl denkbar. Dieser Vorteil gegeniiber
fritheren Methoden erscheint uns fiir die Belange der geophysikalischen
Prospektion besonders wichtig. Der Terraineinflull der restlichen Massen
(unsichtbaren Massen), welcher aber bei vorsichtiger Abgrenzung der
sichtbaren Massen im Bereich des Mef3gebietes eine untergeordnete Rolle
spielt, wird mit dem Freiluftfeld erfafit. ‘

Unser Polynom gibt als abgebrochene Reihenentwicklung die wah-
ren Verhiltnisse nur in nidchster Umgebung der Melistationen richtig
wieder. Die durch das Polynom gegebenen Werte aullerhalb des Mef-
gebietes miissen natiirlich mit dem dortigen wirklichen Freiluftfeld nicht
iibereinstimmen.

Der Vertikalgradient ist durch ein um ein Grad niedrigeres Polynom
dargestellt, was selbstverstiandlich eine Folge des Abbrechens der Reihen-
entwicklung ist. Bekanntlich besteht nun eine theoretisch begriindete
Steigerung des Auflésungsvermogens in der Darstellung zweier benach-
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barten Anomalien mittels hoherer Ableitungen (zum Beispiel erste bezie-
hungsweise zweite Ableitung der Schwere). Bei oberflachlicher Betrach-
tung scheint da ein Widerspruch vorzuliegen. Die Tatsache der Wieder-
gabe unseres Vertikalgradienten durch eine Funktion niedrigeren Grades
muf dahin gedeutet werden, dal3 das vorliegende Ausgangsmaterial voll
ausgeschopft ist. Man miilte héhere Glieder in der Entwicklung beriick-
sichtigen. Diese sind aber gemif unserer Hypothese sehr klein und damit
schlecht bestimmt. Die Grenze wird durch die erreichbare Mefigenauig-
keit und besonders durch die Erfiillung der Homogenitéitshypothese fiir
die sichtbare Masse gesetzt. '

In den bisherigen praktischen Anwendungen der Methode, St. Anton
und Falédtsche, tibertraf die Streuung der Residuen »;, das heiflit der
mittlere Fehler der Gewichtseinheit m,, den zu erwartenden Fehler der
verallgemeinerten Mefgrélen L;. Mit anderen Worten muf3 mindestens
eine unserer beiden Arbeitshypothesen nicht erfiillt sein. Die Abweichun-
gen v; sind dann durch folgende zusitzliche Ursachen erklarbar. Neben
der vielleicht ungeniigenden Anndherung des Freiluftfeldes durch eine
abgebrochene Potenzreihe spielen auch lokale Inhomogenititen der
sichtbaren Masse eine Rolle. Trifft nur das zweite zu, so kommt auch den
Residuen physikalische Bedeutung zu. Wirkt namlich zum Beispiel eine
Dichtestérung blofl auf die Schwere einer einzigen, nahe gelegenen Sta-
tion meBbar ein, so wird ihr Einflu3 nicht durch das Polynom erfafit, son-
dern sie muB3 sich im Residuum der betreffenden Station aullern.

3. Verwendung von Rechenautomaten fiir die
numerischen Rechnungen

~ Die Gravimetrie erheischt im Verhiltnis zu anderen geophysikali-
schen Methoden, wie Seismik und Elektrik, geringere Feldarbeit, aber
dafiir vermehrten Rechenaufwand bei der Auswertung. Die gesteigerte
MeBgenauigkeit der modernen Gravimeter wird vielfach gar nicht aus-
geniitzt. Mit der Anpassung der Priizision der Reduktionen, nimlich
Terrain- und Plattenkorrektion, an die Meflgenauigkeit der Gravimeter
ist man in der Lage, bedeutend feinere Anomalien des Untergrundes zu
analysieren. Der damit verbundene Mehraufwand ist durchaus tragbar,
wenn bessere und zuverlissigere Resultate erzielt werden kénnen. Auller-
dem reduziert sich der Rechenumfang bei Verwendung von schnellen
elektronischen Rechenautomaten auf ein vertretbares zeitliches Maf.

In unserem Beispiel wurde ausschlieBlich die elektronische Rechen-
maschine der ETH (ERMETH) verwendet. Durch die Ausarbeitung
mehrerer Programme kamen alle numerischen Rechnungen mit ihr zur
Durchfiihrung. Den weitaus grof3ten zeitlichen Aufwand erforderte die
Bestimmung der Anziehungen K; der sichtbaren Massen, welche in Ter-
rain- und Plattenkorrektionen aufgeteilt wurden. Ein separates Programm
ermittelte aus den Mef3grélen die Koeffizientenmatrix und die absoluten
Glieder der Fehlergleichungen. Der Grad des harmonischen Polynoms
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und damit die Anzahl der Unbekannten sind bei diesem Programm frei
wiihlbar. Ein Bibliothekprogramm des Institutes fiir angewandte Mathe-
matik der ETH gestattete sodann die Bestimmung der Unbekannten
sowie aller iibrigen GrofBen, die fiir die vollstindige Losung der Aus-
gleichungsaufgabe wichtig sind. Ein weiteres Programm endlich, bei dem
die Stationskoordinaten und die Koeffizienten des harmonischen Poly-
noms als Daten eingegeben wurden, erlaubte die zahlenméflige Darstel-
lung des Freiluftfeldes in den Stationspunkten und insbesondere in ihren
Projektionen auf eine frei wihlbare horizontale Ebene.

3.1. Terrainkorrektionen fiir Schwere und Lotanziehungen

Als Terrainkorrektion in einem Stationspunkt P definiert man die
Wirkung auf die Schwere beziehungsweise auf die Lotrichtung in P durch
eine Ausebnung des Geldndes auf das Stationsniveau. Meistens wird
dabei eine einheitliche Dichte fiir die Gesteinsmassen angenommen. Nach
den bisherigen Verfahren hat man das Gelidnde in einem Umkreis um
jede Station mit vorgegebenem Radius beriicksichtigt und dasselbe in
Kreisringsektoren eingeteilt. Fiir jeden Sektor schitzte man eine mitt-
lere Gelindehohe. Wie schon in [7] erw#dhnt, hat diese Methode zwei grole
Nachteile. Die bei der Terrainkorrektion beriicksichtigten Gelindestiicke
stimmen fiir die verschiedenen Stationen nicht iiberein. Da die sichtbare
Masse .bei uns einheitlich definiert sein muB, fillt die konventionelle
Kreisringmethode schon aus diesem Grunde aufller Betracht. Der zweite
Nachteil besteht darin, da3 gleiches Gelidnde fiir jede Station gesondert
ausgezihlt werden mufl. Durch eine Verfeinerung der Einteilung wiirde
sich diese Mehrarbeit vervielfachen. Anderseits hatte man die Notwendig-
keit der Bestimmung viel genauerer Terrainkorrektionen schon friih er-
kannt. Bei der Priifung neuer Méglichkeiten lie3 man sich durch die For-
derungen leiten: Wie kann man auf bedeutend speditivere Weise genauere
und zuverldssigere Terrainkorrektionen erhalten?

Als Endresultate dieser Bestrebungen liegen nun zwei Programme
fiir Terrainkorrektionen vor. Das eine ist fiir die Ermittlung der Vertikal-
komponente der Anziehung sichtbarer Massen, das andere fiir die Ermitt-
lung der Horizontalkomponenten bestimmt. Wihrend nimlich ersteres
noch in Bearbeitung war, entstand im Zusammenhang mit den Lotlinien-
bestimmungen in St. Anton [7] das Bediirfnis, ein entsprechendes Pro-
gramm zur Bestimmung der Lotanziehungen zu besitzen.

3.1.1. Begrenzung und Einteilung der sichtbaren Masse

Durch die Forderung einer einheitlichen Begrenzung der sichtbaren
Masse fiir alle Stationen dringt sich ein rechteckiger beziehungsweise
quadratischer Umrifl geradezu auf. Wird ein so begrenzter Geldnde-
abschnitt aus homogenem Material der Dichte 1 gr/cm?® ausgeebnet, so
stellt die Terrainkorrektion eine rein geometrische Grofle dar. Sie kann
durch ein bestimmtes Integral beschrieben werden, das nur von der Ge-
stalt der Erdoberfléiche und der Stationslage abhéngt. Legt man entspre-
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chend wie in 2.2 den Nullpunkt eines rechtwinkligen Cartesischen Koor-

dinatensystems in den Stationspunkt, so gilt fiir die Anziehung T (Tx,
Ty, Ty) der wegzunehmenden und hinzuzufiigenden topographischen Mas-
sen mit den Dichten 4+ 1 beziehungsweise — 1:

xdV o dV
To——k [ [ [sen @ 5= Ty ==k [ [[sen 0 %7,

Tz=—kofffsgn(z) zf_:]

rr=a4y? 4+ 22, dV =drdydz

Die Integration ist iiber alle topographischen Massen zu erstrecken. Bei
der Schwere interessiert man sich fiir den Zustand nach der Ausebnung,
so dall im Sinne einer Korrektur das Vorzeichen gekehrt werden muB.
Wir definieren nun als Terraineffekte (Anziehungen) {; und ¢; beziehungs-
weise als Terrainkorrektion #,:

lg =pTy, ty=pTy, L =—pT,

Die Terrainkorrektion der Schwere #;, im folgenden einfach mit { = p'- T
bezeichnet, ist wegen z . sgn (z) = |z[ stets eine positive Grofle. Bei der

Bestimmung von T muf} fiir Distanzen ¢ = Va? + y* liber 6 km néhe-
rungsweise der Einflul der Erdkriimmung beriicksichtigt werden.

Bezeichnet g eine mittlere Erdbeschleunigung im MeBgebiet, so er-
hilt man wegen #; <€ g und f; < g die als «Lotanziehungskomponenten »
bezeichneten Winkel ¢ und » im Bogenmal} gemidl3 den Gleichungen:

_ bk _ Lk
g '5 2 77 "g‘
£ und n werden aber ihrer Kleinheit wegen in Sekunden alter Teilung
angegeben. In der Geodisie arbeitet man im Zusammenhang mit astro-
nomischen Beobachtungen meistens mit den negativen Werten von ¢
und 7, die als Lotabweichungskomponenten definiert sind.

Die Oberfliche der topographischen Massen 148t sich natiirlich nicht
durch einfache Funktionen beschreiben. Die numerische Integration mu8l
sich deshalb auf eine approximative Darstellung der topographischen
Massen durch ein stufenformiges Gelédnde stiitzen. Es lag nahe, die Unter-
teilung des Grundrisses in Quadrate vorzunehmen. In jedem dieser
Quadrate wird eine mittlere Geléindehoéhe geschitzt. Als einzelner Bestand-
teil der numerischen Integration hat man also die Anziehung eines Qua-
ders mit quadratischer Grundfléche.

3.1.2. Niherungsfunktionen fiir die Anziehung eines Quaders

Die exakte Berechnung der Anziehung eines homogenen Quaders
fihrt auf sehr umsténdliche Ausdriicke. Bei der Integration miissen
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daher Niherungsfunktionen verwendet werden, ansonst die Bestimmung
der Terrainkorrektionen selbst mit Hilfe einer elektronischen Rechen-
maschine zuviel Zeit in Anspruch nihme. Die verwendeten Niherungs-
funktionen basieren auf der Komprimierung der Quadermasse mit der
Dichte 1 gr/em? in einen Massenpunkt oder in eine Massenstrecke bezie-
hungsweise auf der Massenverlagerung in einen Hohlzylindersektor glei-
chen Volumens (Fig. 2).

oP

—
—
——

1l

N R /&;__ /%;5

geschdtzte mittlere Geldndehhen

) 2) 3)

Fig. 2: Naherungsfunktionen fiir die Anziehung eines Quaders

1) Naherung durch Massenpunkt (beziehungsweise homogene Kugel) im Mittelpunkt
des Quaders

2) Naherung durch homogene Massenstrecke zwischen den Mittelpunkten der
Grund- und der Deckfliche '

3) Naherung durch volumengleichen Hohlzylindersektor, dessen Achse durch den
Aufpunkt P geht. Die Differenz der Radien ist gleich der Kantenlénge der Deck-
flachen '

Zwecks Einsparung von Rechenzeit ging es vor allem darum, irrationale
Funktionen, wie Quadratwurzeln, Logarithmen und trigonometrische
Funktionen, zu vermeiden oder wenigstens auf ein Minimum zu beschréin-
ken. Die Rechenautomaten vollziehen fast ausnahmslos ihre Operatio-
nen ohne Hilfe von gespeicherten Funktionstabellen. Die Berechnung
der irrationalen Funktionen erfolgt auf Grund fest gespeicherter Unter-
programme. Die Funktionswerte werden durch rasch konvergierende
Reihenentwicklungen oder Kettenbriiche auf die nétige Stellengenauig-
keit approximiert. Damit erreicht man eben die Darstellung dieser
Funktionen mit den vier Grundoperationen, welche dem digitalen Re-
chengerit allein als «verdrahtete» Rechenoperationen zur Verfigung
stehen.
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2
/ y g =V + 1, r= Ve L+ 2

/ ¢ 2
e z
| A =— p= —
Q | q q
P
| |2
|
r \t.—_ e emn
/S
/ Fig. 3: Parameter A, u fiir die Wahl der
[ F——— Naherungsfunktionen

Mit den in Figur 3 eingefiihrten Bezeichnungen lauten die Néihe-
rungsfunktionen fiir Schwerestorung und Lotanziehungen:

1. Massenpunkt:

2. Massenstrecke:

1 1 e xz y
T2=k032(q'"—7)s o = — k- ’ : 7]2"—“""52

3. Zylindersektor:

s (e

Die Funktionen T, T, und T; verwendet auch M. H. P. Bott [4]. Bei
den Lotanziehungen wurde die dritte Ndherungsfunktion nicht als Kon-
kurrenzfunktion zugelassen, weil sie nicht wesentlich bessere Werte als
die zweite Niherung liefert. Das Programm trifit nun in einem bestimm-
ten Fall selber die Wahl zwischen den verschiedenen Formeln, je nach
dem Wert der Parametergréflen A und p. Bleibt p unter einer gewissen —
noch frei zu wihlenden — Schranke p, so kommt unabhingig von A
immer die Massenpunktsformel zur Durchfithrung. Bei gréfleren p ent-
scheidet der Parameter A iiber die weiteren Verzweigungen. Um extre-
men Fillen gerecht zu werden, und auch zwecks Genauigkeitskontrollen,
wurden die exakten Quaderformeln hergeleitet und — sowohl fiir die
Vertikal- als auch fiir die Horizontalkomponenten — in das Programm
aufgenommen.

Es gelang mittels nicht analytischer Funktionen, wie zum Beispiel
sgn(x) und |a:], Fallunterscheidungen hinsichtlich Lage des Aufpunktes
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P zu vermeiden. Die Formeln gelten auch fiir einen innern Punkt der
Deckflache. Sie lauten:

Ty = ko [F (ay,b)) — sgn (d) F (ab;) — sgn (b) F (ay,by)
+ sgn (d) sgn (b) F (ayb,)]

wobei F (a,b) = f,(a,b) + fy(a,b) + [3(a,b)

f_am P tVE+E) Ve +2
: (b+Vae+b+ta)a

(a + Ve + )V + 2
(¢ + V@ + b+ 22) b
ab

foa =|z| arctg — -
s =12l |z| Ve + b 4 22

fg =b1n

und

e
i=lz|— o a=|lz|+o| a=|z|—1|=]a

- e
b=1U|_‘2_- by

Il

e "
gl +5 | =|lyl—5|=12]

bedeuten.
k!) ¥l ’ r
E4 —_— —_g_—— Sgn (Z) Sgn (al ) Sgn (bl ) [Sgn (al ) G (al, bl)

— sgn (@) sen (&) G (aby) — sgn (B) sen (@) G (apby)
+ sgn (4) sgn (b) sgn (@) G (aby)]

k
M = = ;;_ sgn (z) sgn (a,") sgn (b,) [sgn (b,") G (b, ay)

— sgn (d) sgn (&) G (bp) — sgn () sen (&) G (b
+ sgn (d) sgn (5) sgn () G (bs )]

mit G (a,b) = g, (a,b) + g» (a,b) + g5 (a,b)
b|z]
a \/a2 + b + 7

g, = a arctg

go— b YEFP(z] +VE 4 2)
: b(|z|—|—\/a2+b3+z2)
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Ve + 26 +VE + 2)

9s = |z|1In

» =17l 12| (b + V@ + b + 22)
und
) e , e , e , ,
a:‘x|_ﬁ5’ 4 =x+§, a, ﬂx_*'z“s a1=lall: a2=£a2|
4 € e e
b—|y| E’—bl’=y+§’ b2’=y——2—, b1=[b1'], bz“_“lbz’l

Nachstehend sind einige Beispiele der Vertikalkomponenten von
Quaderanziehungen mit den Werten der Niherungsfunktionen in einer
kleinen Tabelle zusammengestellt. Die Bezeichnungen sind die gleichen
wie in Figur 4. e, x, y, z sind in Metern, T, T,, T3 und T, in Einheiten von
10-® mgl angegeben. Die Beispiele kénnten durchaus der Praxis ent-
stammen.

e x y 2 A 7 T, T, Ty /47

100 1500 2000 100 0,04 0,04 0,02133 0,02132 0,02133 0,02133
100 750 1000 50 0,08 0,04 0,04266 0,04264 0,04270 0,04274
100 750 1000 100 0,08 0,08 0,17034 0,16994 0,17021 0,17034
100 750 1000 200 0,08 0,16 0,67650 0,67017 0,67120 0,67173
100 750 1000 400 0,08 0,32 2,63038 2,53864 2,54207 2,54402
50 225 300 25 0,13 0,07 0,09865 0,09848 0,09892 0,09914
50 225 300 50 0,13 0,13 0,39264 0,39006 0,39175 0,39263
50 225 300 100 0,13 0,27 1,53979 1,50141 1,50735 1,51064
50 75 100 25 040 0,20 2,62847 2,59053 2,69088 2,75116
50 75 100 50 0,40 0,40 10,0622 9,6412 9,8436 10,0485

3.1.3. Gestaltung des Rechenprogramms

Eine durchgehende Unterteilung des zum Integrationsgebiet ge-
horenden Grundrisses in gleich grolle quadratische Felder ist in den we-
nigsten Fillen angebracht. Besonders in unseren schweizerischen alpinen
und voralpinen Gegenden ist ein solches Vorgehen vollkommen ungenii-
gend. Denn die Beitrige der nidheren Massen iiberwiegen natiirlich sehr
stark. Je nach Einteilung wire das Verfahren entweder viel zu wenig
genau bei Anwendung eines zu groben Netzes oder dann sehr unrationell
bei einem feinen Netz. Vielmehr ist eine gegen Stationsnihe feiner wer-
dende Einteilung wie bei der fritheren, konventionellen Methode geboten.

Das Problem wurde auf folgende Weise geldst. Die Grundlage des
Programms bildet das durchgehend in gleiche Felder unterteilte Teil-
gebiet rechteckiger oder quadratischer Form. Wir nennen ein solches
Teilgebiet einen Block (Fig. 4). Doch kann zum Beispiel durch geeignete
Mafnahmen entweder ein fester rechteckiger oder je nach Stationslage
verschiedener quadratischer Ausschnitt bei der Integration ausgelassen
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Fig. 4: Block als Teil des Integrationsgebietes

BlockgréBen:

b Blocknummer

e Netzweite (Quadratseite eines Feldes)
m  Anzahl Kolonnen

n  Anzahl Zeilen

Y, | Koordinaten des Blocknullpunktes
X, } (siidwestliche Ecke des Blocks)

werden. Man hat so die wichtige Moglichkeit, Blécke mit verschieden
feiner Einteilung ineinander zu schachteln. In der Regel wird ein Block
fiir jede Station bis zu seinem Rand ausgezihlt. Es ist aber auch vor-
gesehen, von einem bestehenden Block fiir jede Station nur iiber ein
gewisses quadratisches Teilstiick, eventuell noch mit inneren Auslassun-
gen, zu summieren. Bei gegebener Grofle des dullern und des inneren
Randes wiihlt das Programm fiir jede Station automatisch die richtigen
Felder aus dem Block aus. Bei dieser weitgehenden Automation ist das
liickenlose Ineinandergreifen der verschiedenen Integrationsgebiete mit
unterschiedlicher Feinheit der Einteilung gewihrleistet.

Besondere Aufmerksamkeit wurde dem stationsnahen Geldnde ge-
schenkt. Denn gerade die nichstgelegenen Terrainunebenheiten bis zu
100 und 200 m Entfernung tragen relativ viel zur Vertikalkomponente
der Terrainkorrektion bei, und kleine Unsicherheiten der Kotenhoéhen
geben die grof3ten Fehlerbeitrige. In den allermeisten Fillen ist es unum-
ginglich, die nichste Umgebung jeder Station durch mindestens einen
Block mit kleinsten Netzweiten zu erfassen. Grole der Blocke und Fein-
heit des Netzes richten sich nach dem mittleren Stationsabstand, der
gewiinschten Genauigkeit und nach den zur Verfiigung stehenden Karten-
unterlagen. Wo groB8mafstibliche Karten und Ubersichtspline fehlen,
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wie dies zum Beispiel in den Alpengegenden der Fall ist, wird man daher
oft zu MeBtischaufnahmen gezwungen sein.

Zwecks bester Ausniitzung des aus der Karte entnommenen Koten-
materials werden die neun einer Station niachstgelegenen Quadrate noch-
mals unterteilt (Fig. 5). Das Gelidnde wird durch eine einfache Fliche
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Fig. 5: Nachste Stationsumgebung

* Mefstation
o Koten aus Karte gelesen
e Koten durch Interpolation berechnet

approximiert, welche durch die neun Kotenpunkte geht. Diese bestim-
men gerade die neun Koeffizienten der biquadratischen Funktion:

H =ay 4+ a,y + aax + a3y® 4+ ayxr + azx* + agyx + a,yx® + agya?

Die Hohen der 36 neuen Feldermittelpunkte auf der Fliche vierten Gra-
des werden sodann als mittlere Hohen interpretiert. Der Stationspunkt
wird fiir die Berechnung ebenfalls auf der Approximationsfliiche ange-
nommen (Normalprojektion). Das beschriebene Verfahren hat zwei Vor-
teile. Erstens kommt man dem wirklichen Gelidnde niher, und zweitens
ist die Approximation durch die N#herungsfunktionen dank der feine-
ren Einteilung besser.

Das Programm ist sehr allgemein gehalten und gewahrt somit groBe
Freiheiten in den moéglichen Aufteilungen des Integrationsgebietes. Bei
der Blockeinteilung wird man sich durch die angestrebte Genauigkeit
und durch bestmdégliche Anpassung an das gegebene Stationsnetz leiten
lassen. Das Grundprinzip lautet, bei geringstem Aufwand, ndmlich mit -
moglichst wenig Feldern, ein Maximum an Genauigkeit und ein Minimum
an Rechenzeit zu erzielen. Der Vorteil der programmgesteuerten Berech-
nung ist offensichtlich um so grofler, je kleiner der Durchmesser des

30



Stationsnetzes im Vergleich zur Ausdehnung der sichtbaren Massen ist
und je mehr Stationen das Netz aufweist. :

Auf eine nihere Beschreibung des Programms soll hier nicht ein-
gegangen werden. Detaillierte Angaben iiber die Anwendung des Pro-
gramms sind der ausfiihrlichen Anleitung zu entnehmen. Im Institut fir
Geophysik und in der Schweizerischen Geodétischen Kommission an der

ETH in Ziirich liegt je ein Exemplar auf.
(Fortsetzung folgt)

Analytische Luftphotogrammetrie
B. Hallert, Stockholm

Zusammenfassung

Die grundlegende Genauigkeit der Bildkoordinaten photographischer
Luftaufnahmen ist unter wirklichen Aufnahmeverhiltnissen gepruft wor-
den. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate sind die regelmifligen
Fehler der Bildkoordinaten moglichst gut von den unregelméifligen Feh-
lern getrennt, und die letzteren sind als mittlere Gewichtseinheitsfehler
bestimmt und angegeben worden. Es wurde eine ausgepriagte Gewichts-
verteilung der Bildkoordinaten in Richtung des Radius vom Bildhaupt-
punkt aus festgestellt. Der quadratische Mittelwert der mittleren Ge-
wichtseinheitsfehler der Bildkoordinaten ist zu 4 7 pm gefunden worden.

Nach einer elementaren ‘Ableitung grundlegender Formeln der ana-
lytischen Photogrammetrie sind praktische analytische Auswertungen
durchgefithrt worden. Die Messungen der Bildkoordinaten sind im Ste-
reokomparator Wild Stk 824 und die Berechnungen in der elektronischen
Rechenanlage FACIT durchgefithrt worden. Die Genauigkeitsverhilt-
nisse sind sehr gut unter der Voraussetzung, dafl regelmiBige Bildfehler
korrigiert werden. Die quadratischen Mittelwerte der Hohenfehler wur-
den theoretisch und praktisch als etwa /54 der Flughéhe gefunden.

Résumé

L’exactitude fondamentale des coordonnées de 1’image de prises de
vue aériennes a été vérifiée dans. des conditions de levé réelles. A 1’aide
de la méthode des moindres carrés, les erreurs systématiques de I’image
ont été séparées aussi bien que possible des erreurs accidentelles et ces
derniéres déterminées et représentées comme erreurs moyennes d’unité
de poids. Il a été constaté une répartition trés prononcée en fonction du
rayon a partir du point principal de I’image. La valeur de la moyenne
quadratique de ’erreur d’unité de poids des coordonnées de I’image a été
trouvée de + 7 pm.

Aprés une dérivation élémentaire des formules principales de la
photogrammétrie analytique, des restitutions analytiques pratiques ont
été effectuées. Les mesures des coordonnées de I’image ont été exécutées
avec le stéréocomparateur Wild Stk824 et les calculs au moyen d’une
calculatrice électronique FACIT. Les rapports' d’exactitude sont trés
bons, pour autant que les erreurs systématiques de ’'image soient cor-
rigées. La valeur de la moyenne quadratique de ’erreur altimétrique a
été déterminée, en théorie comme en pratique, & environ /54, de la
hauteur de vol.
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