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Die prinzipiellen Mﬁngei des isostatischen Konzeptes

Von K. Ledersteger, Wien

Die Lehre vom Massenausgleich in der Erdkruste oder vom isosta-
tischen Gleichgewicht ist schon lingst keine Hypothese mehr, sondern
eine durch die Erfahrung wohlbegriindete Theorie. Aber selbstverstind-
lich kann jegliche Modellvorstellung der Isostasie wegen ihres notwendi-
gerweise schematischen Charakters dem iiberaus komplizierten Aufbau
der Erdkruste nur mehr oder minder gut gerecht werden. Im groflen und
ganzen darf es aber als erwiesen gelten, daf3 die iiber das Geoid heraus-
ragenden Kontinentalmassen nicht als UberschuBmassen gewertet wer-
den diirfen, die einfach einer Normalerde aufgesetzt sind, sondern daf} sie
weitgehend durch unterirdische Massendefekte kompensiert sind. Eine
dhnliche Kompensation durch unterirdische Masseniiberschiisse liegt fiir
die Weltmeere vor, die man als Massendefizite auffait. Man ist aber zu
der Uberzeugung gelangt, daB es noch Teile der Erdkruste gibt, die sich
noch nicht im isostatischen Gleichgewicht befinden, also Teile mit Uber-
oder Unterkompensation. Die drei entwickelten Modellvorstellungen, die
lokale Isostasie nach Pratt-Hayford und Airy-Heiskanen sowie die regio-
nale Isostasie nach Vening Meinesz, sind mehr oder minder zutreffende
Idealisierungen, von denen die eine da, die andere dort den tatsichlichen
Verhiltnissen besser entspricht. Im allgemeinen verdient in physikali-
scher Hinsicht die Airysche Annahme des Schwimmgleichgewichtes den
Vorzug vor der Prattschen Aufblihungstheorie und die regionale Kom-
pensation nach Vening Meinesz den Vorzug vor den beiden lokalen
Modellen, bei denen die Kompensation in vertikalen Elementarséiulen
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stattfinden soll, was nur bei einer wesentlich geringeren Starrheit der
Erdrinde denkbar ist. Wenn auch eine gewisse Vertrautheit mit der
Grundidee der Isostasie vorausgesetzt werden darf, wird doch mancherlei
Bekanntes wiederholt werden miissen, um das Verstidndnis der folgenden
Uberlegungen nicht allzusehr durch Riickweise auf die vorhandene Lite-
ratur zu erschweren. '

Zweck vorliegender Studie ist der Nachweis, daB3 bei der theore-
tischen Grundlegung der Isostasie einige wesentliche Gesichtspunkte
auller acht geblieben sind, die sich bei einer tieferen Beschiftigung mit
der Theorie des Normalsphiroides der Erde fast von selbst aufdringen
und die dazu geeignet scheinen, manch ungeklirte Frage wenn schon
nicht vollstandig zu losen, so wenigstens aufzuhellen, wie den scheinbaren
Widerstreit zwischen Massenausgleich und Druckausgleich und die
merkwiirdige Schwerpunktsverschiebung bei der isostatischen Reduk-
tion, die man zwar als physikalisch unmoéglich erkannt hat, ohne sie aber
beseitigen zu koénnen. Wire die Isostasie in einer der drei genannten
Modellvorstellungen streng richtig, so miilte die zugehorige isostatische
Reduktion das hydrostatische Gleichgewicht, das unterhalb der Aus-
gleichsfliche des Druckes herrscht, auch oberhalb, das hei3t in der Erd-
kruste, herstellen. Die Erde wire dann vollstindig regularisiert, und die
isostatischen Schwereanomalien miilten durchwegs verschwinden. Der
indirekte Effekt der isostatischen Reduktion wiirde unmittelbar die Un-
dulationen des Geoides liefern. DaB dies nicht der Fall ist, beruht
sicherlich zum Teil aufl dem Umstand, da der komplizierte Bau der
Erdkruste kaum die Anwendung eines einheitlichen, der Rechnung noch
zugianglichen Modells gestattet, ebenso sicher aber auch teilweise auf den
grundsitzlichen Mingeln des isostatischen Konzeptes.

Wir wenden uns zuerst dem Problem des Massen- oder Druckaus-
gleiches zu und legen der Diskussion die Hayfordsche Variante der Pratt-
schen Aufbldhungstheorie zugrunde. Nach Pratt wird in einer gewissen
Tiefe D die isostatische Ausgleichsfliche angenommen. Diese soll die Be-
grenzung des Hauptteiles der Erdmasse sein, der sich im hydrostatischen
Gleichgewicht befindet, ist also die oberste Fliche, die noch gleichzeitig
durch konstanten Druck und konstante Dichte ausgezeichnet ist. Die
iiber der Ausgleichsfliche liegenden Massen kénnen in Vertikalsdulen von
beliebig kleinem Querschnitt zerlegt werden und haben um so geringere -
Dichte, je hoher sie iiber das Geoid hinausragen. Lediglich aus rechen-
technischen Griinden zihlt Hayford die Kompensationstiefe D nicht wie
Pratt vom Geoid, sondern von der physischen Erdoberfliche oder, kor-
rekter ausgedriickt, von der Lithosphiire ab. Die mittlere Siule in Figur1,
die oben mit dem Geoid abschliefit (h = 0), habe die mittlere Krusten-
dichte p = 2,67, die Sdule mit der Hohe h eine kleinere, jene unter dem
Meer der Tiefe T beginnende Siule eine groBere Dichte p’. Bemerkt sei,
daBl diese Annahme Vor- und Nachteile hat. Auf den Kontinenten ist es
gut, wenn die Kompensation bereits an der Oberfliche und nicht erst im
Geoid beginnt, weil dadurch eine Dichteabnahme nach innen vermieden
wird. Hingegen haben unter dem Meere die Kompensationssiulen der
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Dicke D den Nachteil, dal dadurch die Ausgleichsfliche den oben defi-
nierten Sinn verliert. Dies 148t sich leicht vermeiden, wenn man, wie wir
es spiter machen wollen, die Kompensation nur bis zur Ausgleichsfliache
reichen 1aBt.

h

YV LT =

. 1
| A R
- T

Fig. 1

Fordert man Massengleichheit in den Sidulen, vernachliissigt aber
die durch die Erdkrimmung bedingte Lotlinienkonvergenz, so liegt der
Fall des geniiherten Massenausgleiches vor. Auf den Kontinenten ergibt
sich

Dp’ = (D —Hh)p

oder das Dichtedefizit

h

dp" = (p'—p)=—Fp (1)

und im ozeanischen Falle, unter pw = 1,03 die Dichte des Meerwassers

verstanden,
(D + T)p = Dp’ + Tpw,

also der Dichteiiberschuf
, , o
dp’ = + D (p — pw). (1a)
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Will man die Konvergenz der Lotlinien wenigstens rein sphirisch
beriicksichtigen und wird der Querschnitt Q der Elementarsidulen im
Geoid oder auf der Oberfliche der Kugel vom Radius R = 6371,2 km
mit 1 angenommen (z = 0), so lduft dies auf eine andere Definition von
p’und 4p hinaus, und man findet fiir den nunmehr vorliegenden strengen
Massenausgleich bei sofortiger Beschrinkung auf den kontinentalen Fall:

h 0
o' [ (L + 2Ry dz — p [ (1 + 2[Ry dz. @
—D+h ~D+h ‘

Wird im Integranden (z/R)? unterdriickt, so folgt

’ P’ 2 __ (D — B2 — _ __I);“i
P04 Eore— (D = p (0 h%l - )

und mit p° = p + 4 p und nach Einfiihrung der Niherung (1) in die Kor-

rektionsglieder

phD
R

ph+ 4dp - D = — (a)
Das Ergebnis (1) des geniherten Massenausgleiches konnen wir in die-
selbe Form bringen:

ph + 4p’D = 0. (b)

Fordern wir anstelle der Massengleichheit konstanten Druck der
Elementarsiulen in der Ausgleichsfliche, so miissen wir die Zunahme der
Schwerebeschleunigung nach innen beriicksichtigen. Aus der Definitions-
gleichung

h h
[ pgdz = — [dp - gdz (3)
0 —Dth

ersiecht man unmittelbar, daB sich dieser Fall wegen der geringen Ver-
dnderlichkeit von g mit der Héhe nur wenig vom genidherten Massen-
ausgleich unterscheiden kann. Im Zentrum der Topographie, das heilit
in der Hohe h/2, sei die Schwere g. Das Zentrum der negativen Kompen-
sationsmassen liegt genau um (D — h)/2, also ndherungsweise um D/2,
unterhalb des erstgenannten Zentrums. Mithin ergibt sich dort nach der
Preyschen Schwerereduktion

3 p g g

9 1
ge =9+ pD—5—aD=g+,—4

D, 4
2 pm R 4 R )

wenn man p: py, = 1/2 setzt (p = 2,67, mittlere Erddichte p,, = 5,52),
und es folgt aus (3)
p'9cD = pge D — pgh
phD

d h+d4p"D =+ —
oder ph + dp iR’ (¢)

wenn man abermals im Korrektionsglied die Niaherung (1) verwendet.
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Man sieht, daB der geniherte Massenausgleich (b) dem strengen
Druckausgleich (¢) viermal nidher liegt als dem strengen Massenausgleich
(a). Gleichheit von Masse und Druck ist mit dem Pratt-Hayfordschen
Modell unvereinbar.

Bei Berticksichtigung der Lotlinienkonvergenz ergeben sich die Vo-
lumina der Topographie und der Kompensation, wenn man den Quer-
schnitt @ = 1 im Geoid mit h (1 + h/R) beziehungsweise mit D[1 —
— (D -—2h)/R] multipliziert. Vernachlissigt man i/R und denkt die Topo-
graphie auf die Kugel vom Radius R kondensiert, so hat diese Belegung
die Flichendichte ph. Ahnlich kann die Kompensationsmasse auf die
Kugel vom Radius (R — D/2) kondensiert werden und hat die Flichen-
dichte pD, die aber von Fall zu Fall eine andere ist:

dp D(1 — DJ/R) = Ap’D = Ap”D (1 + D/AR) = — ph. (5)

(5) ist bloB eine Zusammenfassung der drei Gleichungen (a) bis (c¢). Die
Flichendichte ist am gré8ten beim strengen Massenausgleich M pD] =
= ph (1 + D/R), wodurch tatsichlich die Fldchenverringerung

(R — D/2)*: R* = (1 — D/R)

gerade aufgehoben wird. Beim genidherten Massenausgleich ist die IFli-
chendichte dieselbe wie die der Topographie und daher die Kompensa-
tionsmasse kleiner, was in noch stidrkerem Mafle fiir den Druckausgleich
zutrifit. Wir erhalten demnach fiir die Massensumme aus Topographie
(m;) und Kompensation (my) beim

strengen Massenausgleich: my + my =0, ; (a’)
gendherten Massenausgleich: my + my = + phQ - D/R, (b")
Druckausgleich: my + my = + phQ - 5D/4R. (c")

Soweit die bisherigen Ergebnisse, die man am besten in der vorziiglichen
Darstellung des Isostasieproblemes bei Heiskanen! verfolgen kann.
Damit sind wir aber bei einem Widerspruch angelangt. Der reine
Massenausgleich ist physikalisch nicht zu rechtfertigen. Denn die Auf-
lockerung des Krustenmaterials bei der Bildung der Kontinente ist un-
weigerlich mit einer Druckabnahme in der Ausgleichsfliche verbunden,
die um so groBler ist, je hoher eine Elementarsiule iiber das Geoid her-
ausragt; die Ausgleichsfliche soll aber eine Fliche konstanten Druckes
sein. Umgekehrt ist beim Druckausgleich im kontinentalen Falle die
Masse der Topographie groBer als die negative Kompensationsmasse. Bei
der isostatischen Reduktion wird also nicht die gesamte Masse der Topo-
graphie zur Auffiillung des unterirdischen Defizites gebraucht, wihrend
auf den Ozeanen andererseits die UberschuBmassen des Untergrundes
nicht zur Auffiillung des Defizites des Ozeanwassers geniigen. Mithin
verlangt der isostatische Druckausgleich auch horizontale Massenver-

1 W. A. Heiskanen, F. A. Vening Meinesz, «The Earth and Its Gravity Field»,
New York/Toronto/London 1958, Kapitel 5.
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schiebungen, womit gleichzeitig erreicht werden kann, dall die Gesamt-
masse der Erde unverindert bleibt, was unbedingt erforderlich ist. Wir
dirfen wohl mit Recht annehmen, daB sich der Erdkérper vor der Kru-
stenbildung ginzlich im hydrostatischen Gleichgewicht befunden hat.
Dann aber mul} vollstindige Massengleichheit mit Druckgleichheit in der
Ausgleichsfliche verbunden sein. Aber die Massengleichheit ist nur als
Erhaltung der Gesamtmasse und nicht im Sinne einer Massengleichheit
in den Elementarsidulen zu verstehen.

Tieferen Einblick in die noch offenen Fragen erhalten wir, wenn
wir die Moglichkeiten einer Regularisierung der Erdkruste untersuchen.
Die Erde sei bis zur Oberfliche des Mantels, die wir als idealisierte
Mohorovici¢-Fliche betrachten diirfen, im . hydrostatischen Gleich-
gewicht. Die iiber der Manteloberfliche liegenden Massen denken wir ab-
gehoben und wollen sie zweiteilig, bestehend aus einer homogenen Was-
serhiille und einer einparametrigen Kruste, wieder aufbauen. Die homo-
gene Wasserhiille hat ein Dichtegesetz mit zwei Konstanten, wihrend
fur die feste Kruste gemifs

x\2]2
P = Pmax [1 _V(‘E)] (6)

ein Dichtegesetz mit drei Konstanten vorliegt?. Diirfen wir die Gesamt-
masse (Ozean 4 Kruste) als gegeben ansehen, so liegen demnach o<®
Moglichkeiten fiir den Aufbau einer idealen Gleichgewichtsfigur oder fiir
die Regularisierung vor. Sind iiberdies die Tiefe des Weltozeans, die
Dichte des Wassers und die Dicke der festen Kruste bekannt, so bleiben
nur mehr ~2? Méglichkeiten; das heilt, wir haben noch sinnvoll iiber zwei
Konstanten zu verfiigen, um eine streng eindeutige Losung zu gewinnen.
Nun muf} auf jeden Fall der Drehimpuls des in sich geschlossenen mecha-
nischen Systems der Erde und damit das polare Trigheitsmoment C
unverandert bleiben. Ebenso diirfen wir fordern, da3 auch der Anteil der
Kruste am arithmetischen Mittel der beiden dquatorialen Trigheits-
momente vor und nach der Regularisierung derselbe ist. Der tiefere Sinn
dieser Forderung ist, daB dann die statische Abplattung des Normal-
sphiroides der Erde identisch ist mit der statischen Abplattung des
wirklichen Erdkérpers, welche aus den Bahnstérungen der kiinstlichen
Satelliten abgeleitet werden kann. Es mufl aber betont werden, dai letz-
tere Forderung zwar duBerst zweckentsprechend und naheliegend, jedoch
nicht unbedingt notwendig ist.

Halten wir diese Regularisierungsart fest, so miissen bei den isosta-
tischen Massenverschiebungen die Triigheitsmomente C und (A + B)/2
erhalten bleiben. In diesem Sinne ist es sehr interessant, daf3 eine Berech-
nung der durch die isostatischen Massenverschiebungen bewirkten An-
derung des Haupttrigheitsmomentes C aus 14 schematischen Schollen

2 K. Ledersteger, «Zur Frage des Dichtegesetzes der einparametrigen hetero-
genen Gleichgewichtsfiguren», Schweizerische Zeitschrift fiir Vermessung, 1960.
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durch W. de Sitter? 4C = —3,4 - 107 C = —0,027 - 10 g cm? er-
geben hat. Dieser kleine Wert des Verhiltnisses 4C : C weicht nur mehr
geringfiigig vom Sollwert Null ab.

Auch das Problem des Volumens der Erde oder der Oberﬂache der
festen Kruste hingt eng mit der Isostasie zusammen. Bei den iiblichen
isostatischen Modellen werden die Kontinente zur Auffiillung des inner-
krustalen Massendefizits und ebenso die Masseniiberschiisse unter den
Meeresbdden zur Auffiillung des Defizits des Wassers verwendet. Damit
aber ist das Meer vollstiandig verschwunden, und anstelle des Volumens
der tatsichlichen Erde tritt das Volumen des Geoides. Es ist klar, daf
auf diesem Wege keine wirkliche Regularisierung der Erdkruste erfolgt.
Die Frage ist also, in welcher Tiefe nach der Regularisierung die Ober-
fliche der festen Kruste oder der Meeresboden liegt. Im nichtisostati-
schen Falle ist diese Tiefe ohne Zweifel identisch mit der mittleren Tiefe
der Lithosphire. So hat auch Prey* seine nichtisostatische Normalerde
konstruiert. Auf Grund seiner Entwicklung der Héhen- und Tiefenver-
hiltnisse der Erde? ist die mittlere Tiefe der Lithosphire 2456 m, wih-
rend die mittlere Tiefe der Hydrosphire 2681 m betrigt. Werden also
die Kontinente abgetragen und in die Ozeane versenkt und sodann das
Meer iiber die geglittete Oberfliche der festen Erde ausgegossen, so liegt
der Wasserspiegel dieser Normalerde 225 m tber dem Geoid, und die
Normalerde ist volumengleich mit der tatsdchlichen Erde. Im isostati-
schen Falle muf} die Oberfliche der festen Kruste unbedingt tiefer liegen,
wodurch sich das Volumen der regularisierten Erde kleiner als das der
wirklichen Erde ergibt, wihrend natiirlich das Volumen des Meeres un-
verdndert bleibt. Im Extremfall liegt nach der Regularisierung der
Meeresboden in der mittleren Tiefe der Hydrosphéire, und das Normal-
sphéroid wird volumgleich mit dem Geoid.

In all diesen Fillen kann von einer Massengleichheit in den Elemen-
tarsdulen keine Rede sein. Vielmehr ist eine Regularisierung nur denkbar,
wenn wir vertikale und horizontale Massenverschiebungen vornehmen, die
wir am besten in zwei Etappen durchfithren, womit natiirlich nichts iiber
den tatsichlichen Vorgang bei der Ausbildung des isostatischen Gleich-
gewichtes gesagt sein soll. Es handelt sich also blo3 um eine Modellkon-
struktion, bei der wir des leichteren Verstindnisses wegen vom Normal-
sphiroid ausgehen. Dabei sei angenommen, dal das Normalsphéiroid
volumgleich mit dem Geoid ist oder dal der Meeresboden in der Tiefe
von 3679 m liegt, welche nach der neuen Delfter Entwicklung?® fiir die

4 W de Sztte’r «On the Flattening and the Constitution of the Earth», Bull.
of Astr. Inst. of the Netherlands, Vol. 2, p. 97-108, 1924.

4 A. Prey, «Zur Frage nach dem isostatischen Massenausgleich in der Erd-
rinde», 1. Mitteilung, Gerlands Beitrage zur Geophysik, Bd. 29, 1931.

5 A. Prey, «Darstellung der Hohen- und Tiefenverhéltnisse der Erde durch
eine Entwicklung nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung» Abhandlungen der
Komghchen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Bd. 11, 1922,

¢ Die Ergebnisse der neuen, noch unversffentlichten Delfter Entwicklung
nach Kugelfunktion bis zur 32. Ordnung wurden mir freundlicherweise von Herrn
Prof. Bruins zur Verfiigung gestellt.
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mittlere Tiefe der Hydrosphire resultierte. Ferner betrachten wir nicht
nur das Meer, sondern auch die feste Kruste als homogen, operieren also
mit der jeweiligen Mitteldichte, was bei der geringen Dichtezunahme in
der Kruste sicherlich erlaubt ist. Damit gewinnen wir sofort zwei Normal-
sdulen, ndmlich die des Normalsphiroides und eine Vergleichssidule fir
die wirkliche Erde (Fig. 2). Erstere besteht aus einer Wassersidule der
Dicke T, = 3679 m und aus einem festen Teil der Dicke (D — T},) und
der Dichte (p + x,); letztere ist eine bis zum Geoid reichende homogene
Sdule der Dichte p = 2,67. Diese représentiert das Ergebnis der durch
die iibliche isostatische Reduktion angestrebten «Regularisierung», bei
welcher das Meer vollstindig verschwindet.

~
.—’1)

D : ,
Prx 9 o+y f
3 1"
Y
* Normaldruck Uberdruck

Fig. 2

Beide Normalsidulen mogen in der Ausgleichsfliche den Normaldruck
bewirken, so daf3 wir aus der Forderung der Druckgleichheit und unter
Beachtung von (4) eine Bestimnringsgleichung fiir x,, gewinnen:

1D 1D
(p+a) D(1+ 4 ) —(p + 2 —1,09) Ty = pD 1+_4_§)

oder
1D
D1 + iR = (1,64 4+ x,) Th,. (7)

2

1 D
Mit R = 6371,2 km und D = 30 km wird TR - 0,035315 km, also

xn (30035,3 — T,) = 1,64 T, (72)
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worin T, in Metern auszudriicken ist. Mit T, = 3679 m folgt x, =
= 0,22 892. Diese Gleichung liefert natiirlich zu jeder beliebigen Meeres-
tiefe T den Dichtezuwachs x des Untergrundes, der zur Erhaltung des
Normaldruckes erforderlich ist:

T =1km; =z = 0,05648 T =5km; z = 0,32754
T =2km; z = 0,11700 T = 6km; z = 0,40940 (7b)
T =3km; z = 0,18199 T =7km; z = 0,49837

Nunmehr berechnen wir die in der Sidule des Normalsphéroides vor-
handene Masse:

—Tn 0
(bt ) [ (1 + 22/R) dz + 1,03 [ (1 + 22/R) dz =
-D —Th (8)

=(p+xn)(D—Tp[1— D + Tp)/R] + 1,03 Ty, (1 — Ty/R).
Dies gibt fiir D = 30 km:
75900,19 4 3787,18 = 79686,38.

Nach Multiplikation mit dem Querschnitt Q = 1 m? stellen die beiden
Zahlen die in Tonnen ausgedriickten Massen der festen Kruste und des
Wassers in den Elementarsiulen des Normalsphiroides dar. Fiir die zweite
Normalsidule findet man:

0
p[ (1 +2z/R)ydz = pD (1 — D/R) = 79722,83, 9)
-D

also einen Massenzuwachs von 36,45 t, das heil3t, die verdringte Wasser-
masse 3787,13 t mul} durch die grolere Masse 3823,70 t festen Krusten-
materials ersetzt werden, damit die durch die Massenauflockerung be-
dingte Druckabnahme kompensiert wird.

Dieser nur durch horizontale Massenverschiebungen ermdéglichte
Massenzuwachs setzt bereits ein, sobald die Meerestiefe kleiner als T,
wird. Man findet ihn leicht, wenn man in (8) den Index n beiseite 148t
und zu jeder Meerestiefe T das zugehorige x nach (7) berechnet. Bezogen
auf die zweite Normalsaule, liefert die Differenz (8) — (9) bei Vernach-
lassigung von T2/R den relativen Massenzuwachs

xD(1—D/R)— (1,64 T + xT)
und zusammen mit (7):

5 D 5

D 5 D
D2 T o 164 T2 = 0,6142,T — 2 10
™A R 4 R PY AR (10)

oder speziell fiir D = 30 km insgesamt, das heilit bezogen auf das Nor-
malsphéroid:
[35,61 — 0,0096528 Tp,] t/m2, (10a)
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In dieser Formel ist die Konstante, fiir die wir oben den genaueren Wert
36,45 gefunden haben, den begangenen Vernachlidssigungen angepafit.
Fiir ein Meer von 2 km Tiefe ergibt sich zum Beispiel ein Massenzuwachs
16,20 t/m2. Umgekehrt bewirkt in der Tiefsee T > T, die Kompression
der Kruste einen Druckanstieg, zu dessen Kompensation mehr festes
Material wegzunehmen ist, als Wasser zuflieBt. Fir T = 7 km folgt
bereits eine Massenverminderung im Betrage —32,06 t/m?2,

Auf dem Festlande ist mit zunehmender Hohe h ein ansteigender
Massenzuwachs erforderlich, den wir als Dichtezuwachs y in einer mit
dem Geoid abschlieBenden Siule der Dicke (D — h) darstellen, welche in
der Ausgleichsfliche einen Uberdruck erzeugt, der durch entsprechende
Auflockerung zu tilgen ist. Diese Auflockerung erfolgt nach dem Prinzip
der Massengleichheit, bis mit dem Normaldruck die notwendige Druck-
gleichheit hergestellt ist. Die Massengleichung (2) lautet jetzt:

i 0
p’f(l + 2z/R)dz = (p + y)f(l + 2z/R) dz (2a)
D h ~D+h

und liefert

( p—m(1—2"r _y|p B_ DM
pr@—n(1—L7 ) —p[n 4 f P

was mit der wesentlich negativen Grole 4p = (p” — p) bei Vernachlissi-
gung von h2/R schliefllich ergibt:

(—Adp +y)D =(p + y) h (1 + DJR). (2b)

Durch diese Massengleichung ist bei gegebenem h blof3 die Defizitdichte
(dp — y) bestimmt, ohne daBl eine Trennung der beiden Summanden
maoglich wire. ‘

Vor der Auflockerung ist der Uberdruck y (D — h) g. vorhanden.
Die Auflockerung fa3it man gedanklich am leichtesten so, dafl man zu-
nichst die Topographie als Zusatzmasse der Dichte (p + y) deutet, wo-
durch der Uberdruck zum Betrage

y(D—h)ge+(p+y) hyg

ansteigt, der durch Massenentzug der Dichte (—4dp + y) getilgt wird:
y(D—h (A + D/AR) +(p +yh =D (—4dp +y)(1 + D/4R). (11)

Zusammen mit (2b) ergibt dies fiir die Zusatzmasse und Zusatzdichte mit
derselben Genauigkeit:

5 D 5 h h
D—h) = h = = p = 3,3375 —. 12
y( ) =(p + 1) 1 y=7g" R (12)

F;
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Die gesamte Zusatzmasse in den kontinentalen Elementarsiulen ist dem-
nach
35,51 + y (D — h) = (35,51 + 0,0157153 hy) t/m? (13)

und die weitere Dichteabnahme gegeniiber p = 2,67
dp = —[ph (1 — D/4R)] : D = —0,0889 hym. (14)

Damit scheint das Problem geldst. Nach horizontalen Massenver-
schiebungen, welche die Druckverhiltnisse in der Ausgleichsfliche
dndern, kann ein strenger Druckausgleich durchgefiihrt werden, indem
man vertikale Massenverschiebungen unter strenger Beibehaltung der
nunmehrigen Massen in den Elementarsidulen vornimmt. Aber die vor-
stehenden Ausfiihrungen sind noch in verschiedenen Richtungen unvoll-
stindig. So wurde ohne Beweis vorausgesetzt, dal3 das Normalsphiroid
mit dem Geoid volumgleich ist, obwohl ein gréBeres Volumen denkbar
ist. Da die mittlere Tiefe der Lithosphire nach der Delfter Entwicklung
3348 m, die der Hydrosphire jedoch 3679 m betrigt, konnte die Ober-
flache des Normalsphéiroides bis maximal 331 m i{iber dem Geoid liegen.
Letzterer nichtisostatische Wert ist natiirlich gerade wegen der Existenz
der Isostasie ausgeschlossen. Sollte aber die Dicke der gesamten Hiille
(Ozean -+ fester Kruste) beim Normalsphéroid etwas gréfler sein als der
Wert D, der sich fiir die wirkliche Erde aus der seismischen, gravimetri-
schen und geologischen Forschung ergibt, so lieen sich obige Rechnun-
gen ebenfalls widerspruchsfrei durchfithren. Auch haben wir bei den
Massenverschiebungen gar nicht beriicksichtigt, ob sie nicht méglicher-
weise mit einer Verschiebung des Schwerpunkts und mit einer Anderung
des Triagheitsmomentes C verbunden sind, was beides theoretisch nicht
sein dirfte. Die drei aufgeworfenen Fragen hidngen iibrigens vermutlich
enge zusammen.

Es sei noch die Frage der Schwerpunktsverschiebung untersucht.
Um die auf die Flidcheneinheit bezogene Masse der Topographie zu be-
rechnen, miissen wir die entsprechenden Koeffizienten L und H der Ent-
wicklungen der Lithosphire und der Hydrosphidre mit den Dichten 2,67
und 1,03 multiplizieren und die Produkte voneinander subtrahieren:

g = (2,67 L — 1,03 H) t/m2. (15)

Bequemer ist es, die Wassermassen auf die Krustendichte zu kondensie-
ren, wodurch eine neue Lithosphire entsteht:

— 1
i ,03
2,67

H; q=2,67L. (16)

Bekanntlich hingt die Schwerpunktslage von den Gliedern 1. Ordnung
der Kugelfunktionsentwicklung ab. Mit den Gliedern 1. Ordnung der
neuen Delfter Entwicklung ergibt sich:
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Lio — + 945m; Hig — + 867m; Lo — -+ 610,5 m;
Q10 = - 1630,1 t/m2
LY = +1188m; HY, — + 1052m; I = + 782,2 m;
o) = + 2088,4 t/m?

LY =+ 80m; HY, =+ 646m; I\ = + 550,8 m;
¢ = + 1470,6 t/m?

und man erhélt:
g, (¢, A) = quosing + q Cosgo cosA + q cos ¢ sin A. 17)

Im nichtisostatischen Falle bedeuten die Kontinente zusiatzliche
Massen und die Ozeane zusitzliche Massendefekte, welche den Schwer-
punkt der Normalerde verschieben. Diese Verschiebung ist auf das Ma-
ximum von ¢, hingerichtet. Sind s, ¢s und A; die Polarkoordinaten der
Verschiebung, so sind ihre Komponenten in den Koordinatenrichtungen

Ax = s cosgps cosAg = q(lf)l/pm

(18)
Ay = s cosgg sinAy = q(ls,)l/pm; Az = s sings = q1,0/pm,
worin pp, = 5,5168 die mittlere Erddichte bedeutet. Man findet:
_ Gymax _ AT - (©)2 ) ‘
= _SER 'ql,max— \/qlo + g1 + ¢i1® = 549,2 m
Pm
quo [s) 7
tgos =—>— ; o, = 32° 33 (19)
\/ ()2 + q()z

tgds = g q{; A = 35°09".

Der Verschiebungsvektor weist auf Palédstina hin.

Im isostatischen Falle bleibt die Richtung dieses Vektors natiirlich
unverindert, wihrend sich sein Betrag zumindest stark verkleinert. Zur
Abschitzung kondensieren wir die Topographie auf die Kugel vom
Radius R, die Kompensationsmasse auf die in der mittleren Tiefe ge-
legenen Kugel vom Radius (R — D/2). Dann ist die Flichendichte der
Topographie pL, die der Kompensation gemif (10) pL (1 + D/R), also:

47 __ .
$i = ‘?EPLL max [R*— (R — 3 D)*(1 + D/R)] =
3 D D 1 D
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Wie schon erwihnt, wird beim strengen Massenausgleich, wie wir ihn in
den Elementarsidulen durchgefiihrt haben, die groflere Flichendichte der
Kompensation gerade durch die Flichenverringerung aufgehoben. Hin-
gegen hingt die Schwerpunktslage von der Differenz der Produkte
(Masse mal Abstand vom Koordinatenursprung) ab, und s; kénnte dem-
nach nur verschwinden, wenn die Kompensationsmasse entsprechend
grofler wiire als die Masse der Topographie, wihrend andererseits der
Betrag (20) eine logische Folge des strengen Massenausgleiches ist. Dieser
Betrag ist sehr klein; fiir D = 30 km und 60 km resultieren beziehungs-
weise 1,29 und 2,59 m.

Mit (20) ist aber nur die aus der vertikalen Massenbewegung hervor-
gehende Schwerpunktsverschiebung gewonnen. Wir haben also noch die
aus dem horizontalen Massentransport resultierende Schwerpunktsver-
lagerung abzuleiten. Hierzu gehen wir von der mit (16) eingefiihrten Ent-
wicklung

L =L—0,3858 H (16a)

aus. Auf dem Festlande ist H = 0 und daher . = L. = h. Auf dem Meere
ist L = H =—T, also L = —0,6142 T. Mithin kénnen wir die beiden
Gleichungen (10a) und (13) fiir die horizontalen Massenverschiebungen
in eine zusammenfassen: '

35,51 + pL 5Dt 2 21
] PmZH /ms ()

woraus sich gemiafl (19) eine Schwerpunktsverschiebung des Betrages

— o D o D

T ; T T 22
(P 1, max Pm) 4 R 4 RS (22)

in der gleichen Richtung ergibt. Fiir D = 30 und 60 km folgen fiir diese
Verschiebung 3,23 und 6,46 m.

Die horizontalen und vertikalen Massentransporte zusammen ver-
ursachen somit die Schwerpunktsverschiebung

7 D

RS (23)

Dies ist aber genau dieselbe Verschiebung, wie sie sich beim iiblichen
Druckausgleich ergibt. Denn dort ist gem&B (5) die Fliachendichte der
Kompensation pL (1 — D/4 R), also

3D 1D 7 D
S; =3[1—~—(1~2kRA)<1H—4R)]=4Rs. (23a)

Diese theoretisch natiirlich undenkbare Schwerpunktsverschiebung, die
bei der isostatischen Reduktion eine entgegengesetzt gleiche Verschie-
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bung des Schwerpunkts des Cogeoides gegeniiber dem Schwerpunkt der
tatsdchlichen Erde zur Folge hat, wurde schon vielfach diskutiert, ohne
daBl bisher eine wirklich befriedigende Erklidrung des Widerspruchs ge-
lungen wire. Der Widerspruch kann daher anscheinend nur auf einen
Mangel des isostatischen Konzeptes zuriickgefiihrt werden, der auch bei
Einfithrung der horizontalen Massenverschiebungen bestehen bleibt.

Bei der vorliegenden Ldésung sind aber noch zwei weitere Fragen
offen. Wir haben nidmlich die horizontalen Massenverschiebungen aus der
Forderung des gleichen Normaldruckes in unseren beiden Normalsiulen
abgeleitet und stillschweigend angenommen, dall bei diesen Massen-
verschiebungen die Gesamtmasse der Erde erhalten bleibt. Nun zeigen
aber die obigen Ausfiihrungen iiber die Regularisierung der Erdkruste
deutlich, daf3 die Forderung desselben «Normaldruckes» in der Aus-
gleichsfliche keineswegs notwendig ist. Notwendig ist allein, dal3 in der
Ausgleichsfliche sowohl beim Normalsphiroid wie auch bei der wirk-
lichen Erde konstanter Druck herrscht, ohne daB diese Konstante in
beiden Figuren denselben Wert haben mul}, und daf3 die Masse der ge-
samten Kruste unverindert bleibt. Hierfiir liegt aber in der Gleichung
(21) ein wichtiges Kriterium vor. Denn bei Erhaltung der Gesamtmasse
muB (21) fiir das Glied nullter Ordnung von L verschwinden. Die beiden
Hauptglieder der Delfter Entwicklungen: L, = —3348 m und H, =
— —3679 m liefern gemiB (16a): L, = —1928,8 m. Will man dies in
(21) einfiithren, so ist zu bedenken, dafl der Massenzuwachs f (30) = 36,45
beziehungsweise 35,51 unter der Voraussetzung der Druckgleichheit in
den beiden Normalsidulen fiir D = 30 km berechnet wurde. Unter der-
selben Voraussetzung mii3te die Erhaltung der Gesamtmasse fiir ein
bestimmtes D die Gleichung

f (D) — 6437,4 D/R = 0 (24)

befriedigen. Rechnen wir aber den Massenzuwachs f (D) nach den For-
meln (7) bis (9), so finden wir der Reihe nach fiir:

D = 30km: + 36,45 — 30,31 = + 6,14 t/m?
40 1 48,23 — 40,42 = + 7,81
50 + 60,00 — 50,52 = + 9,48
60 + 71,78 — 60,62 = + 11,16

l

fl

Kleinere Werte von D sind physikalisch sicher unméglich. Ubrigens
wiirden unsere Niherungsformeln nicht mehr geniigen, sobald die Diffe-
renz (D — Tp) kleiner wird.

Zuerst haben wir zu priifen, ob diese Diskrepanz auf die Unsicher-
heit in der Entwicklung der Hoéhen- und Tiefenverhéltnisse zuriick-
gefithrt werden kann. Halten wir die mittlere Festlandshéhe mit 4+ 331 m
fest und fithren die mittlere Tiefe der Hydrosphire als Unbekannte x
ein, so gilt: L, = x 4 331 und

L, =0,6142 x }+331. - (25)
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Andererseits ist der Koeffizient von D/R in Gleichung (24):
5
+ 1P Ly = +3,3875 L;,

und wir finden aus der Verbindung mit (25):

D =30km: L, = - 23194, H, = —4315m
40 —2301,8 4287
50 —9290,8 4269
60 ~.2283,8 4257

also offensichtlich zu groBe Werte fiir H,. Es scheint demnach, daf} die
Annahme der Druckgleichheit in der Ausgleichsfliche beim Normal-
sphiroid und bei der tatsichlichen Erde unmoglich ist.

LaGt man daher diese Annahme fallen, so ist nach (24) der Massen-
zuwachs f (D) in der zweiten Normalsidule durch -+ 6437,4 D/R be-
stimmt, und wir finden aus (8) und (9) zur Bestimmung des Dichte-
unterschiedes x, die Gleichung:

(p +2p) (D—Tp)[1 —(D + Tp)/R] =
= pD (1 — D/R) — 3787,18 — 6437,4 D/R. (26)

Damit aber kann der Druck in der Ausgleichsfliche sowohl beim Normal-
sphéroid (A) als auch bei der wirklichen Erde (B) berechnet werden:

A =(p+2)D( + D/AR) — (1,64 + x5) Tn
B = pD (1 + D/4R),

immer mit der oben eingefithrten Anniherung. Es ergeben sich folgende
Druckwerte und Differenzen, ausgedriickt in 102 kp/m?2;

D =30km: A = 80200,47; B = 80194,29; (A — B) = + 6,18

40 106975,50 106 967,63 + 7,87
50 133771,50 133761,92 + 9,58
60 160588,46 160577,16 + 11,29

Die gesuchte Druckdifferenz ist natiirlich numerisch nur ganz gering-
fiigig groBer als die oben ausgewiesene Massenzunahme. Es ist aber auch
die Kenntnis der Druckwerte A und B selbst von Interesse; wir sehen,
daB es sich blof um eine relative Differenz von 0,07 bis 0,08 Promille
handelt, welche mit wachsendem D abnimmt.

Die vorliegende Losung vermag also grundsitzlich Druck- und
Massenausgleich sinngemiB zu verbinden und die Erhaltung der Ge-
samtmasse unter gleichzeitiger Bestimmung der Druckdifferenz in den
beiden Normalsiulen zu garantieren. Jedoch mufl noch besonders hervor-
gehoben werden, daf3 hier ganz im Sinne der Pratt-Hayfordschen Hypo-
these die Ausgleichstiefe D mit der Erdkrustendicke identifiziert wurde,
was besagt, dafl die Normaldichte 2,67 der Erdkruste bis zur Ausgleichs-
fliche gelten soll. In Wahrheit reicht aber die Erdkruste nur bis zur

108



Mohorovic¢i¢-Diskontinuitéit, welche unter den Bergen wesentlich tiefer
liegt als unter den Meeren. Ihre mittlere Dichte wird mit etwa 30 km
angenommen. Im Sinne der Hypothese von Airy-Heiskanen ist also die
Tiefe der Ausgleichsfliche groer als die mittlere Dicke der Erdkruste.
Mithin hitten wir in unseren beiden Normalsiulen in 30 km Tiefe einen
Dichtesprung anzunehmen, der in der zweiten Normalsdule etwa 0,6
Einheiten betrigt, in der ersten Normalsdule hingegen um x,, geringer ist.
Jedoch bleibt auch jetzt noch eine Reihe von Fragen offen. Das
abermalige Auftreten der Schwerpunktsverschiebung beweist, da3 auch .
das neue Modell der Isostasie noch unvollkommen ist. Auch wurde das
Volumproblem und die Frage der Konstanz des Trigheitsmomentes C
noch nicht untersucht. Es bleibt nur zu hoffen, dal die Losung dieser
Probleme eine Verbesserung des isostatischen Modells ermdéglicht, die
Schwerpunktsverschiebung aufhebt und die direkte Berechnung der
Ausgleichstiefe auf Grund der Delfter Entwicklungen gestattet.
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