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Uber die Genauigkeit der Winkel- und Lingenmessungen
in Polygonziigen, die einen Knotenpunkt definieren

Von Dipl.-Ing. Christo Tschapanov, Haskovo (Bulgarien)

Es ist tblich, die Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren,
sowohl beziiglich der Genauigkeit der Messung als auch der Lénge der
Ziige gleich zu betrachten wie die angeschlossenen Polygonziige. Die Lite-
ratur empfiehlt, die Anzahl der Ziige, K, die einen Knotenpunkt definie-
ren, nicht iiber vier hinausgehen zu lassen. Da die Genauigkeit des Kno-
tenpunktes um V'K wiichst, ist fir drei Zige die Steigerung der Genauig-
keit des Knotenpunktes V'3 =1,7, fiir vier Ziige V4 =2 und fiir finf
Zige V' 5 = 2,2,

Bei allen geoditischen Messungen werden Kriterien eingefiihrt, die
zu schitzen erlauben, ob die ausgefithrten Messungen die erforderliche
Genauigkeit garantieren. Fiir Polygonziige, die einen Knotenpunkt de-
finieren, gibt es jedoch derartige Kriterien nicht. Man bedient sich der
gleichen wie bei den angeschlossenen Polygonziigen.

Zieht man in Betracht, daf}:

1. die Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren, einseitige Koor-
dinaten- und Winkelzusammenhinge besitzen, das heil3t schwebend
sind, wihrend die angeschlossenen Polygonziige an beiden Enden
Strecken- und Winkelbedingungen aufweisen;

2. ein beidseitig angeschlossener Polygonzug beziiglich seines Mittel-
punktes wie zwei schwebende Polygonziige aufgefallit werden darf (das
hei3t, der Mittelpunkt eines angeschlossenen Polygonzuges kann als
Knotenpunkt betrachtet werden, der durch zwei schwebende Polygon-
ziige definiert wird, deren Linge gleich der halben Linge des ange-
schlossenen Polygonzuges ist);

3. ein Knotenpunkt durch mindestens drei oder vier schwebende Poly-
gonziige definiert wird, deren Linge groler ist als die halbe Liange des
angeschlossenen Polygonzuges,

so folgt, daB3 die Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren, nicht
den angeschlossenen Polygonziigen gleichgesetzt werden diirfen. Es gilt
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dies sowohl fiir die Genauigkeit der Messung als auch fiir die Linge der
Ziige, und damit gelten hier auch die Kriterien, nach denen man ab-
schiitzt, ob die ausgefiihrten Messungen die erforderliche beziehungsweise
zuléssige Genauigkeit garantieren, nicht. Es stellt sich daher die Frage,
“mit welcher Genauigkeit Winkel und Strecken bei den Polygonziigen zu
messen sind, die einen Knotenpunkt definieren, wenn Zahl und Lénge der
Ziige bekannt sind. Welches sind die Kriterien, nach denen man schitzen
kann, ob die ausgefithrten Messungen die erforderliche Genauigkeit ga-
rantieren? '

Zur Beantwortung dieser Fragen mufl man vom Zweck der Polygon-
messungen ausgehen, ndmlich von der Lage des Knotenpunktes. Ihre Ge-
nauigkeit ist maBgebend fiir die Genauigkeit der Winkel- und Langen-
messungen.

Da bei angeschlossenen Polygonziigen die schwiichste Stelle deren
Mitte ist und bei Polygonziigen, die einen Knotenpunkt definieren, die
schwichste Stelle der Knotenpunkt selbst, so folgt, da3 die Genauigkeit
des Knotenpunktes dem Wert nach gleich der Genauigkeit des Mittel--
punktes des angeschlossenen Polygonzuges ist. Nur unter dieser Voraus-
setzung kann man einen Knotenpunkt anwenden. Als mathematische
Ausdriicke fiir die Genauigkeiten des Knotenpunktes gelten

Mmgpp = MMittes 1)
Mapenp = Mapigee ‘ (2)
My p = Miyggeer 3)

wobei (1) mittlerer Lagefehler,
(2) mittlerer Querfehler, und
(3) mittlerer Lingsfehler eines Knotenpunktes beziehungsweise
eines Punktes in der Mitte des beidseitig angeschlossenen Poly-
gonzuges sind. '

Wie bekannt, ist myite Nach der folgenden Formel zu berechnen:

M2 e 1 S2m2 N . + ) S2 in;g- 2 (4)
, Mitte = P2 BMitte Mitte VMitte S Mitte. 2
Dabei ist :
1 \/ M
Mgpmitte = ; S mgypio V Nuitte? . (5)
. mg _
my,.. = \/VM'tt S (——) ; (6)
Mitte itte S Mitte’

Anmerkung der Redaktion :

Die Herleitung dieser Formeln, die leicht aus den allgemeinen bekannten For-
meln fiir Polygonziige erfolgen kann, wird in der am SchluB3 des Artikels angefiihr-
ten Literatur gezeigt.

Da innere Zusammenhange zwischen den Beobachtungen in diesem Aufsatz
nicht beriicksichtigt werden, konnen die Ergebnisse nur als Néherungen gelten.
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wobei S die Langen der Polygonseiten, :
mgund mg mittlere Fehler der Liangen- und Winkelmessungen, und

m
_,SE relative Fehler sind.

Bezeichnet man mit n die Zahl der Brechungspunkte, so gilt

: 1 ' (n + 2)3
Nyitte = — (1 + 0,45
VNitte = - (1 + 0,45) ! (W}
n+1
Vimitte = l/ i (8

Der mittlere Fehler mk,p eines Knotenpunktes 1st nach folgender
Formel zu berechnen:

1 mS
m? =~ §tm? N S2 : 9
Kij P 8KknP KnP T VKnP ( S )KnP 9)
dabei ist
1 VN ,
Mognp = 3 S mgyp V NKnp | (10)
mg -
mIKnP = \/VKHP S(?)Knp, (11)
1 , 1 (n” + 1,5)®
wo Ninp = K N'knp = K ———12—*, (12)
1 ’ 1 I
VKnP = 5 VKnP = - (n"+1). . (13)

K ist die Zahl der Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren, wobei
jeder Zug n’ Brechungspunkte besitzt. Der Einfachheit halber wird an-
genommen, da3 die Linge der einzelnen Polygonziige gleich ist.

Wie aus den Formeln (9), (12) und (13) hervorgeht, hingt die Ge-
nauigkeit eines Knotenpunktes, bei gegebener Léinge der Ziige, von fol-
genden Faktoren ab:

a) ‘von der Genauigkeit der Strecken- und Winkelmessung;
b) von der Zahl der Polygonziige.

Demnach sind bei Polygonziigen, die einen Knotenpunkt definieren,
sowohl die Genauigkeit der Beobachtungen als auch die Zahl der Ziige Un-
bekannte. Um den Wert der einen Unbekannten zu berechnen, ist es not-
wendig, der andern Unbekannten vorliufig passende Werte zu geben.
Nachfolgend sollen beide Mdoglichkeiten betrachtet werden:
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1, Fall

Gesucht ist die erforderliche Genauigkeit der Strecken- und Winkel-
messungen, wenn eine bestimmte Genauigkeit fiir den Knotenpunkt ver-
langt ist. Wir gehen aus:

1. von Formel (1), aus der wir geméil (4) und (9) erhalten:

1 2 2 2 mS ’ 2

ot §* m*syc0p NKnP + vKnp S| — op T MMitte S (14)

2. von den Formeln (2) und (3), aus denen wir gemif (5), (6), (10) und
(11) nach Uberarbeitung erhalten:

S Nwitte
Magnp 1/7@;; Manitte » (45

(Tﬁ) _ I/Jt__ (ﬁﬁ) .~
S /knP VKnP \ S /Mitte

Nach den Formeln (14) beziehungsweise (15) und (16) kann man die
erforderlichen Genauigkeiten beziehungsweise die mittleren Fehler der
Strecken- und Winkelmessungen bei Polygonziigen, die einen Knoten-
punkt definieren, berechnen. Jedoch ist (14) eine Gleichung mit zwei Un-

mg
bekannten mg. und : ;
KnP

(.

Man wird daher fiir die eine Unbekannte einen passenden Wert anneh-
men und die zweite daraus rechnen.
Aus (15) und (16) folgt:

1. Bei Nyitte = Ngnp und vwmitte == vgnp mul mg,. ., = mg,... .

| m
(o =T
S /Knp S /Mitte

2. bei Nmitte = NKnpP (17)
und vpitte = VKnP (18)
mull mgy = Mgy, (19)

mg mg
und —) —(Zs) (20)
( S /Knp ( S )Mitte

sein.

Die Strecken- und Winkelmessungen bei Polygonziigen zur Bestimmung
von Knotenpunkten miissen demnach mit einer Genauigkeit erfolgen,
die kleiner, groBer und gleich der Genauigkeit der Beobachtungen ist, die
bei angeschlossenen Polygonziigen notwendig sind. Besonders der dritte
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Fall hat in der Praxis Bedeutung, da aus ZweckmiBigkeitsgriinden alle
Messungen mit der gleichen Genauigkeit durchgefithrt werden. Aufler bei

Nknp = Numitte Und vgnp = VMitte

mg
kann m = Mg.,. und -2 e fff S
“faip ﬂMlt.te ( S >KnP ( S )Mitte

erreicht werden, wenn

Ninp — Nuiitte _ (P) (_”E)z. (21)

VMitte — VKnP

Die Formel (21) kann man aus (14) gemifl (19) und (20) erhalten. Aber
sowohl bei (17) und (18) als auch bei (21) mu8 man durch Schitzung fin-
den, fiir welche Werte von n” und K

d ( m3> ( mS)
BKnP AMitte S /knp S /Mitte

zutreffen. Diese Methode ist jedoch sehr zeitraubend. Deshalb ist es zweck-
miillig, Formel (21) als Kriterium anzuwenden, indem man schitzt, ob

mg mg
m = Mg,,. und o = Ny 22
SKnP AMitte ( S )Kl’lp ( S )Mitte ( )

moglich ist, wenn Zahl und Linge der Polygonziige, die einen Knoten-
punkt definieren, gegeben sind.

Bei gegebener Zahl und Linge der Polygonziige, die einen Knoten-
punkt definieren, wird man dabei mit Hilfe der Formel (21) nachpriifen,
ob es maoglich ist, Strecken- und Winkelmessungen mit der gleichen Ge-
nauigkeit wie bei geschlossenen Polygonziigen durchzufiihren. Nach den
Formeln (15) und (16) lassen sich die erforderliche Genauigkeit bezie-
hungsweise die mittleren Fehler der Strecken- und Winkelmessungen bei
Polygonziigen, die einen Knotenpunkt definieren, berechnen.

2. Fall

Die Genauigkeit der Polygonmessung ist gegeben, und es soll die er-
forderliche Zahl der Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren, be-
rechnet werden. Dieser Fall ist in der Praxis von groer Bedeutung. Neh-
men wir vorldufig an, daG

(5 e = (5)
m = m n un e = ey
SKnP PMitte S /Knp S /mitte

ist. Um die erforderliche Zahl der Ziige zu finden, die einen Knotenpunkt
definieren, gehen wir unter Beriicksichtigung der Bedingung (22) von der
Formel (21) aus und erhalten gemill (12) und (13) nach kleiner Umfor-
mung
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mg\t [ p \?
N'knp + V'KnP (T) (;—)
K — o\ B/, (23)

m 2 2
Nuitte + vKnpP (—S—S) (—L)
mg

(™S (P
=(%)(m) &

Cumitte = NMitte + vMitte €% (25)
. Cknp = N’Rnp + V'Knp €* (26)
nimmt Formel (23) folgendes Aussehen an:

7]

Fir

I s e BN

' Chuitte ok
Man kann also nach Formel (27) bei gegebener Linge der Polygonziige
mit Riicksicht auf Bedingung (22) K, das heit die erforderliche Zahl der
Ziige, die einen Knotenpunkt definieren, rechnen.

Um abzuschitzen, ob die ausgefiihrte Vermessung die erforderliche
Genauigkeit aufweist, wird man wie bei den normalen Polygonziigen,
auch bei Polygonziigen, die einen Knotenpunkt definieren, den Winkel-
abschluB f;, die Lingenabweichungen AL und die Querfehler AW be-
stimmen. Die Werte von f3, AL und 4 W werden nach folgenden Formeln
berechnet:

fs =Vn +2mg>oa—a, (28)
4w = ; Smy VNgap > 1 i’/[[jly:]:" ’Tﬁ;] : (29)
= V7 KnpS( ) f\y/[[i::]:;f“;zﬁ] . (30)‘
Fiir Ziige mit gleichen Liingen ist
acar = g T W @31)

der wahrscheinlichste Wert der Richtung vom Knotenpunkt zu einem
andern Punkt, und .
1 & ’ : 1 K ’ ;
Xknp = - X T'knp  SOWie  Ygnp = — X J'Knp (32)
K K 5

sind die wahrscheinlichsten Koordinaten des Knotenpunktes, wihrend

= Xgnp — X'knp SOWie [y = Ygnpp — Y'knp (33)
die Koordinatenfehler und
[AX] = XKnP - XAnf [A Y] == YKnP - YAnf (34)
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die Koordinatenunterschiede zwischen dem Anfangs- und Endpunkt be-
ziehungsweise Knotenpunkt sind.

Fir N'gqop und v'gpp sind einzufiithren:

/@ 150
’ e b A DA 35
N’Knp [/ 15 (35)
Vignp = 1" + 1 (36)
Zahlenbeispiel: Wenn fiir einen angeschlossenen Polygonzug n = 8 und
m 1 '
S =200 m ist, muB mz = 150° und —S§ = 4000 S¢in- Dann werden fiir

Polygonziige, die einen Knotenpunkt definieren, folgende Werte berech-
net:

a) mg. und mg, fir K =3,4,5
n=>5,6,7,8;
b) K bei-mﬂKn = 150 und Mg, = 5 cm fir n = 5,6,7,8,
' ¢) die entsprechenden Werte von fz, AW und 4L.
- Wir erhalten: |

Nomm = 1 ay_t/ete .,
\/NMltte =9 (1 + 0,45) (2) = l/__1£_)2— =23
N ]
\/VMitte = {1{: = 1D

PR '(lf— — 1,06
S m‘g

Cumitte = Nuitte + €2 vmitte = 7,8

1 mg\?
Myitte = |/ —5 S*mMg? Nmitte + vmitte S* (—— | = 13,3 em
: p ‘ S

Die Tabellen 1 und 2 geben die praktisch vorkommenden Werte. So
sind nach den Formeln (12) und (13) fiir entsprechende K und n in Ta-

belle 1 die \/N_K;;—a und \/vKnp und nach den Formeln (15) und (16) in
- Tabelle 2 die mg, ., und mg, ., berechnet.

Endlich sind die Werte von K fiir entsprechende n nach Formel (27)
in Tabelle 3 zusammengestellt. Und abschlieBend werden my, m; und

vV iﬁ;ﬁ + ﬁt}i gemill Tabelle 3 nach den Formeln (10) und (11) fiir ent-
sprechende n’ und K, auflerdem die Werte von fz, 4W und 4L auch nach
Tabelle 3, nach den Formeln (28), (29) und (30), bestimmt.

189



Tabelle 1

190

K 3 4 5
n’ A/ NkoP | V/VKnP | V NKoP | V/VKnP | V/ NKnP | VVKnP
5 2,8 1,4 2,4 1,2 2,1 1,1
6 3,4 1,5 3,0 1,3 2,6 1,2
7 4,1 1,6 3,6 1,4 3,2 1,3
8 4,9 1,7 4,2 1,5 3,8 1.3
Tabelle 2
K 3 4 5
n’ |m ms (ms) | m ms ms) m ms (%)
AKnP|™SKnP| | g kop || PEnP|™SKoP| | o | o FRnP|"™SKoP| \ g7} o
5 123 54 1:3750 | 144 6,2 1:3200 165 6,8 1:3000
6 100 5,0 1:4000 | 115 5,7 1:3500 ( 133 6,2 1:3200
9 85 | 4,7 | 1:4250| 96 | 54 | 1:3700| 108 | 5,8 | 1:3500
8 70 4,4 1:4500 82 5,0 1:4000 91 5,3 1:3500
Tabelle 3
n mg | mg c N’Knp V'KnP CKnP CMitte K
' * /24 /12 {13/ 126/ /23] 127/
. cec cm . . -4 . . . ' .
1 : 3 4 5 6 7 8 9
5 150 5 1,06 23 1,50 25 7,8 3
6 150 5 1,06 35 1,75 37 7,8 5
7 150 - 5 1,06 51 2,00 53 7,8 7
8 150 5 | 1,08 71 2,25 78 7.8 9
Ngnp VKnP my my m fa Aw | AL
[12] /13/ (100 | J11/ | [9f | [28] | [29/ | /30/
‘ . . cm cm cm ce cm cm
10 11 12 13 14 15 16 17
7,7 0,50 13 3,0 13,5 400 22 6
7,0 0,35 12 3,0 12,5 425 27 7
7.3 0,30 13 2,5 13,2 450 35 7
7,9 0,25 13 2,5 13,2 475 39 8




Auf Grund der vorangegangenen Ausfithrungen kann man zusam-
menfassend folgende Schlul3folgerungen ziehen:

1. Die Genauigkeit der Messungen bei Polygonziigen, die einen Knoten-
punkt definieren, soll verschieden von der Genauigkeit normaler Poly-
gonziige sein.

2. Nur unter speziellen Bedingungen — bei einem genau bestimmten Ver-
hiltnis zwischen Zahl und Linge der Polygonziige, die einen Knoten-
punkt definieren — kann die Genauigkeit gleich sein.

Literatur:

[1] «Vermessungswesen in der Praxis», Bd. I, 2., verbesserte Ausgabe, Berlin 1955.

[2] Chr. Tschapanov, «Uber die Formeln zur Berechnung der mittleren Querver-
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messungswesen, Heft 12, 1959.

Hydrologische Interpretation von Temperaturbeobachtungen
in Grundwasserstréomen *

Von Dipl.-Ing. E. Triieb, Winterthur

1. Die zunehmende Bedeutung
der Grundwassergewinnung in der Schweiz

Nachdem in der Schweiz die Quellwasserreserven weitgehendst aus-
geniitzt sind, hat sich die Deckung des steil ansteigenden Wasserbedarfes
zwangsldufig in vermehrtem Mafle auf die ausgiebigen Grundwasser-
schitze zu stiitzen. Im Gegensatz zur Wassergewinnung aus Seen, die
ebenfalls an Bedeutung gewinnt, sind die Grundwasservorkommen der
fluvioglazialen Schotterebenen des schweizerischen Mittellandes in der
Regel von einer derart hervorragenden Giite, dal3 sie — abgesehen von
wenigen Ausnahmen — ohne Aufbereitung dem Verbrauch zugefiihrt
werden koénnen. Die zunehmende Verlagerung vom Quellwasser zum
Grund- und in abgeschwichtem MaBle auch zum Seewasser diirfte mit
geniigender Deutlichkeit aus der Tabelle 1 hervorgehen.

- Nun zeigt sich aber immer mehr, daB es sich bei den ausgedehnten
und ergiebigen Grundwasservorkommen der fluvioglazialen Schotter-
ebenen des schweizerischen Mittellandes selten ausschlieBlich um echtes
Grundwasser handelt, das hei3t um solches, das allein durch Nieder-
schlagsversickerung gespeist wird. In der Regel ist im unbeeinflu3ten
Zustand bereits ein betrichtlicher Infiltrationseinflufl festzustellen. Dies
wird offensichtlich, wenn man bedenkt, dall bei einer mittleren Jahres-

* Mitteilung Nr. 3 der Technischen Kommission der Sektion Ziirich-Schafi-
hausen des SVVK.
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