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Le probléme de la similitude entre les réseaux géodésiques
et les systémes hyperstatiques

Par A. Ansermet

Au cours de ces dernieres années, a 1’étranger surtout, certains géo-
désiens ont montré I’analogie existant entre le calcul des réseaux géodé-
siques A mesures linéaires et le calcul des systémes articulés hypersta-
tiques. Cette similitude se manifeste en ce qui concerne les déformations;
dans ce domaine la géodésie peut tirer un bénéfice de méthodes, surtout
graphiques, appliquées en statique. Ce probléme n’ayant guére été traité
dans la présente Revue, il a paru opportun de lui consacrer quelques
lignes. Le but de celles-ci est de montrer qu’en statique comme en géo-
désie, le principe des moindres carrés trouve son application; les cotés et
les sommets deviennent des barres et des nceuds. Dans les deux cas, a la
base de tous les calculs, il y a une figure qui se déforme. En statique une
solution consiste a4 rendre minimum le travail de déformation; ce n’est pas
toujours celle-la qui est appliquée. Les poids sont exprimés en fonction
des longueurs des barres et de leurs sections transversales. C’est une parti-
cularité du probléme mais, sans cela, les régles du calcul par les moindres
carrés subsistent comme on le constatera ci-apres. v .

Considérons un cas concret simple: une maille quadrangulaire a deux
diagonales; il y a donc six cotés et quatre sommets (six barres et quatre
neeuds) et huit coordonnées en tout dont trois sont arbitraires. Un élé-
ment est surabondant; on dit qu’il y a une inconnue hyperstatique. En
ramenant le nombre des cotés ou des barres a cinq on obtient ce que ’on
appelle en statique un systéme principal ou isostatique fondamental de
référence. _

Soient I, I,, ... [ les cOtés mesurés et (I; + [,), (z + o) .- - (g + feo)
des valeurs provisoires, mais arbitraires, sous cette réserve que les f,, f,

.. fq soient suffisamment petits. De plus, aprés application du principe
des moindres carrés, on obtient les valeurs (I, 4+ v,), (I, + vy) ... g + vg)
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apres formation des équations bien connues aux variations des coordon-
nées:

— [ + v = a(dz, — dzx,) + b (dy, — dyy) (@ + b2 = 1) (1)

Cette équation concerne le c6té (ou la barre) reliant les sommets de
coordonnées provisoires (x, y,) et (x, y,), tandis que

[prv] = minimum. (p = poids)

Il y a six équations telles que (1) mais seulement cinq inconnues
puisque trois variations de coordonnées sur huit sont nulles. En éliminant
ces inconnues on trouve la forme connue:

[Av] + w, =0 (w, = discordance) (2)

oules A,, A, ... A, sont des coefficients. Cette facon de calculer par 1’éli-
mination des variations dx, dy se concoit surtout griace a I’emploi de
calculatrices électroniques; w est fonction des f. L’équation (2) peut étre
établie directement.

Fig. 1 Fig. 2

Continuons a étudier le probléme géodésique et, parallélement, celui
qui se pose en statique. A cet effet tracons le graphique des déformations
d’aprés Williot; ce n’est pas le seul. Dans la figure 1 il y a cinq c6tés ou
barres; la seconde diagonale 6 est tracée pour mémoire. Sous ’action de
forces les barres se déforment; il y a des allongements ou raccourcisse-
ments dl,, dl, ... dl;. Ces considérations sont aussi valables en géodésie.
Par hypothése le point A (A’ sur le diagramme a grande échelle) est fixe
ainsi que la direction AB. Le déplacement A’ B’ = dl, de B est donc pa-
rallele 3 AB. Le point C est a l'intersection de deux arcs de cercles de
rayons respectifs (I, -+ dl,) et (I; + dl;); sur la figure 2 on substitue a ces
arcs leurs tangentes qui sont perpendiculaires respectivement a dl, et di;
(tracées en traits courts). On obtient ainsi C’ puis, grace 4 une construc-
tion analogue, le point D’. La figure 2 fournit, a une échelle choisie con-
venablement, I'image des déplacements des sommets ou nceuds en fonc-
tion des déformations des cdtés ou barres. Dans le langage courant on
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dit qu’on a tracé un Williot. Il faut prendre garde aux signes des dl. Une
construction analogue peut étre effectuée, non pas avec les dl, mais avec
les v. Cette méthode est susceptible de rendre aussi des services en géo-
désie. En statique le Williot intervient dés que le systéme principal ou
isostatique fondamental de référence a été choisi, en d’autres termes, dés
que les éléments surabondants dont on veut faire abstraction momen-
tanément ont été supprimés. Cela nous amene a parler, en géodésie comme
en statique, de la solution provisoire.

Choix de la solution provisoire

~ Considérons encore le quadrilatére ABCD (figure 1) 4 un élément
-surabondant; le calculateur a une certaine liberté, car dans les six équa-
tions aux variations de coordonnées on peut avoir jusqu’a cing des f sur
six qui sont nuls. En outre sur les huit variations de coordonnées trois
sont nulles et, pour le calcul des ellipses d’erreurs, le choix de ces trois
valeurs joue un role.

En statique le systéme se déforme jusqu’a réaliser le travail mini-
mum de déformation; il faut connaitre I’état intermédiaire dit isostatique
fondamental en supprimant ou coupant une barre sur les six, mais la-
quelle? Nous verrons dans le second exemple, traité plus loin, que le
choix ne comporte pas d’hésitation. Mais dans A BCD supprimons la dia-
gonale BD et remplacgons son action par deux forces égales et mutuelle-
ment apposées (par exemple: 4 1 tonne); on sait alors calculer les efforts,
c’est-a-dire les déformations, par des voies graphiques (Williot) ou semi-
numériques. On en déduit les f.

En statique la maille ABCD est souvent inscrite dans un cercle ou
a peu pres: la formule de Ptolémeée est applicable:

1516 = 1113 v lzl4
Ldly + ldl, @ I, dly + l,dl, + I, dl, + 1, dl, (3)

Cette formule permettra de calculer un des d! en fonction des cinq autres.
Elle peut rendre bien des services.

Travail de déformation minimum

Si T désigne la tension dans une barre de section S connue, normale
a la barre, il y a allongement ou raccourcissement

Tl

dl = .
ES

(E = coefficient d’élasticité en tonnes/cm?)

Pour le travail de déformation ([1], p. 170; [3], p. 278) on a:

B T21 1 )2 ES » -
— omcass - M —_— 1
2 ES Z Es ) \ 21 AN, ,
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expression a comparer avec celle connue:
[v2p] = minimum p = ——o

L’identification avec les v et les p est immédiate; comme les p inter-
viennent par leurs valeurs relatives et non absolues, on pose:

5
p = T et 'on peut avoir: p = constante.

Dans un méme systéme on a en général: E = constante.

Mais ici certaines remarques s’imposent: en géodésie les coordonnées
et leurs variations sont les réelles inconnues du probléme; en statique les
coordonnées servent a calculer les coefficients a et b, ce qui n’exige pas
une grande précision. Les termes absolus f sont déterminés autrement
comme on I’a vu. Les variations dx, dy pour les nceuds permettent d’ex-
primer implicitement les déformations en vue de réaliser le principe du
travail minimum; ces variations peuvent étre éliminées.

Finalement on calcule I'expression connue:

= — - (r = éléments surabondants)

C’est une notion un peu nouvelle; on pourrait attribuer & m ’appellation
«déformation moyenne quadratique de poids unitén».

Ici encore, selon la nature des éléments surabondants, on peut scinder
le calcul en deux phases en formant deux groupes d’éléments; on aura
alors, les v étant fractionnés:

[pov] = [pv’v'] + [pv”v”]

Cette solution est connue; les variations dx, dy recoivent en seconde
phase des accroissements (dx) et (dy).

Seconde application. Considérons quatre points fixes A, B, C, D réliés
par cing c6tés ou cinq barres par I’intermédiaire des sommets ou nceuds P
et P' comme le montre la figure 3. Il y a quatre variations de coordonnées
et un élément surabondant; ce cas fut traité récemment ([4], p. 311/12);
" la matrice des coefficients des dx, dy, dx’, dy’ est:

- L poids
+ 0,781 + 0,6245 0,00 0,00 1
— 0,781 + 0,6245 0,00 0,00 1
0,00 + 1,00 0,00 — 1,00 1
0,00 0,00 — 0,781 — 0,6245 1
0,00 0,00 + 0,781 — 0,6245 1
) ES X S
Dans I'expression p = on a admis: E = constante, T = const.
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Fig. 3

Iciil n’y a pas d’hésitation 4 avoir quant au choix de la barre a sup-
primer et 4 remplacer par une paire auxiliaire de forces égales et mutuelle-
ment opposées; c’est PP’ qu’il y a lieu de couper. Le calcul des f est aisé
(déformations).

En P et P’ on a des ellipses d’erreur de forme circulaire; statique-
ment parlant, on dira plut6ét ellipses de déformation.

c

Fig. 4

Troisiéme application. Considérons (figure 4) deux mailles accolées
suivant le c6té ou la barre DC. En tout il y a six sommets ounccuds done 12
coordonnées dont trois sont arbitraires en général. Ici encore le géodésien
pourra étre dans ’embarras pour faire un choix; si en un point une varia-
tion de coordonnée est nulle, I’ellipse d’erreur se réduit 2 un petit segment
linéaire.

Si les longueurs des cotés AB, CD, EF sont respectivement [,, I3, [,,
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celles des diagonales AC et BD sont [;, [; et les deux autres diagonales [,
et /,,, on a:

Ll + Ll loln @405+ L,
les mailles étant inscrites dans un cercle ou a peu prés

115 diy + ldly @, dly; + Ldl, + L, dl, + 1,dl,
Lodly, + Lhdliz2 L, dl, + 1, dl; + I dly + [ dlg
la valeur commune dl; est facile 4 éliminer surtout si I, ¥ [,.

Le choix des deux barres a supprimer et a remplacer par des paires
de forces égales et mutuellement opposées est plus malaisé; le calcul du
systeme statiquement déterminé qui subsiste est influencé par ce choix.
Il reste neuf barres, donc pas d’éléments sarabondants, état momentané
bien entendu. On aura recours par exemple 4 un Williot; les déformations

étant connues a cette étape du calcul, on peut développer les équations
aux variations de coordonnées au nombre de 11

— [+ v =a(dx, —dx,) + b(dy,—dy)  (a® + b =1)

est encore I’équation pour le cété ou la barre joignant les points de co-
ordonnées provisoires (x, y;) et (x, y,).
Grace a des éliminations on obtient:

[Av] + wy = 0 [By] + w, = 0 (6)

Les v,, v, ... v;; n'interviennent pas tous dans chacune de ces équations;
celles-ci pourraient étre établies directement.

Réseaux et systémes spatiaux

L’extension a I’espace du probléme traité ici est aisée.
L’équation aux variations de coordonnées devient:

— [ + v = a(dx, —dx,) + b (dy, — dy,) + ¢ (dz, — dz,)
ou(a® 4+ b2 4+ ¢ = 1)

(7)

pour le c6té ou la barre reliant les sommets ou les nceuds (x, ¥y, z,) et
(x5 Y, Z5), valeurs provisoires.

Comme cas concret considérons cinq points reliés par 10 cotés spa-
tiaux ou barres, ce qui donne lieu a 10 équations aux variations de co-
ordonnées. En tout il y a 15 coordonnées, mais six de celles-ci sont arbi-
traires puisque les axes de coordonnées peuvent subir trois translations
et trois rotations indépendamment du systéme. Le choix de ces six élé-
ments n’est pas indifférent; lorsqu’en un point une ou deux variations de
coordonnées sont nulles, I'ellipsoide d’erreur dégéneére. Sans cela cette
extension du probléme a I’espace ne donne pas lieu & des commentaires
spéciaux. .
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Résumé

On peut dire que la géodésie bénéficie des méthodes de la statique
pour le calcul des déformations tandis qu’en statique on appliquera par-
fois avec avantage le principe des moindres carrés. L’emploi de calcula-
trices électroniques sera souvent le bienvenu.
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Zusammenarbeit der Fachleute des StraBenbaues
und des Meliorationswesens beimn NationalstraBenbau

Von Hans Meyer, Dipl.-Ing., Bern,
Chef des Eidgendssischen Meliorationsamtes

Die Mitwirkung der Kulturingenieure, Forstingenieure und Geo-
meter beim Nationalstrallenbau ist bedingt durch die Vorschrift in Artikel
36Pis der Bundesverfassung, wonach der wirtschaftlich nutzbare Boden
nach Moglichkeit zu schonen und den durch die Strallenanlagen entste-
henden Nachteilen in der Verwendung und Bewirtschaftung des Bodens
durch geeignete Mallnahmen auf Kosten des Stralenbaues entgegen-
zuwirken ist.

Das Bundesgesetz liber die Nationalstralen vom 8. Mérz 1960 sodann
stellt fiir den Landerwerb das Umlegungsverfahren in den Vordergrund,
weil eben dabei gleichzeitig mit der Beschaffung des Stra3enareals in der
Regel auch die Malnahmen zum Schutze des wirtschaftlich nutzbaren
Bodens getroffen werden kénnen. Diese Aufgaben, insbesondere diejeni-
gen der Landumlegungen, fallen in unseren Tétigkeitsbereich: sie sind
aber in enger Zusammenarbeit mit den Fachleuten des Strallenbaues zu
lésen. Es wird daher niitzlich sein, nachzugehen, wie sich dies in der
Praxis abspielt und wie dabei die Rollen verteilt sind.

Eine erste Gelegenheit zur Mitwirkung bestand bei der Trasse-
planung, wo im Interesse der schonenden Behandlung des Bodens einer-
seits und der Vermeidung zu haufiger Kreuzungen anderseits versucht
wurde, das Straflentrasse nach Moglichkeit in die Kontaktzone der ort-
lichen Wirtschaftsriume zu legen.

Eine zweite Phase, jene der generellen Projektierung, ist fiir einige
Strecken bereits erledigt, fiir weitere aber im Gang oder noch bevorste-
hend. Eine moglichst frithzeitige Kontaktnahme zwischen den Fachleuten
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