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15h.08
15h.19 ; Départ des trains en direction de Zurich.
17h.10

16h.11
17h.19

15h.01
16h.05

} Départ des trains en direction du Gothard.
, Départ des trains en direction de Lucerne.
Les dames participeront au programme général.

Observalions

Bagages: Le samedi matin, les bagages pourront étre déposés a
I’Hotel «Lowen.

Horaire: Les heures d’arrivée et de départ des trains sont tirées de
I’horaire d’été. En raison du changement d’horaire au début d’octobre
1960, il sera prudent de vérifier les heures indiquées au programme.

Inscription: Les participants adresseront jusqu’au 1er octobre au
plus tard leur bulletin d’adhésion au Service cantonal des améliorations
foncieres (Meliorationsamt) & Zoug. Ces bulletins seront transmis avec les
indications individuelles.

Logement et repas: Les participants payeront le prix du logement et
du petit déjeuner directement a 1’héotel.

Pour les repas en commun et les courses en autocar, les cartes de
participants sont munies de coupons.

Tenue: Attendu que l'excursion se fera en autocar, il n’est pas
nécessaire de se prémunir.

Vers une extension du probléme de ’ellipse d’erreur

Par A. Ansermel

Les lignes qui suivent constituent, i certains égards, un complément
a Particle paru en juillet dernier (p. 231-239). Elles sont consacrées au
calcul de l'ellipse d’erreur lorsque les mesures, en nombre surabondant,
ne peuvent pas étre considérées comme mutuellement indépendantes.
Ce probléme a été assez peu traité jusqu’ici. Il n’est pas exclu qu’il pré-
sente de l'intérét, par exemple en électrotélémétrie; les conditions dans
lesquelles on appliquera ces méthodes télémétriques modernes sont sus-
ceptibles de donner lieu, dans certains cas, a une corrélation non négli-
geable entre les éléments mesurés. Il s’agit surtout d’apprécier, comme
ordre de grandeur, I'influence que peut avoir de la corrélation sur I’ellipse
d’erreur. :

307



Appliquons la méthode aux variations de coordonnées:
—fi +vi =aqidx + bidy @ + b4 =1 (1)

ou f; est le terme absolu, dx et dy les inconnues (variations).
Supposons de plus qu'on connaisse la matrice des poids:

_Pu P12 p13_ '
P21 P22 Pas (i =1,2,3)
P31 P32 Pas |

qui est symétrique et faisons tout d’abord abstraction des éléments non
diagonaux. La solution est bien connue:

[pav] = [pbv] = 0; [prr] = minimum

ou les p sont les p,;, p,s €t pgs; ce sont les équations normales sous forme
condensée (coefficients: [paa], [pab], [pbb]).

Réle des éléments non diagnonaux: ceux-ci ne sont plus négligeables.

A T'expression [povv] il faut ajouter le groupe de six termes:

P12 010y + P1g ¥y 03 + «otnn + P3g U3 V.

La premieére équation normale s’obtient en formant la demi-dérivée par
rapport a dr; bornons-nous au premier terme ci-dessus:

dv, dv,

d(pPya V1 V)
— zplz(v1—+vz“&;) = P12 (0; @y + vy @)

dx

dx

et finalement, en groupant tous les termes quadratiques et rectangulaires:

P11 0y @y + P12 @y @3 + Py3 @y Ay
+ Pa1 O3 @1 + Pap Q3 Ay + P Ay Qg
+ P31 Q3 @y + P3p A3 Ay + P33z A3 Ay

A =

pour le coefficient de dx dans la premiére équation normale, tandis que
pour le coefficient de dy on obtient: :

l Pu @ by + preay by + pysa by
B = +p21a2b1‘|‘P22a2b2_*_'P23a2b3
l + P31 Q3 by + P3p @3 by + pa3 a3 by

Pratiquement le calcul matriciel fournit ces résultats par un double-
produit:

(o, b, ]
Pi1 Piz Pis
a, by
P21 P22 Pas
as; by

P31 P32 DPass |
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—Pn ay + P21 Q2 + P35 Pu by + Por b2 + Py ba_

a, b,

P12 Q3 1+ Paa Gy + D3 A3 P12 by + DPaa by + Pap by
a, by

P13 Q3 + Pas Gy + P33 A3 P13 by + Pas by + P33 by
a3 b3

o [A B |
Double-produit:

A’ se déduisant de A en substituant les b; aux a;.

Cette matrice (2) permet de calculer les comultiplicateurs & posteriori
des inconnues dont la matrice est égale a I'inverse de celle du systéme
d’équations normales.

On ne pouvait guére envisager un cas plus simple puisque i = 1, 2, 3;
malgré cela il est malaisé de discuter ces résultats dont l'intérét est
cependant capital.

Comme il y a lieu surtout d’estimer le rdle joué par la covariance
quant a son ordre de grandeur émettons I’hypothése simplificatrice sui-
vante: dans les matrices a priori des poids les éléments diagonaux sont
sensiblement égaux (p,; L p,, L pgs = p); admettons de plus que pour
les éléments non diagonaux on peut aussi admettre une valeur commune
p’. C’est 'influence exercée par cette valeur p’ sur la matrice (2) qui
présente surtout de l'intérét. Dans les coefficients quadratiques A et A’
des équations normales, les p’ sont multipliés respectivement par [ag4 ap]
et [bgy by] mais dans les coefficients rectangulaires B par [a; by] moyennant
que g F h.

Exemple. Considérons la matrice des coefficients a; et b;:

[ - 0.643 0.766 |
i 0.342 i 0.940 [paa] = [pbb] = 1,5 p

—-0.985 +0.174 | [pab] =0

on a de plus, immédiatement:
[ag ap] = [bg bp] = —1,5 et [agbp] = 0.

L’ellipse d’erreur reste circulaire méme si p’ n’est pas nul.

Réciprocité des maltrices. Ce calcul est fréquent, a priori ou a poste-
riori; le calculateur peut établir une tabelle ou un nomogramme, ce qui
facilite le travail. Soient:

a b...... b b c d...... d d
b «a b d ¢ d
et (3)
b a b d ¢c d
b b...... b a d d...... d ¢
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Les matrices réciproques a n x n éléments chacune

ac + (n—1)bd =1 C’est le probléme connu de la trans-

formation linéaire avec des valeurs (4)
be + {a + (n —2) b} d = 0 particuliéres.
ou, en éliminant n:
(a—b)(c—d) =1 contréle bienvenu. (5)
Exemple: a=1,b=4+025(n=7)¢c=12,d =—0,133
a—b =3, c—d =1
a=1 n=3 a=1 n=375
b = d =p’ # = P B = d =p’ c=p
— 0.20 + 0.278 1.11 —0.15 + 0.326 1.196
— 0.15 + 0.186 1.06 — 0.10 + 0.151 1.060
—0.10 + 0.114 1.02 — 0.075 + 0.100 1.030
— 0.05 + 0.053 1.005 — 0.05 + 0.059 1.011
0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00
+ 0.05 — 0.047 1.006 + 0.05 — 0.043 1.010
+ 0.10 — 0.093 1.018 + 0.10 — 0.079 1.032
+ 0.15 — 0.136 1.040 + 0.133 — 0.100 1.053
+ 0.20 — 0.179 1.071 + 0.15 — 0.110 1.066

En ce qui concerne les équations (4), le lecteur voit de suite I’analogie
avec les équations aux coefficients de poids (termes absolus 1,0,0 ...).

Application semi-numérique. Pour mettre en évidence le réle des p’
on attribuera des valeurs numériques seulement aux coefficients qa; et b;.
Ceux-ci furent choisis pour que les axes de coordonnées coincident avec
ceux de l’ellipse d’erreur. I1 y a cinq mesures linéaires que ’on peut frac-
tionner en deux groupes; formons les produits matriciels comme précé-
demment:

1.00 0.00 |
p p’ p’ p’ p’

— 0.,50 + 0.866 ’ ) , ler groupe
p P P p b

—0.50 — 0.866
p’ p’ p p’ p’

+0.707 + 0.707
p’ P’ p’ p p’

+ 0.707 — 0.707

| p’ p’ p’ p’ P |

Le groupe des trois premiéres mesures donne lieu a un cercle d’er-
reur méme si p’ est différent de zéro, car on a encore:

[ag an] = [bgbp] = — 1,5 et [aghy] =0  (¢<3; h<3)  g+h
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L’ellipse d’erreur est encore circulaire pour I’ensemble des cing
mesures si p° = 0. On peut fractionner le calcul pour apprécier le réle
que jouent les deux dernieres équations. Dans la seconde phase de la
compensation, portant sur I’ensemble des cinq mesures, le calculateur
peut choisir & volonté les coordonnées provisoires, mais déterminera en
fonction de ces valeurs les termes absolus f;. De plus, si ¢’est nécessaire,
il y aura lieu d’ajouter les residus v de la premiére phase avec ceux de la
seconde. Ce probléme est connu des praticiens.

Poursuivons la formation des produits matriciels:

[ p + 0,414p’
+ 1,00

—0,5p + 1,914p’
—0,5

—0,5p + 1,914p’
— 0,5

+ 0,707p + 0,707p’
1 0,707

1 0,707p + 0,707p’
+ 0,707

et finalement:

2,0 p—0,5 p’
0,00p + 0,00p’

0,00
0,00
+ 0,866p — 0,866p"
+ 0,866
— 0,866p + 0,866p’
— 0,866
+ 0,707p — 0,707p’
+ 0,707
— 0,707p + 0,707p’
— 0,707

0,00p + 0,00p" |
2,0 p—2,5 p’

pour la matrice du systéme d’équations normales; & cause de la symétrie
les coefficients rectangulaires sont nuls.
Le rapport des axes de ’ellipse est:

k =V(25p—05p):(2,5p—25p)

si p’>0,
et p< 0

on a:
entraine: k< 1.

¥ o

Détermination d’une paire d’ellipses

Deux points, A et B, sont déterminés chacun par deux mesures
linéaires et, en plus, on mesure AB. Il y a quatre inconnues qui sont les
corrections a apporter aux quatre coordonnées provisoires. La matrice

des coefficients a;, bi, ¢, d; (i = 1,2

[+ 0,781 -+ 0,6245

— 0,781  + 0,6245
0,00 + 1,00
0,00 0,00
10,00 0,00

...0)est:
0,00 0,00 |
0,00 0,00
0,00 — 1,00
— 0,781 — 0,6245
+ 0,781 — 0,6245

(coté AB)
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Un des axes de coordonnées passe par A B qui est un axe de symétrie.
Admettons tout d’abord:

p=1 p =0

La solution est immédiate; la matrice des équations normales est:

1,22 0,00 0,00 0,00 |

0,00 1,78 0,00 —1,00

0,00 0,00 1,22 0,00
0,00 —1,00 0,00 1,78

Pour les quatre coefficients de poids on obtient:

Qu . Q22 = Q33 = Q44 == 0,82

Les ellipses d’erreur sont circulaires en A et B. Choisissons mainte-
nant, dans la tabelle ci-dessus, les valeurs

b= +0,133, d=—0100 =p’ et ¢=1,053 =p (n =5)

et formons le double-produit matriciel:

[+ 0,781 + 0,624 0,00 0,00
1,063 —0,10 —0,10 —0,10 —0,10

0,781 4+ 0,624 0,00 0,00

— 0,10 1,053 — 0,10 —0,10 — 0,10
0,00 + 1,00 0,00 —1,00

— 0,10 —0,10 1,063 — 0,10 — 0,10
0,00 0,00 — 0,781 — 0,624

0,10 —0,10 —0,10 1,053 — 0,10

0,00 0,00 + 0,781 — 0,624
| —0,0 —010 —0,10 —0,10 1,053

[ + 0,900 -+ 0,496 0,00 + 0,225 |
+ 0,781 4+ 0,624 0,00 0,00

— 0,900 4 0,496 0,00 + 0,225
— 0,781 4 0,624 0,00 0,00

0,00 -+ 0,928 0,00 - 0,928
0,00 + 1,00 0,00 — 1,00

0,00 —0,225 — 0,900 — 0,496
0,00 0,00 —0,781 — 0,624
0,00 — 0,225 + 0,900 — 0,496
0,00 0,00 + 0,781 — 0,624
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et finalement:

1,406 0,00 0,00 0,00
0,00 1,550 0,00 — 0,647
0,00 0,00 1,406 0,00
0,00 -—0,647 0,00 1,550

pbur la matrice des équations nermales d’oll, immédiatement:
Q0 =1:1,406 =0,71 et Q, = 0,783
| K = 4/0,783: 0,71 = 1,05.
Choisissons dans la tabelle les valeurs:
d =+0,100=p" et ¢ =1,030 = p;
- un calcul analogue au précédent donne:

0., = 0,885; Q,, = 0,833 et k'’ = V/0,885: 0,833 = 1,03,
mais ici Q,, > Q,, (k” = grand axe / petit axe).

Avant de poursuivre remarquons que le calcul de l’ellipsoide d’er-
reur donne lieu aux mémes développements, mais avec trois coefficients
ai, b;, ¢; au lieu de deux a; et b; pour l’ellipse. Si la surface d’erreur est
sphérique pour p’ = 0, elle reste sphérique quand p’ + 0, mais avec les
conditions spéciales:

[ag an] = [bg br] = [cq cnl

h
[ay Br] = [0, €n] = [Bgen] = 0 (9 + h)

En conclusion, on peut dire que la solution du probléme posé dépend
avant tout de la matrice des poids; si les éléments non diagonaux sont
nuls ou négligeables, la théorie usuelle de 1’ellipse d’erreur subsiste.
Quand ce n’est pas le cas, il faut s’efforcer de réaliser I’hypothése simpli-
ficatrice énoncée au début: valeurs communes p, respectivement p’, pour
les éléments diagonaux et non diagonaux. Dans le cas général, il faut
appliquer la formule (2). Encore une fois le but de ces lignes était surtout
d’évaluer l'influence de la corrélation lors du calcul d’ellipses d’erreur
au point de vue de l’ordre de grandeur.
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