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Die Methode der direkten Geléindekorrektion

Von Armand K. Frisch, Wien

(Fortsetzung)

Die Anziehung Tp eines Ringsektors auf den Punkt P ergibt sich
nach (5), wenn fiir d die jeweilige Hohe h des Ringsektors iiber oder unter
dem Geldndepunkt eingesetzt wird, als Differenz

2 7k — 2 wk2d —_—
TP=—7rn——(h+ai+1_ VR § ai11%) — " (h + ai— VI + az?),

n
das heillt

2 wk2d Y T B2 L 2.
TP =—wﬁ‘_(ai+1 —a; + h? -+ a”i —_— \/hz + a21+1)! j (11)

wobei n die Anzahl der Sektoren ist.

Handelt es sich dagegen um die Anziehung der Ringsektoren auf
einen anderen Punkt der Lotlinie, so ist wohl zu unterscheiden, ob es sich
um eine Zusatz- oder um eine Defizitmasse handelt. Denn wenn man
nach der Verschiebung des Punktes von P nach P, die unendliche Platte
wieder aufsetzt, so wird ihr Anziehungsbetrag bei Vorhandensein von
UberschuBmassen zu klein und umgekehrt bei Defizitmassen zu grof3
sein.

Somit ergibt die Anziehung der UberschuBmassen eine VergréBerung
der Anziehung der unendlichen Platte auf den Punkt P,, weshalb die
Oberflichenschwere g um diesen Wert der Anziehung der UberschuB-
massen ebenso verkleinert werden muf3 wie um den Anziehungswert der
Platte selbst, wihrend die fehlende Wirkung der Defizitmassen eine Ver-
ringerung der Plattenanziehung bedeutet, weshalb ¢ um den Wert dieser
Verringerung vergroflert zu werden hat. Liegen etwa die Abweichungen
von der Platte wie in Abbildung 7 ginzlich oberhalb des Niveaus des
Punktes P,, so miissen demnach die UberschuBmassen negativ und die
Defizitmassen positiv beziiglich g in Rechnung gestellt werden.
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Geoid

Die Anziehung T'p, eines Ringsektors auf P, ergibt sich als Differenz
aus (4):

2 nk2d
Tp, == (h+ VH — h)* + @ (1 — Vb + H—h* + @ 11) —
2 mk2d
— 25 (h+ VH =Ry + e —V(h+ H—h) + a)
beziehungsweise
2 7k}
Tp, = 7; (\/(H — ) + @y — V(H — hy)? + a® —

(12)

— V(h+ H—hy)? + a1 + V(h + H— hy)? + a;%).

Somit erhalten wir bei Beriicksichtigung der Gelidndeform die vom
Oberflichenpunkt P auf einen beliebigen in der Lotlinie gelegenen Punkt
P, reduzierte Schwere mit

2
gu=9 + ig— (H—hy) — 4 mk*$ (H—hy) + ZTp— ZTp,,

worin der zweite Term des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Glei-
chung die Freiluftreduktion darstellt, der dritte Term die Plattenreduk-
tion, der vierte die Summe der stets positiven Anziehungen der einzelnen
Ringsektoren auf den Gelidndepunkt P als Zusatz zu der vor Verschie-
bung des Punktes abzunehmenden unendlichen Platte und der fiinfte die
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Summe der Anziehung der einzelnen Ringsektoren auf den Punkt P,
als Zusatz zu der nach erfolgter Verschiebung des Punktes wieder auf-
zusetzenden Platte.

Handelt es sich um die Reduktion auf den Geoidpunkt P,, so er-
gibt sich mit h, = 0:

29

R H—4nk*H + 2Tp—2Tp,

Q=9 +

wobei 2T p, die Summe der Anziehungen der einzelnen Ringsektoren auf
den Punkt P, auf dem Geoid darstellt.

e) Der Durchschniltswert mit Beriicksichtigung der Geldndeform

Die Bestimmung des Durchschnittswertes mit Beriicksichtigung der
Gelindeform ist im Gegensatz zum analogen Wert bei der unendlichen
Platte wegen der Nichtlinearitit des Schwereverlaufs in der Lotlinie
wesentlich schwieriger. 1932 hat Niethammer [3] als erster die Berech-
nung des Durchschnittswertes

H

— 1

G :Efgudhu
0

mittels numerischer Integration durchgefiihrt. Er ging dabei folgender-
malflen vor:

Man denke sich die Massen zwischen dem Geoid und der physischen
Erdoberfliche aus zwei Teilen zusammengesetzt, und zwar

1. aus der unendlichen Platte von der Dicke H und der Dichte &
zwischen dem Geoid und dem Geldndepunkt und

2. aus den UberschuBBmassen, die (bis zur Entfernung von 42 km)
den Gelindepunkt iiberragen und denen die Dichte + & zukommt, bezie-
hungsweise aus den Massendefekten, die unterhalb der Hoéhe dieses
Punktes liegen und die Dichte — & haben.

Der Schwereverlauf in der Lotlinie der unter 1 zusammengefallten
Massen ist linear; somit ist der Durchschnittswert dieses Teiles gleich
dem Schwerewert in halber Hoéhe, das ist aber nichts anderes als der
Durchschnittswert laut Helmerts Gebirgsreduktion, wie in Punkt c,
Seite 250, ausgefiihrt wurde.

Bezeichnet man nun die Wirkung der unter 2 zusammengefalliten
Massen, die tiber die Platte hinausragen oder an ihr fehlen, mit 4g”,
so wird der gesamte Durchschnittswert

H
C=7+ % f Ag"y dhy + ETp, (13)
0
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wobei g die Helmertsche Gebirgsreduktion ist, wihrend der zweite Term
des rechts stehenden Ausdrucks nichts anderes darstellt als den Durch-
schnittswert 4g” aller unter 2 zusammengefal3ten Massenwirkungen.

‘Der Berechnung dieser Massen wird nun die gleiche Einteilung des
Geldndes nach Zonen und Sektoren zugrunde gelegt, wie sie in Punkt d
fiir die topographische Reduktion des Oberflichenwertes mitgeteilt
wurde. ) .

Sei T, die Anziehung eines solchen Ringsektors auf den Punkt P,
so findet man nach Vertauschung von Summation und Integration:

H H

- Ag” = ng”udhu__—fZ‘T dhu_Zf— dhy,.

0 0

Um die verschieden zu behandelnden Zusatz- und Defizitmassen zu
unterscheiden, setzt nun Niethammer fiir die ersteren, also fiir 4 > 0,

T
—I;;i : = + & F (H, hy)
0
und fiir die letzteren mit 4 < 0
H
Ty
f L dhy = — 5 (H,hu)
0

und findet mit A = 1, p = 0 fiir & > 0 beziehungsweise
A =0,u =1 fir & <0 den Ausdruck

45" = 9 « ZZ (\F — ud).

Das doppelte Summenzeichen deutet an, dall die Summen iiber sdmtliche
Zonen und Sektoren zu nehmen sind.

Die Funktionen F und @ werden sodann mit Hilfe der Anzichungs-
formeln (11) und (12) mittels numerischer Integration gewonnen. Hierfiir
hat Niethammer einerseits Tabellen mit # = 1 fiir die Werte von F, und
¢ = —1 fiir @ und F, (F,ist der Wert von F fiir H = 0) beziehungsweise
fir AF = F — F, errechnet und anderseits auch graphische Darstellun-
gen fiir die Funktionen Fy, A4F und @ ausgearbeitet, wobei sich die Werte
von Fy(H = 0, h) am Kopf der Tafeln befinden. Die sich aus den Tafeln
durch Ablesung ergebenden Zahlen sind Einheiten der zweiten Dezimale
des Milligals; ihre Genauigkeit kann durch Interpolation gesteigert
werden.
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Die Berechnung des Durchschnittswertes G ergibt sich sohin mit
G=g+ %H—2wlc28H + XTp— 3T,

wenn unter — T = 4§” verstanden wird.

Niethammer hat seine Zonen spéiter unter Beriicksichtigung der Erd-
kriimmung bis zu 188 km ausgedehnt.

Vernachlissigt man die Nichtlinearitidt des Schwereverlaufs in der
Lotlinie, so kann man mit Mader [4] einfach das arithmetische Mittel aus
Gelinde- und Geoidschwere, das heit G = 1 (¢ + ¢,), als Durch-
schnittswert nehmen. Der Fehler, der sich dadurch beim Punkt Hochthor
(H = 2504 m) gegeniiber einem quadratisch angenommenen Schwere-
verlauf ergeben wiirde, betridgt nach Mader 5,2 mm, gegeniiber dem nach
Niethammer berechneten Durchschnittswert jedoch 4,2 mgal? oder etwa
11 mm und die exakte Berechnung nach der Methode.der direkten Ge-
lindekorrektion bis 1000 km, wie sie in der Folge gezeigt wird, ergibt
einen Fehler von 4,675 mgal beziehungsweise etwa 12 mm.

Bei der Bestimmung dieses Durchschnijttswertes aus g und g, erhilt
Mader als Zwischenresultat gleichzeitig auch noch den fiir die Geophysik
bei der Untersuchung der Massenlagerung in der Erdkruste interessanten
Bouguerschen g-Wert

5 |
9" =g + —Rg—’ H—2 7k*8H + ZTp, das ist

Beobachtungswert -+ Freiluftkorrektion + topographische Korrektion
auf den Gelindepunkt vermindert um die einfache Plattenkorrektion.
Ferner vereinfacht sich die Berechnung gegeniiber der Niethammers
dadurch, dal Mader bei Bestimmung des Geoidschwerewertes die un-
endliche Platte nur einmal beriicksichtigt, bei der Berechnung der topo-
graphischen Korrektion auf den Geoidpunkt dagegen gleich die Anzie-
hung der Gesamtmassen zwischen Geoid und physischer Erdoberfliche
bis zum Radius von 30 km um P ansetzt. Dies hat den Vorteil, dal
diese Anziehungswerte A, (zum Unterschied von T, womit die Ergin-
zungsabteile zur Bouguerschen Platte bezeichnet werden) beziiglich des
Beobachtungswertes ¢ gleiches Vorzeichen haben, und zwar stidndig ne-
gatives, da die A,-Massen eben keine positive oder negative Ergidnzung
zur unendlichen Platte mehr bilden, sondern dieselbe, allerdings nur bis
zu 30 km, beinhalten. Daraus ergibt sich der weitere Vorteil, daB3 nun
nicht mehr mit dem im Hochgebirge zweifellos zu groen Wert der zwei-
fachen unendlichen Platte operiert wird, sondern nur mit der einfachen,
wihrend das zweitemal die Massen nur bis 30 km beriicksichtigt werden.
Das lduft aber praktisch auf die Annahme eines Mittelwertes fiir den

2 Die Angabe in Maders Tauernnivellement beziiglich der Berechnung Hoch-
thor nach Niethammer, wo zwischen dem Wert Niethammers und dem arithme-
tischen Mittel Maders nur eine Differenz von 1,63 mgal besteht, beruht auf einem
Irrtum in der Bestimmung der Niethammerschen topographischen Korrektion des
Durchschnittswertes, die nicht 15,45 mgal, sondern nur 12,88 mgal betragt.
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Gelidndeeinflul hinaus, und zwar des arithmetischen Mittels zwischen
der unendlichen Platte und einem Zylinder von gleicher Hohe und 30 km
Radius, was aber nichts anderes ist als ein gewisser Geldndeabfall, der
jaauch in der Natur irgendwie auftreten mufl. Dadurch kann Mader auch
mit einer einzigen Tabelle fiir die Anziehungen Tp der Abschnitte be-
ziiglich des Oberflichenpunktes und fiir die A, beziiglich des Geoid-
punktes das Auslangen finden, da beide nach (11) zu berechnen wiren.
Der Madersche Durchschnittswert ergibt sich schlieBlich mit

G=1@+g =9+ %H—wka + 3 (ZTp— ZA,).

Der in der Maderschen Berechnung praktisch auftretende allméh-
liche Gelindeabfall auBerhalb des 30-km-Zylinders wurde von Leder-
steger [7] in einer anderen, den natiirlichen Gegebenheiten besser ent-
sprechenden Form beriicksichtigt. Ledersteger bringt ein Modell in Vor-
schlag, bei dem sich das Geldnde aus 500 m dicken zylindrischen Scheiben
zusammensetzt, deren Radien, an der Oberfliche mit 40 km beginnend,
stufenweise um je 30 km zunehmen, wodurch ein natiirlicher Geldnde-
abfall erzielt wird.

Infolge der dabei eintretenden Erweiterung des endlichen Modells,
das bei einer Stationshohe von 3000 m eine Grundplatte vom Radius
190 km hat, muB bereits die Erdkriimmung beriicksichtigt werden, wes-
halb Ledersteger bei der Berechnung der Anziehung dieses Modells auf
die Punkte P,1,2...6 (siehe Abb. 8) von den Formeln fiir die Anzie-
hung einer differentiellen sphirischen Scheibe auf einen in deren Achse
gelegenen Aufpunkt ausgeht (Helmert [6]). Von der spater durchgefiihr-
ten Ableitung der Anziehung einer sphérischen Scheibe sei die Differen-
tialformel vorweggenommen:

2 2 . -
As=i2wk2:9'—:,—2dr(1:}:r ke r).

E

Diese Formel 140t sich leicht transformieren in

e 4 2r° ¢
As = -+ 2 wk2ddr ?E (1 '—E 4 E -sin? —2“*);
re > 2z

den Faktor = = 1F —
pa (r 4+ 2)2 r

darf man = 1 setzen, denn der damit begangene Fehler macht fir
z = 2,5 km bei einer Partialanziehung von 56 mgal erst 0,044 mgal aus.

Yy . a r

Setzen wir noch fiir sin —— —— —— und fii
5 SR und fiir =

r
= L so erhalten wir die
Néherung

-4 a
As = 2 wk*ddr (1 "——E— 4+ ﬁ).
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Unter Beriicksichtigung der ebenen Anziehungsformel nach (2):

dv
dV = 2 wk*fdz (e —z), A, = —%— = 2 wk*ddz (l—i),
e

und bei Gleichsetzung von dr und dz und von e und E unter Vernach-
lassigung von Gliedern hoherer Ordnung erhalten wir:

As;—_Ae<1 ii).
2r

Mit diesem Ausdruck gewinnt man folgende Anziehungswerte fiir
den Verlauf der Modellschwere in den Punkten P, 1, 2, ... 6:

P: 4+ 338,701 mgal

111,291 mgal
1: 4+ 227,410 mgal

111,295 mgal
2: 4+ 116,115 mgal

111,298 mgal
3: + 4,817 mgal ‘

111,303 mghl
4: — 106,486 mgal

111,309 mgal
5: — 217,795 mgal

111,310 mgal
6: — 329,105 mgal

Es zeigt sich hierbei ein von der Linearitit so geringfiigig abweichender
Verlauf der Schwere, daB3 man dieses Modell als linear betrachten und an
Stelle der unendlichen beziehungsweise endlichen Platte anwenden kann.
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Bezeichnet man die vertikale Anziehung dieses Modells mit ¢”, und
zwar ¢”p beziiglich des Oberflichenpunktes P und g”, beziiglich des
Geoidpunktes P,, so erhilt man fiir das idealisierte Gelinde (das heil3t
zunachst ohne Beriicksichtigung der topographischen Korrektion) analog
der Ableitung Seite 249, wobei jetzt das Modell die Platte ersetzt:

g = % (9 + g9,) wegen der Linearitit des Modells,
2 g ” ” P, - g . ” ”
Jo =9+ H—¢'p+ g% und g=g+ - H—3("p—9")- (19

Sobald man aber nicht mehr mit der unendlichen Platte operiert,
muf3 man, wenn Bestehen der Isostasie vorausgesetzt wird, auch die
Anderung der Wirkung der innerhalb des Geoids gelegenen negativen
Kompensationsmassen erfassen, die eintritt, wenn man vom Oberflichen-
punkt aus die Schwere in einem anderen Punkt, etwa dem Geoidpunkt,
oder die Durchschnittsschwere ableitet. Baeschlin [8] ist im Zusammen-
hang mit der Berechnungsmethode Niethammers bereits ausfithrlich auf
das Problem der Isostasie eingegangen.

Ledersteger beriicksichtigt nun die Isostasie in sehr vereinfachter,
aber um so leichter in die bereits abgeleiteten Ausdriicke integrierbarer
Form. Er legt die Pratt-Hayfordsche Isostasie in ihrer einfachsten Form
nach Baeschlin [9] zugrunde und rechnet die Kompensation bei Annahme
einer einheitlichen Tiefe von 100 km erst vom Meeresniveau ab. Dies
schon mit Riicksicht auf den Umstand, daB er fiir die Kontinental-
massen eine einheitliche Dichte von 2,7 vorausgesetzt hat.

Fiir die Kompensationsmassen wird nun zwecks Vereinfachung ein
Kreiszylinder von 100 km Hdéhe mit dem Radius

R =[40 + 30 (Hxm — 0,5)] km angenommen.
' 2,7
100
Nun kann man die Differenz der Zylinderwirkung auf die Ober-
flachen- und Geoidpunkte der einzelnen Stufen H = 500 m, 1000 m usw.
berechnen und erhilt damit die entsprechenden Werte der isostatischen
Kompensation Ag fiir die Geoidschweré. Nimmt man nun deren halben
Betrag zum Ausdruck (14) hinzu, um die isostatische Wirkung auf die
Durchschnittsschwere zu erhalten, so ergibt sich:

Die Dichte dieser negativen Kompensationsmassen ist @ =

Hips

g=g +%H—%(g”p-g”o) + 1 A4g.

Ledersteger findet dann fir die zu g hinzuzufiigende Gesamtkorrektion
C, die er mit den verschiedenen Annahmen von H berechnet, eine nur
geringfiigige Abweichung von der Linearitit und bildet daher durch
Division mit 2H = 10500 einen mittleren Gradienten von 0,041816 - Hp,.
Es ergibt sich somit g =g + 0,0418 Hy, mgal. -

Verglichen mit dem Helmertschen Ausdruck (10), Seite 251, zeigt
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sich, da3 der Reduktionskoeffizient um 0,0007 erhéht ist, was fiir 2500 m
Meereshohe 1,75 mgal beziehungsweise 4,4 mm ergibt.

Fugt man zu obigem Ausdruck noch die topographischen Korrek-
tionen (etwa nach Niethammer) hinzu, so erhilt man:

G =g + 0,0418 Hy, mgal + XTp — 2T,

worin die Nichtlinearitiit des Schwereverlaufs, ein allmihlicher Geldnde-
abfall, die Erdkriimmung und die Isostasie beriicksichtigt sind. Es ist
dies bisher zweifellos die genaueste Methode. Infolge der Kompliziertheit
der Bestimmung der Gelidndekorrektion ist sie allerdings nicht weniger
langwierig als die Niethammersche.

2. Die Schwerereduktion nach der Methode der direkten Geldndekorrektion

a) Allgemeines

Bei der im Folgenden geschilderten Methode zur Ableitung der
Schwere in irgendeinem Punkte der Lotlinie aus der beobachteten Ober-
flichenschwere beziehungsweise zur Bestimmung der exakten Durch-
schnittsschwere in der Lotlinie zwischen dem Oberflichenpunkt und dem
zugehorigen Geoidpunkt werden die Kontinentalmassen dhnlich den im
ersten Teil geschilderten Methoden durch konzentrische, vertikale Kegel-
flichen in konzentrische Gelindezonen zerlegt, die vom Geoid bis zur
physischen Erdoberfliche reichen. Als Zonenhdhe wird jene mittlere Héhe
angenommen, die sich bei horizontaler Einebnung der Zonenoberfliche
ergeben wiirde. Man bestimmt nun die Anziehung der durch sdmtliche
Zonen ausgedriickten Gelindemassen auf den Oberflichenpunkt P, zieht
diesen Wert vom beobachteten Schwerewert ¢ ab, verschiebt den Punkt
nach P, (bezichungsweise P als dem Punkt der Lotlinie, der dem Durch-
schnittsschwerewert entspricht), wobei die entsprechende Freiluftreduk-
tion anzubringen ist, und addiert hierauf den Wert der Anziehung der
Zonen auf den gesuchten Punkt P, zu g. Analog verfihrt man mit den
negativen isostatischen Kompensationsmassen, die deshalb beriicksich-
tigt werden miissen, da ja vom Modell der unendlichen Platte vollkom-
men abgegangen und das Gelidnde direkt bis zu einer bestimmten Ent-
fernung, zum Beispiel 300 oder 1000 km, erfat wird. Bei solchen Ent-
fernungen ist schlieBlich auch die Erdkriitmmung zu beriicksichtigen,
was zuniichst durch die Anziehungsberechnung nach sphirischen Formeln
erfolgt.

Es handelt sich nun darum, die Anziehung dieser Gelidndezonen auf
die Punkte der Lotlinie beziehungsweise den Durchschnittswert dieser
Anziehungen zu bestimmen,

Es sei (Abb. 10, Seite 284) der Bogen PTB der Schnitt der an Stelle des
Geoides angenommenen mittleren Erdkugel (R = 6371,2 km) mit der
Zeichenebene, P; P;,1 der Schnitt der physischen Erdoberfliche der
Zone i, i + 1 mit ibr und P’; P’;, 1 die nach erfolgter Einebnung er-
haltene Abdeckung dieser Zone, die nun die mittlere Hohe h; ;1 hat.
Bezeichnet man die vertikale Anziehung dieses Teils einer sphirischen
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Scheibe auf Punkte der als gerade angenommenen Lotlinie PP, mit
Agph, s0 ergibt sich die Reduktion der in P beobachteten Schwere auf
einen beliebigen Punkt P, der Lotlinie mit

2
Qu =9 + ?g (H — hy) — ZAsph, P+ ZAsph, Py — Zasph, p+ z"asph, Py
(15)

2
wobei —Rg— (H — hy) die Freiluftreduktion, ZApp, p den von g abzuzie-

henden EinfluB der Vertikalanziehung der in der Summe aller Zonen
erfaBten Gelindemassen auf P, XAy, p, den nach Verschiebung des
Punktes nach P, zu g wieder hinzuzufiigenden Einflufl derselben Massen
auf P, und die gleichartigen Ausdriicke mit a schliefllich den entspre-
chenden Einflul der negativen isostatischen Kompensationsmassen dar-
stellen.

Die Schwere g, auf dem Geoid erhilt man wegen h, = 0 mit:
2
9 = 9 + ‘Fg H— ZAsph, pt ZAsph, P,— Zasph, p + Zasph, P, (16)

und den Durchschnittswert der Schwere zwischen P und P, mit:

H H
— 1 1 2
Gzﬁ gu'dhuz‘ﬂ“f[g“I"Tg(H_hu)_ZAsph,P g
0 0

s ZASph, Py — Zasph, P + Zasph’ Pu] dhu E—

1 2 2 H? '
= F(Q'H*i‘ Fgﬂz—“ﬁq'a‘“h’ » ZAspn, p— H - Zagspn, P) +
H H
1 1
s —I_:f EAsph, Py - dhy + _I:[_fzaSph’ Py dh, =
0 0

—g+ % H — ZAgpn, p— Zaspn, p +
H H (17)
A
+z'fwi”§’—_1°" : dhu+2fai°j'fi - dhy.

0 0

Wie im nichsten Abschnitt gezeigt wird, sind die Ausdriicke Aspp
und agpp recht schwerfillig und insbesondere ihre Durchschnittswerte

1
(?I— f Asph dhu) sehr kompliziert und schwer berechenbar. Durch eine
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kleine Transformation (Drehung und Zerrung) des jeweils eine Zone bil-
denden Kugelringes kann man aber wiederum auf die relativ einfachen
ebenen Formeln (11) und (12) zuriickkommen und mit ihnen Resultate
erhalten, die (siehe Tabelle 1) von den Ergebnissen der sphirischen Be-
rechnungen nur um hochstens wenige Hundertstel milligal abweichen,
was fiir unsere Berechnung eine zweifellos mehr als ausreichende Ge-
nauigkeit ergibt.

Die Anderung, die man am Kugelring vorzunehmen hat, ist fol-
gende: Man dreht zunéchst den Vertikalschnitt P’; P’; .1 P"; .1 P”; der-
art um den Mittelpunkt P”; ;1 der gekriimmten Grundlinie P”; P"; 4,
daB die Hohe P”; ;.1 P’ i1, deren Linge h; ;.1 beibehalten wird, in
die Richtung P”; ;j,q Q' i4+1 féllt, also parallel wird zur Lotrichtung
P,P3. Den Drehpunkt P”; ;;1 macht man nunmehr zum Mittelpunkt
einer zum Horizont in P, parallelen und geraden Grundlinie von der

Linge des Bogens Pﬁ”iH = R (i .1 — ¢i), die somit gleich ist dem
Winkelabstand zweier Trennkegelflichen oder, einfacher ausgedriickt,
einer Zonenbreite. Der Drehwinkel ist natiirlich gleich dem Zentriwinkel

e

des Bogens Py, P"; .1, also § (i + i+1). Man erhiilt damit den recht-
eckigen Schnitt Q’;Q";Q"i+10Q’i+1, und aus dem Kugelring ist durch
Drehung und Zerrung ein Zylinderring entstanden, dessen Anziehung
auf die Punkte der Lotlinie nun analog den Formeln (11) und (12) be-
stimmt werden kann. Auch den Durchschnittswert kann man, ausgehend
von diesen ebenen Formeln, sehr einfach bestimmen.

Man kann sich obige Transformation auch durch einfache Parallel-
verschiebung des von vornherein als Repriasentant der Gelindemasse ge-
dachten und auf dem als eben angenommenen Meeresniveau liegen-
den Zylinderringes mit dem Querschnitt p’;p”;p”i 1p’i 1 aus seiner
ebenen Lage in die Lage der gekriimmten Erdoberfliche entstanden
denken (siehe Abb. 10).

DaB diese Anderung auch zulissig ist, das hei3t, daB3 die Ergebnisse
der sich auf sie stiitzenden Anziehungsberechnungen nur geringfiigig von
- den mit Hilfe der sphéirischen Formeln berechneten Anziehungsbetrigen
abweichen kénnen, erhellt schon aus folgender Uberlegung: Die Ande-
rung des Querschnitts (Drehung und Zerrung) wird beziiglich der in Be-
tracht kommenden Punkte P, stets nach den gleichen Richtungen vor-
genommen, das heillt, es wird immer ein systematischer, dem Vorzeichen
nach gleicher Fehler begangen. In den Formeln (15), (16) und (17), die
alle Berechnungsarten beinhalten, handelt es sich aber stets um die
Differenzen der Anziehungen, somit auch um die Differenzen der gleich-
- gerichteten Fehler, die somit jedenfalls kleiner sind als die Einzelfehler.
Dal} diese Fehlerdifferenzen auch absolut klein sind, ergibt sich aus der

3 Eine Drehung um den Schwerpunkt der Figur, das heit um den Mittel-
punkt der Strecke P’;;+1 P"ii41, wirde die Lage des Drehpunktes von der je-
weiligen Zonenhdéhe h; ;.1 abhéngig machen, was nur die Reduktionsformeln
stark komplizieren, die Erstellung von Tabellen fast unmoglich machen und an
Genauigkeit nichts einbringen wiirde, da mit Differenzen gerechnet wird.

281



nachstehenden Erwagung: Die Zonen in der Nihe der Station erfahren
nur eine ganz geringfiigige Anderung, somit sind die systematischen
Fehler an sich sehr klein; bei den entfernter liegenden Zonen hingegen,
wo die Anderung griBere systematische Fehler verursacht, ist der Unter-
schied zwischen dem Wert der Anziehung auf den Oberflichenpunkt und
dem auf einen anderen Punkt nur sehr klein, so da3 die Differenz der
Fehler ebenfalls sehr klein sein mul} (siehe Tabelle 2).

Eine #dhnliche Uberlegung gilt iibrigens auch beziiglich der Zulis-
sigkeit der Ermittlung eines einzigen auf Grund der durchschnittlichen
Zonenhohe berechneten Anziehungswertes pro Zone anstatt einer Ermitt-
lung der Anziehungswerte fiir die einzelnen Zonensektoren (da die
Anziehung nicht direkt proportional der Hohe ist). Gewi3 kann sich ein
solcher Durchschnittsanziehungswert sogar wesentlich von der Summe
der Teilwerte, die auf Grund der einzelnen Sektorhéhen errechnet wurden,
unterscheiden, und dies wird auch um so eher der Fall sein, je weiter die
einzelnen Sektorhéhen einer bestimmten Zone auseinanderklaffen. Da
aber auch in diesem Fall der Fehler stets systematischer Natur ist und
beziiglich des Oberflichenpunktes und jedes anderen Punktes der Lot-
linie beziehungsweise auch beziiglich des Durchschnittswertes gleiches
Vorzeichen hat, in unseren Formeln aber stets die Differenz der Anzie-
hungen auf jeweils zwei solcher Punkte aufscheint, mull auch dieser
Fehler sehr klein werden (siehe Tabelle 4).

Die Beriicksichtigung der geinderten Wirkung der innerkrustalen
Kompensationsmassen im Falle der Isostasie wird analog der Berechnung
der Anziehung der Kontinentalmassen durchgefithrt. Man geht wieder
von der gleichen Annahme aus, wie sie Baeschlin [9] zugrunde gelegt
hat, nimmt unterhalb jeder gedrehten Zone mit der Héhe h; i1 eine
ebensolche mit der Héhe 100 km an und berechnet die Differenz ihrer
Anziehungen auf den Oberflichenpunkt und einen anderen Punkt der
Lotlinie beziehungsweise den Durchschnittswert, wobei als Dichte die
negative kompensatorische Dichte des jeweiligen Zylinders

s7
6’i,i+1 = — ?6“6" hi i1 (km)
verwendet wird. Man erhilt damit Ausdriicke, deren Bau vollstindig
dem der Berechnungsformeln der Geldndezonen entspricht.

Bezeichnet man schlielich die den sphérischen Reduktionen Agpp
beziehungsweise as;pn der Formeln (15), (16), (17) analogen Ausdriicke
mit A,.q beziehungsweise areq, S0 ergeben sich folgende Formeln fiir die
Berechnung der Schwerereduktionen beziehungsweise des Durchschnitts-
wertes:

2¢ ‘
Ju=9+ R (H—hy) — ZAved, p + ZAred, py, — Zred, P + Z0red, p, (18)

e

dgy
(Schwerereduktion auf irgendeinen Punkt der Lotlinie),
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Go=9 + %q H — ZAred, p + 2Ared, P, — Z0red, p + 20red, P, (19)
| 49,
(Schwerereduktion auf den Geoidpunkt),
G =g+ 3 H—ZArea,p + hrea— Zarea, p + Srea (20)
4g

(Berechnung des Durchschnittsschwerewertes der Lotlinie),

wobei fiir die Gesamtkorrektionen dg;i ;.1 pro Zone jeweils eine Tabelle
oder ein Graphikon erstellt werden kann, woraus die auf die ent-
sprechende Zone i, i 4 1 entfallenden Werte zu (18) oder (19) oder (20)
leicht abzulesen sind. Sieht man, wie dies spiter der Fall ist, 17 Zonen
bis zu 300 km oder 19 Zonen bis zu 1000 km vor, so bedeutet dies, daf3
man mit den 17 beziehungsweise 19 Durchschnittshéhen der Zonen als
erstem und mit der Stationshéhe als zweitem Argument sogleich die 17
beziehungsweise 19 Werte (18) oder (19) oder (20) pro Zone erhilt und
aus ihrer Summe den Gesamtwert dg = 24g; ;1 der Schwerereduktion
beziehungsweise der Korrektion fiir den Durchschnittswert?.

Im nichsten Abschnitt werden alle Formeln abgeleitet, die zur Be-
rechnung der Anziehung der sphérischen und der transformierten Zonen
auf die Punkte der Lotlinie gebraucht werden, sowie die Formeln zur
Beriicksichtigung der isostatischen Kompensationsmassen. Sodann folgen
an Hand der Angaben iiber den Punkt Hochthor (2504,25 m) im o6ster-
reichischen Tauernnivellement Vergleichsberechnungen zum Zwecke der
Fehlerabschitzungen wegen des Uberganges von der sphiirischen Berech-
nungsart zur reduzierten und wegen der Verwendung von Durchschnitts-
hohen fiir die Zonen. Hierauf wird die Schwerereduktion des Punktes
Hochthor exakt berechnet und schlieBlich werden die Resultate mit den
nach den anderen Methoden erhaltenen Ergebnissen verglichen.

b) Die Formeln zur Berechnung der direkten Geldndekorrektion

Es sei (siehe Abb. 10) P die Station, auf der die Schwere ¢ beobachtet
wurde. P habe die Hohe H, das heiflt, H sei die Linge des — gerade ange-
nommenen — Stiicks der Lotlinie zwischen P und ihrem Durchsto3punkt
P, mit der Niveaufldche in mittlerer Meereshéhe, dem Geoid. P, mit der
variablen Hohe hy sei ein laufender Punkt zwischen P und P,

Man denke sich nun die Umgebung der Station, wie bereits erwihnt,
durch zentrisch um P in bestimmten Abstinden angeordnete vertikale
Kegelflichen i in Zonen i,i 4+ 1 zerlegt, die vom Geoid bis zur phy-
sischen Erdoberfliche reichen. Zwischen zwei solchen Kegelflichen i

4 Siehe Seite 282 n#here Erlauterung beziiglich Ay in (18).
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und i{ + 1 befindet sich dann eine Art Kugelring (wenn wir die Erde als
Kugel vom Radius R = 6371,2 km annehmen), der begrenzt ist durch
die von den Spuren der beiden Trennflichen i und i + 1 am Geoid ge-
bildete Fliache als Grundfliche, von den Trennflichen als Seitenflichen
und schliefllich von der physischen Erdoberfliche selbst. Denkt man sich
letztere zwischen den Trennflichen eingeebnet, so erhélt man die Durch-
schnittshéhe h; ;.1 fiir den Ringkérper.

In der Praxis wird man diese Gesamtdurchschnittshohe entweder
nach der klassischen Methode der Einteilung des Ringes in Sektoren als
Durchschnittswert der (Durchschnitts-) Hohen dieser Sektoren erhalten,
oder man wird sie aus einer iiber den ganzen Ring entsprechend regel-
miBig verteilten, fiir jeden Ring ein fiir allemal zu definierenden Anzahl
von Einzelhéhen errechnen, wobei die Anzahl dieser Héhen nicht oder
nur wenig hoher sein mii3te als die Anzahl der klassischen Sektoren (8 bis
16, je nach Entfernung von der Station).

Es sei zunidchst eine Anordnung von insgesamt 19 solcher Kreis-
kegelflichen mit den folgenden Radien z; von 0,5 bis 1000 km an-
genommen, dann ergeben sich nachstehende 19 Zonen i, i+ 1:

Zone
pa—| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

i km| 0 0, 1,0 1,5 2 3 % 6 8 11 15
zi+1km| 0,5 1 1,5 2,0 3 4 6 8 11 15 20

Zons
STz 1B 15 18 17 18 19

zi km| 20 30 45 70 112 188 300 500
zi+1km| 30 45 70 112 188 300 500 1000

Ist nun P; P; .1 (Abb. 10) der Schnitt der physischen Erdoberfliche

mit einer Vertikalebene zwischen den zwei Kegelflichen i und i + 1,
—

so findet man mit P’; P’;,q den Schnitt der horizontalen, durch Ein-

ebnung entstanden gedachten Abdeckung und mit P”; P”;,; die Pro-
jektion auf die Kugel als Ndherung fiirs Geoid. P*; P’y = P";j 1 P'i11 =
= h; i+1 ist die Durchschnittshéhe des Ringes, Ry; sein Abstand von
P, auf der Kugel und R (; .1 — i) seine (sphérisch gekrimmte) Grund-

linie P”; P”; . 1. Die Anziehung dieses Kugelringes auf irgendeinen Punkt
der Lotlinie zwischen P und P, ist dann nichts anderes als die Differenz
der Anziehungen der sphérischen Scheiben von der Hohe h; ;,; mit den
Zentriwinkeln 24;, 1 und 2. Um die Formel fiir diese Differenz abzu-
leiten, kann man von der Differentialformel ausgehen, die Helmert [6]

ableitet.
(Fortsetzung folgt.)
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