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Das Geopotential, metrische Hohen und Gebrauchshohen

Eine Neuerung auf dem Gebiet der Hoheren Geodisie

Von C. F. Baeschlin, Zollikon

1. Einleitung

An der Hauptversammlung der Internationalen Assoziation fiir
Geodisie (AIG), welche im September 1954 in Rom getagt hat, wurde
der Begriff des Geopolentials eingefiihrt. Bekanntlich ist der Begriff der
Hohe mit einigen Schwierigkeiten verbunden, die in den Bezeichnungen
Niveaufliche und Meereshéhe wurzeln. Wiren die Niveauflichen der
Erde konzentrische Kugelflichen, dann wiren die Begriffe Niveau-
differenz und Hoéhendifferenz synonym. Bei der wirklichen Erde sind die
Flichen gleichen Potentials, die Niveaufldchen, keine Parallelflichen.
Die Abstinde zweier benachbarter Niveauflichen sind nicht konstant
sondern es gilt das Grundgesetz der Potentialtheorie:

—gdh = dW 1)

Hier bedeuten g die Schwerebeschleunigung in einem Punkt P
der Niveaufliche W des Schwerefeldes und

dh die Hohendifferenz in P bis zu einer benachbarten Niveaufliche
des Schwerefeldes mit dem Potential W 4 dW, positiv nach aullen wie
die Hohen.

Wenn der Punkt P sich ldngs eines beliebigen Weges an der Erd-
oberfliche von einem Punkt P, zu einem zweiten Punkt P, bewegt,

so ist
P,

f =9dh = W,— W, (2)
P,
Aus dieser Formel erhalten wir durch numerische Integration
n

i+ i+
Z + (g 29'—1) dzi = — (W, — W), (3)

i=1
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die wir auf ein Nivellement von einem Punkt P, nach einem andern
Punkt P, anwenden. Dabei erhalten wir die durch die Abbildung 1
wiedergegebenen Verhéltnisse.

Abb, 1

Es ist
Wyi = Wi —gi (li — di)
Wii = Wit1—9iv1 (inr - di 1)

Daraus erhalten wir, wenn wir von Refraktionswirkungen absehen
und, wie dies bei Prazisionsnivellements iiblich ist, aus der Mitte
nivellieren,

Wit1 — Wi =giv1 (liy1 — dig1) —gi (li — dy) “)

Dabei sind die Schwerebeschleunigungen g; beziehungsweise g;,
in der halben Hoéhe von (l; — d;) beziehungsweise (l;;7 — dj+1) ZzZu
messen.

Der Fehler dieser Beziehung (4) ist praktisch Null, da die Abnahme
der Schwerkraft mit der H6he nahezu linear verliuft. Man darf daher
das Integral (gdh entlang der Nivellierlatte mit dem Mittelwert von ¢
berechnen. Dabei ist allerdings noch angenommen, dall die gerade
Nivellierlatte die in Strenge gekriimmten [; und [;,; richtig wieder-
gebe. Da die Kriimmung der Lotlinien sehr gering ist, trifft dies sicher zu.

‘Wir geben (4) die Form:

+ i % __g.
Wivi— Wi = (liz1— ) Hev ol 29:+1 + (iv1 + B) ___g;+12 4
gi+ ©r
+@i—diy ) T (@ dign) BT

Da wir aus der Mitte nivellieren, sind d; und d;,; nahezu gleich.
Untersuchungen von Helmert [1], Band II, S. 539ff., und H. Bruns [2],
S. 39-41, haben gezeigt, da der EinfluB des dritten Gliedes von Formel
(5) sehr klein ist, da die Differenz in der Krimmung der Niveauflichen
vor- und riickwiérts von J; sehr gering ist. Auch in der Zusammen-
wirkung auf lange Nivellements kann dieses Glied immer vernach-
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ldssigt werden. Dasselbe kann vom zweiten und vierten Glied der rech-
ten Seite von (5) nachgewiesen werden (siehe [3], S. 790). So bleibt von
(5) librig

.+ .
Wit — Wi = (lier — 1) 2 5‘“

(6)

Die Summierung aller dieser Beziehungen fiir ein zusammen-
gesetztes Nivellement von P, bis P, ergibt
P, (i=
=i gi + gis1

WPZ — WP1 = + &5 (li+1 —_ ll) il
P, (i=1) 2

(7)

Hier miissen, wie erwidhnt, die ¢ in der halben Hoéhe der Lattenablesun-
gen iliber dem Lattenfufl bestimmt werden. Das ist aber unpraktisch;
denn versichert sind die Fixpunkte, und wir wollen untersuchen, um
wieviel sich Wp, — Wp, dndert, wenn wir die g am Lattenfull messen.

Nach der Formel fiir die Anderung der Schwerebeschleunigung in
freier Luft finden wir ([3], S. 691): |

mgal [ — d;
2

mgal /i1 —diq

gi = gi,0 — 0.3086

gi+1 = gi+1,0 — 0.3086 o= )

WO gi+1,0 beziehungsweise g; o die Schwerebeschleunigung im Full-
punkt der Latte bedeutet. Damit wird fiir ein Nivellement im Flachland,
wo im Mittel I; — ;1 = 0 ist, das Zusatzglied Null.

Jetzt betrachten wir ein Nivellement auf einem 4800 m hohen
Berg. Wir denken uns das Nivellement so ausgefiihrt, dafl es mit einem
Minimum von Instrumentenaufstellungen ausgefithrt werden kann.
Dabei wollen wir die kleinen Groflen d; und d; ¢ fiir die Erdkrimmungs-
effekte weglassen. (l;;,1 — ;) und (l;;1 + i) werden dann fiir jede
Instrumentenaufstellung = 3 m, da l;,; = 3.00 m, [; = 0. Wir er-
halten so:

P
2 : + 3
Wp, — Wpy = 2+ (liya — l) 250 VLY.
P, 2
P
mgal _°
— o.0772 28 Z (ier—1) (i + biyr) =
P P
2 ; : al 2
St (g — 1 IO T IO 6 g990 T ey
P, 2 m p

Da wir zur Bewiltigung des Hohenunterschiedes von 48300 m 1600
Stationen brauchen, wird das Zusatzglied

mgal
m
= —0.001112 kgal m = — 1.112 kgal mm.

—0.0772 . 1600 - g = — 0.000000072 - 1600 - g kgal m =
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Um diese Potentialdifferenz in eine Linge zu verwandeln, dividieren
wir durch 0.980 kgal und erhalten

—1.134 mm

Ein Fehler von 1.13 mm kann bei einem Nivellement tiber einen
Hoéhenunterschied von 4800 m sicher vernachlissigt werden. Damit
haben wir gezeigt, daB wir in der Formel (7) das Zusatzglied vernach-
lassigen dirfen.

Wir kénnen daher bei der Verwendung der Formel

PE
Wpy — Wp, = -gl"iz&ﬂ— Al;, i1
Pl
die Schwerkraftmessungen am Lattenfufl ausfithren, ohne daBl wir in
Betracht fallende Verfilschungen der Potentialwerte erhalten.

Wir wollen ferner beweisen, daf3 es nicht notwendig ist, die g an
den simtlichen Aufstellungen der Nivellierlatten zu beobachten.

Wir nehmen vielmehr an, dal wir die g nur in jedem mte" Latten-
umstellpunkt messen. Die g-Werte an den ausgelassenen Stellen inter-
polieren wir gleichmiBig zwischen g; und g;, ;. Wir ersetzen 4I; ;.4
durch 4z; ; .4, da es sich von jetzt an nicht mehr um Lattenablesungen
handelt. Da wir aber doch von P, bis P, nivellieren miissen, kénnen wir

die 4y, 4l, ... bis 41, 1, aus dem Nivellement entnehmen. So er-
halten wir:

| Az
AW’ = [Qm—1) gy + 9] ‘9—%

Az
- 3 — k..
+ [(2m—3) g + 3 9m 5w T
+ [300+ @m—3) gy] Bt
0 m 2m

Az
+ [90+ @m—1) gm] "

Wenn wir dagegen die Schwere in allen Lattenumstellpunkten
beobachten, erhalten wir

AW = bt 61 Az, + fnte Az, + ...
2 2
o + Om-
Y
i -F
+ 9m-1 Im Azm—l,m
2
m
AW = — ngi dz; (9)
i=1
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Wir konnen aber das Nivellement auch nur so \}erwenden, daf3 wir
nur den Hohenunterschied (hy — hy) ermitteln. Auf diese Weise erhalten
wir
3 ‘|‘ 9o

o (10)

AW” = (hx — hy)

Wir erkennen, dafl die drei Werte fiir AW’, AW” und AW infolge
der geringen Variabilitiat der g nur verhiltnismiBig wenig variieren. In
dem folgenden Beispiel sind die z; ;1 nicht die Differenzen fiir Riick-
blick minus Vorblick, sondern sie sind schon iiber Nivellements gewon-
nen, bei denen die Schwere nicht fiir alle Lattenumstellpunkte gemessen
wurde.

go = 0.980576465
Zg = + 1.53975

g, = 0.980571595
Zp = + 3.00883

g, = 0.980569875
. Zog = + 8.94117

gs = 0.980565410
Zqe = + 15.87780

gs = 0.980560445
Zys = — 4.99860

gs = 0.980557960
zZs = —10.58115

gs = 0.980556 520

aw + 13.568995603 kgal m
AW’ = 4 13.569012387 kgal m
AW” = + 13.568883010 kgal m
AW — AW’ = —0.000016784 kgal m = —0.017 kgal mm
AW —AW” = + 0.000112593 kgal m = + 0.113 kgal mm
AW’ — AW” = + 0.000129377 kgal m = + 0.129 kgal mm

Zu Versuchszwecken fithren wir Nivellements durch, bei denen
wir die Schweremessungen verhiltnismafBig dicht verteilen. Indem wir
immer mehr Schweremessungen ausfallen lassen, konnen wir die Dichte
der Schweremessungen in ZXgn,; 4z; bestimmen, welche eine befrie-
digende Genauigkeit dieser Groflen liefert. Ich verweise fiir weitere
Details auf die in der Literatur aufgefiihrten Arbeiten von K. Ramsayer.
Aus solchen Untersuchungen geht hervor, dafl die Dichte der Schwere-
messungen um so grofler sein mul, je gebirgiger das Gebiet ist. Fiir ge-
birgige Gebiete soll die Entfernung der Punkte mit Schweremessungen
etwa 300 m, im Mittelgebirge 1500 m und im Flachland 4 km und mehr
betragen. '
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2. Geopotentielle Koten

Wir denken uns solche Nivellements mit Schweremessungen in
geeigneten Fixpunkten von einem Fixpunkt P, nach einem zweiten
Fixpunkt P, durchgefithrt. Dann erhalten wir

p,
— (Wp,— Wpy) = + Iz)‘gmi - Az; (10)

1

Jetzt filhren wir ein solches Nivellement von einem Punkt 0 auf
dem Geoid zu einem Punkt P an der Erdoberfliche durch. Wir erhalten

P
— (Wp—Wg) = 4+ Cp = + AOZ'gmi Az; (11)

Diese spezielle negative Potentialdifferenz bezeichnen wir mit Cp
und nennen sie geopolentielle Kole (franzdsisch: Cote géopotentielle;
englisch: geopotential number) des Punktes P. Wir setzen das Potential
am Geoid W, in der Folge gleich Null. Dann bedeutet — Wp das Geo-
potential relativ zum Geoid. Das Geopotential Cp von Punkten iiber dem
Geoid ist positiv, von Punkten unter dem Geoid negativ.

Dieser Name geopotentielle Kote war im Laufe der Verhandlungen
der Studiengruppe 4 iiber «Nivellement und Schwere» unter dem Vorsitz
des Verfassers vom Direktor des Zentralbiiros der Internationalen
Assoziation fiir Geodasie, Herrn Prof. Dr. h. ¢. Pierre Tardi, Membre de
I’Institut de France, Paris, vorgeschlagen worden. Er fand die Genehmi-
gung der Hauptversammlung durch die Annahme der Wiinsche Nummer
9, Nummer 6 und Nummer 8 am 23. September 1954 anlidBllich der
Hauptversammlung der Internationalen Geoditischen und Geophy-
sikalischen Union (UGGI) in Rom.

Die Einfithrung der Kriftefunktion oder des Potentials der Schwer-
kraft geht auf Th. Wand zuriick [6], S. 129-131. Es wurde damals gegen
den Vorschlag eingewendet, daB3 der Begriff des Potentials auBler fiir
einen engen Kreis von mathematisch geschulten Fachleuten unbekannt
sei. Deshalb schlug Helmert in seinen Theorien der Hoheren Geodisie

aw
[1], Band 11, S. 504, 1884, den Quotienten

Y45
von Ch. A. Vogler als Arbeitshohe bezeichnet [7], S. 11-13.

Um die korrekten Werte der geopotentiellen Kote zu erhalten,
miissen wir die absoluten Schwerkraftswerte kennen. Da bis zur Stunde
noch kein genauer absoluter Wert von g fiir den internationalen Aus-
gangspunkt Potsdam vorliegt, nehmen wir den konventionellen Wert
981.274 cm sec?, der gemilB Beschluf8 der X. Hauptversammlung der
UGGI bis zum Schlufl des Internationalen Geophysikalischen Jahres
1957/58 beibehalten werden soll, ungeachtet des Umstandes, daB3 er
um ungefidhr 12 mgal zu grofl ist. Wenn in naher Zukunft am Schwere-

vor: diese Gré3e wurde
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wert fiir Potsdam eine Korrektur 4g, anzubringen sein wird, ist an der
Schwere g; in einem Punkt I die Korrektur anzubringen:

Agi = Agoﬁ (11) .

0

Daraus ergibt sich, dafl die Korrektionen ¢; im Maximum um 0.05 mgal
abweichen kénnen, indem

0,978 < ¢ < 0.984 kgal
Als Einheit fiir die geopotentiellen Koten wihlen wir das Kilogalmeler.
1 kgal - m = 100 em. 1000 gal = 105 . em? - sec? = 105 CGS.

Die Zahl, welche die geopotentielle Kote C in einem Punkt in u.g.p.
(unités géopotentiels) darstellt, ist grob um 29; kleiner als die Meeres-
hohe, in Metern ausgedriickt.

3. Dynamische Pseudohdhen

Nachdem wir mit Hilfe des Nivellements und von Schweremessungen
in einzelnen seiner Fixpunkte in den Stand gesetzt werden, Zg,, ; - 4z;
mit geniigender Genauigkeit zu bilden, wollen wir sehen, was wir mit
diesen Summen der Produkte aus Schwerewerten und Nivellements-
hohendifferenzen anfangen kénnen.

Wenn wir Cp von Formel (10) durch den Schwerewert y,%* am inter-
nationalen Ellipsoid in 45° Breite und in Meereshéhe (die sogenannte
Normalschwere) dividieren, wo

Yo = 0.980629 38668 kgal
ist, erhalten wir eine GréB3e mit der Dimension cm, also eine Linge. Wir

&
nennen diese Groflle R dynamische Pseudohohe und bezeichnen sie

Yas
mit H'p. Es ist
P P =
C i - Az; i —
H’P — —P ?Zﬁgml : : = -} Zg———ml Y AZi——ZAZi
Y15 5 Y15 5 Y45 1]

P
2 Az; lings des Nivellierweges von 0 bis P stellt das rohe Nivellements-
0

P
resultat dar; wenn wir Z ot — Ve dz; als die «dynamische Pseudo-
5 Yas
hoéhenkorrektur», abgekiirzt DK, bezeichnen, so ist
H’p = — rohes Nivellementsresultat + DK
P -
DK = Z it __YE, A (12)
Y45
0
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Diese dynamische Pseudohéhe H’p weist die folgenden Eigenschaften
auf:

1. Sie ist proportional zu Cp.

2. Alle Punkte mit gleichem H’p liegen auf einer und derselben
Niveaufliche des Erdschwerefeldes; insbesondere liegen die Punkte mit
H’p = 0 auf dem Geoid.

Trotz diesen sehr wichtigen Eigenschaften eignen sich aber die dy-
namischen Pseudohéhen nicht als Ersatz fiir die Meereshohen, da sie sich
gemaf (12) um die DK von den rohen Nivellementsresultaten unter-
scheiden. Diese «dynamische Pseudohdhenkorrektur» kann aber sehr be-
triachtlich von Null abweichen, speziell in Gebieten, die stark von der
Breite 45° abweichen. .

Die DK kann schon bei Hp = 1000 m 2,63 m erreichen.

Wir nennen diese Eigenschaft der dynamischen Pseudohdhen ihren
metrischen Nachteil. Zur Vermeidung dieses Nachteiles hat man nach
melrischen Pseudohéhen gesucht, welche die Eigenschaft aufweisen, dai
sie sich moglichst wenig von den rohen Nivellementshohen unter-
scheiden. K. Ledersteger definiert sie in [9] als Grofen, die aus der geo-
potentiellen Kote Cp durch Division durch den Durchschnittswert einer
geeignet definierten Schwere in einer Lotlinie erhalten werden.

Solche metrische Héhen sind:

1. die orthometrischen Meereshéhen als Linge der Lotlinie zwischen
dem Punkt P an der Erdoberfliche und dem Geoid;

2. die orthometrischen Helmert-Hohen;

3. die modifizierten sphiroidischen Pseudohohen von Vignal;

4. die sphiroidischen Pseudohéhen von Baranov.

Da wir die dynamische Pseudohohe in der Folge als bequemen Aus-
gang zu den metrischen Héhen benutzen, wollen wir uns kurz mit ihrer
Berechnung beschiftigen. Wir finden

Cp
Yas

Wenn wir eine Rechenmaschine mit automatischer Division zur
Verfiigung haben, verwenden wir direkt die Division durch y,; sonst
benutzen wir die Multiplikation mit dem reziproken Wert von y,. Es ist -

1
— = 1,0197532458.

Yas

H'p =

4. Die orthometrischen Meereshéhen

Unter der orthometrischen Meereshéhe Hp eines Punktes P auf der
physischen Erdoberfliche verstehen wir die Linge des Stiickes der ge-
krimmten Lotlinie von P bis zu ihrem Schnitt P’ mit dem Geoid.

Wir kénnen H p aus der geopotentiellen Kote Cp wie folgt bestimmen:

Aus Gleichung (1) und (10) folgt

P
— AW = + C = + [ gp dhp,
0
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wo gp die Schwere in der Lotlinie von P, wihrend dhp das betreffende
Differential ist. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

p
+ C =gp fdhp =gp - Hp
) ;

wo gp der Durchschnittswert von gp lings der Lotlinie von P’ bis
P ist. Wir erhalten daher die orthometrische Hohe von P:

Hp = glj (13)
gap

Die durchschnittliche Schwere gp lings der Lotlinie P’ P kénnen
wir aber nicht durch Beobachtungen erhalten, weil wir im Innern der
Erde keine Messungen anstellen kénnen, es sei denn, dal vom Punkte P
bis auf das Geoid bis P’ ein Schacht gebohrt wiirde. Man kann also keine
orthometrischen Héhen bestimmen, ohne dal man Hypothesen an-

nimmt, etwa tiber die Dichte der Gesteine in der Erdrinde.

Die orthometrischen Hoéhen unterscheiden sich daher in grund-
legender Weise von den dynamischen Pseudohdhen. Denn diese kénnen
wir hypothesenfrei aus der geopotentiellen Kote Cp bestimmen. Weshalb
versuchen wir denn orthometrische Hohen zu bestimmen?

In erster Linie stellen sie die einzigen wirklichen Hohen dar, die wir
bei der Behandlung von vielen geoditischen Problemen nicht umgehen
koénnen. Dann gestatten sie die Verdichtung des Hohennetzes mit Hilfe
der trigonometrischen Héhenmessung; denn dynamische Pseudohdhen
stehen nicht in einfacher Beziehung zu trigonometrischen Hdohen-
differenzen.

Die Bestimmung orthometrischer Hohen kommt also auf die Er-
mittlung der durchschnittlichen Schwerewerte gp heraus. Ein Verfahren
zur Loésung dieser Aufgabe wurde zuerst von Th. Niethammer in [10]
angegeben. Er geht von der Annahme aus, dal sich die Schwerkraft
linear mit der Hohe dndert und dal3 die Massen zwischen Meeresniveau
und Erdoberfliche in Prismen eine konstante Dichte haben.

Diese Massen denken wir uns als Uberlagerung der Erdmasse in
folgender Weise zusammengesetzt:

1. aus einer ebenen Platte von der Dichte ©® und der Hohe Hp,
welche vom Meeresniveau bis zum Stationsniveau geht;

2. aus den Massen der Dichte + &, welche das Stationsniveau iiber-
ragen, und den Massen der Dichte — @ im Raume zwischen Stations-
niveau und der tiefer liegenden Erdoberfliche, die also gegeniiber der
ebenen Platte einen Massendefekt darstellen.

Fiir den Gradienten der Schwerkraft nach der Héohe nehmen wir mit
Baeschlin [3], S. 706,
— 0.0000030827 gal cm™!
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Da wir lineare Anderung von ¢ nach H voraussetzen, ist der Mittel-
- H —
wert gp identisch mit dem Schwerewert in der Hohe _QE' Um g¢gp zu

finden, ziehen wir vom Oberflichenwert gp zuerst die Anziehung der
sogenanten Bouguer-Platte ab:
3 ® H

Ag’ — - - g = 0.1119 H m mgal,
=96, r"Y B

wenn wir @ = 2.67 annehmen, @,, = 5.516843.4.

Dann senken wir den Punkt P um die halbe Meereshéhe; es wird
deshalb
4g = + 0.15413 H m mgal

Die Hauptschwierigkeit besteht nun bekanntlich in der Bestim-
mung des Einflusses der Abweichungen des Geldndes von der horizon-
talen Platte. Der Einflul dieser positiven oder negativen Zusatzmassen
auf den Oberflichenpunkt P, A¢”, muBl nachtriglich um die Wirkung
derselben Massen auf den Mittelpunkt der Lotlinie, die topographische
Korrektion des Durchschnittswertes der Schwere, 4g”, vermindert
werden. Man findet so nach Niethammer:

gp = gp + 0.04223 H m mgal + Ag” — Ag" (14)

Die Bestimmung von 4dg” und A4g” aus der mittleren Héhe der
Kompartimente, in welche wir die «Topographie» mit Zonen und Sek-
toren unterteilen, ist reichlich kompliziert, wenn auch Niethammer in
der zitierten Abhandlung [10] Tabellen gibt, mit deren Hilfe wir die
Werte fiir die Argumente Hp (Stationshéhe) und h (Hohendifferenz der
Mittelwerte der Hohen des Gelindes gegeniiber dem Stationsniveau)
fir die Dichte @ = 1 von 4¢g” — 4g” in graphischen Tafeln bestimmen
konnen. Da zwei Argumente Hp und h vorhanden sind, mii3ten Tabellen
mit zwei Eingéngen erstellt werden. Da aber die Interpolation in solchen
Tabellen mithsam ist, hat Niethammer graphische Tafeln fiir jede Zone
erstellt. Er geht in seinen Tafeln bis 188 km von der Station. Die Haupt-
arbeit liegt in der Bestimmung der 136 Sektoren um jede Station herum,
wihrend die Ablesung der Tafeln verhiltnismifBig wenig Zeit braucht.
Die Theorie von Niethammer ist allerdings nicht vollstindig. Bekannt-
lich verwendet man in der Geodisie die Theorie der Isostasie. Der Ver-
fasser hat in [11] eine Erginzung zur Berechnung des Einflusses der
Isostasie gegeben. Es handelt sich darum, an Stelle der Tafeln von
Niethammer neue Tafeln zu berechnen und zu publizieren. Wenn diese
Tafeln vorliegen, bietet die Beriicksichtigung des Einflusses der Isostasie
keine Mehrarbeit gegeniiber Niethammer.

Aber der Verfasser hiilt diese Methode doch zu arbeitsintensiv, als
dafl man sie fiir die Bestimmung der orthometrischen Hoéhe der sehr
groen Anzahl von Punkten einer Landesvermessung verwenden kénnte.
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Wir erkennen, da3 die Abweichung der Niethammer-Hoéhen von den
noch zu behandelnden Helmertschen orthometrischen Hohen verhéltnis-
malig gering ist, so dal man fiir die Masse der Punkte die Ndherungs-
werte verwenden kénnte. Dagegen sollte in jedem Lande mit gréGeren
Meereshohen nach der erginzten Niethammer-Methode fiir charak-
teristische Punkte die Korrektur auf die Helmert-Hohen bestimmt wer-
den, um die Differenz fiir verschiedene Verhiltnisse kennenzulernen.
Gemail} (14) finden wir

Cp

Fg = ;
P 9p + 0.04223 h + dg” — Ag”

(15)

Fiir h ist ein Niherungswert fiir Hp zu wihlen, den man aus den
rohen Nivellementsresultaten bestimmt. Wenn eine leistungsfihige Re-
chenmaschine mit automatischer Division vorliegt, wird man die Division
nach (15) explicite durchfiihren. Wenn dies nicht der Fall ist, wandelt
man den Divisor um.

H Cp
e .
0.04223 h dg” — Aqg”
745(1_1+gp I + J J)
Y5 Y15 Y15
_— 0.04223 h Adg” — Aq”
yﬁ(“rgp Va5 + + dg g)
Ya5
_ Cp ( 1 9P —yw) +0.04223h + Ag”m—Aﬁ”))
Va5 Y15
’ H’P ” ey 4 »
Hp = H'p — [(9p — yi) + yus + 0.04223 h + dg” — Ag”]  (16)

45

H’p ist die dynamische Pseudohdhe des Punktes P, Auf den Fehler
dieses Resultats treten wir spiiter ein.

&, Die Helmertschen orthometrischen Héhen

Auf der Suche nach Nidherungsmethoden zur Berechnung der ortho-
metrischen Hohen stoflen wir auf eine schon im Jahre 1890 von Helmert
in [5] angegebene sehr einfache Methode. Sie stiitzt sich auf die Annahme,
daBl das Gelidnde in der Umgebung der Station horizontal und eben sei.
Man erhélt also diese Methode aus derjenigen von Niethammer, wenn
man dort den Einflul der «Topographie» vernachlissigt, also in (14)

49" — 49" =0
setzt. Damit wird
gp = gp + 0.04223 h mgal (14a)
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Da man hier gp als beobachtet ansehen darf und fiir k einen geeig-
neten Niherungswert einsetzen darf, ist der durchschnittliche Wert gp
der Schwere sehr leicht zu bestimmen. Man erhilt die Helmertschen
orthometrischen Meereshthen aus

Cp
gp + 0.04223 h

HPHelmert — a7

Durch eine ganz analoge Umforinung wie bei (16) erhalten wir

1
HpHelmert — f'py, H'p o (gp — v -+ 0.04223 h) (18)

N Y45

Aus vielen Beispielen, die in der Schweiz und in Osterreich durch-
gerechnet worden sind, ergibt sich die Differenz zwischen Niethammer-
und Helmert-Hohen maximal zu 10 cm. Da die Meereshéhe in der
Mitte des europiischen Kontinentes einen mittleren Fehler von + 10 em
aufweist, kann man diese Unsicherheit tolerieren.

6. Die modi fizierten sphdroidischen Pseudohdhen von Jean Vignal

Diese von Jean Vignal in [12] eingefiihrte orthodynamische Pseudo-
héhe oder, wie wir sie mit K. Ledersteger in [9] nennen, die «modifizierten
sphéroidischen Hohen», definieren wir die durchschnittliche Schwere ¥
auf dem Sphiroid als die Schwere in der Breite B, y, im Meeresniveau
und der halben Héhe Hp. Es wird also

7 =y, + 0.15413 h

Wenn wir die Vigngal-Pseudoh('ihen mit Vp bezeichnen, wird deshalb

Ve = Cp (19)
P + 01541, h
Durch eine Umformung analog zu (18) und (16) erhalten wir:
V ! ’ 1
Vp=Hp—H'p — (yy— yss + 0.1541, h) (20)

Yas

7. Die Pseudohdhen von Baranov

Vladimir Baranov schlug 1951 seine Pseudohohen vor, indem er Eyp
als das arithmetische Mittel aus dem beobachteten Schwerewert gp an
der Erdoberfliche und der sphiroidischen oder normalen Schwere y, im
Fullpunkt der Lotlinie auf dem Ellipsoid nahm.
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Wir definieren daher die Baranov-Hohe im Punkt P, die wir als
- Bp bezeichnen:

Cc
B o e B (21)
gp + voP
2
Durch Umformung analog wie friither finden wir
; ;1 gp + vop
Bp = Hp—H'p - - (~— Yoo + T —) (22)
Yas 2

Da wir hier, wie auch bei den Vignal-Hohen, die sphiiroidische oder
normale Hohe im Meeresniveau brauchen, benutzen wir die von Alfred
Schleusener in [8] publizierten Werte. Sie griinden sich auf die «Inter-
nationale Normalschwere 1930», welche im Jahre 1930 von der Haupt-
versammlung der Internationalen Assoziation in Stockholm festgelegt
worden ist. Es ist

yoP = 978049.00000 (1 + 0.005288 400 sin? B —
— 0.000005900 sin? 2 B) mgal

oder v,B = 980632.27192 — 2586.15717 cos 2B +
+ 2.88524 cos 4 B mgal

Dacos 2B =cos? B—sin? B =1—2sin? B
und cos 4B =1 —2sin?22B,
sind die beiden Formeln gleichwertig. In der ersten Form ist

978 049.00000 mgal die normale Schwere am Aquator; diese Form wurde
im Jahre 1930 publiziert. Es ist

Yo' = in Zukunft vereinfacht geschrieben y,; =
= 980629.38668 mgal = 0.980629386 68 kgal

1
A 10197532458 . '
Vs kgal

Die Fehler der durch Umformung erhaltenen Werte (16), (18), (20)
und (22) wollen wir durch eine gemeinsame Methode ermitteln. Wir be-
zeichnen in den umgeformten Formeln die Ausdriicke

gp — yss + 0.0422; h + Ag” — Ag” als agrthometrisch

gp — vas + 0.0422; h als ayeimert
p+ gp
z¢ 5 V15 als aparanov

203



Mit diesen Abkiirzungen erhalten wir

: 1
die orthometrische Hohe Hp = H'p ——— —

1+ aort-l.1.. -

: 1
die Helmertsche Hohe HpHelmert — pgrp,  —
1 + agelmert

W 1
die Vignal-Hdéhe Vp=Hp—— —
1 + avignal
. . 1
die Baranov-Hohe Bp=Hp—

1 + aparanov

Da nach der binomischen Reihe

1

—— =1—a at— ..,
1+ a *

erhalten wir die zu dem a entsprechende Héhe

) a a?
Héhe — H'p (1 e )

Yas ‘3/245
. oy H'pa® X ) .
Der Fehler der Hohe ist daher " Wenn wir das Glied mit «?
Yas

1
weglassen und nidherungsweise — gleich 1 setzen, finden wir:
Y5

Fehler der Formel (16) = H'p (gp — ys5 + 0.0422; h + Ag” — Adg”)?
Fehler der Formel (18) = H’p (gp — vy + 0.0422, h)?
Fehler der Formel (20) = H’p (yy — y4 + 0.1541.3 h)?

2
IFFehler der Formel (22) = I'p (%Pg—gp — 'y45)

Wihrend die hier behandelten metrischen Hohen in mathematisch
einwandfreier Weise definiert sind, miissen wir hier auch noch die sogenann-
ten Gebrauchshohen erwiahnen, die gemill Wunsch Nummer 7 der Haupt-
versammlung der AIG vom September 1954 in Rom es jedem Mitglied-
lande frei 14Bt, nach freiem Ermessen Gebrauchshohen (altitudes offi-
cielles) fiir die Publikation an die Offentlichkeit des Landes wiihlen zu
lassen. Diese Gebrauchshohen sollen moglichst wenig von den rohen
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Nivellementsergebnissen abweichen; sie sehen also dieselben Eigen-
schaften vor wie die metrischen Héhen. Aber im Gegensatz zu diesen
brauchen sie nicht aus der geopotentiellen Kote Cp durch Division durch
einen Durchschnittswert einer geeigneten Schwere in einer Lotlinie ge-
wonnen zu werden. Vorschlige fur Gebrauchshohen haben Baeschlin in
[14], F.R. Jung in [15] und Tardi in [16] gemacht. Um unsern Aufsatz
nicht zu lang werden zu lassen, beschrinke ich mich auf diese Hinweise.

[1]
[2]
[3]
(4]
[5]

[6]
[7]

[8]
[9]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]
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