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Lotlinienkriimmung und Projektion eines Punktes
oder emer Strecke auf das Geoid

Von E. Hunzzker

Die Forderung nach einer ungewﬁhnlich groflen Mef3genauigkeit wirft
auch ungewohnte Fragen auf. So blieb nach der Messung der Basis in
Heerbrugg abzukliren, was fiir eine Rolle die Lotkriimmung bei der Pro-
jektion der Basis auf das Geoid spielt.

In den nachstehenden drei Abschnitten wird die Wirkung der Lot-
linienkriimmung untersucht, zuerst deren EinfluB auf die Projektion
eines Oberflichenpunktes auf das Geoid und hernach, wie sich die Lot-
kriimmung bei der Projektion der Basis in Heerbrugg geltend macht.
Im letzten Abschnitt findet man vergleichsweise noch die Verhiltnisse
eines in groBer Hohe gelegenen Punktes, der Station Jungfraujoch,
dargelegt.

1. Der Einfluf? der Lotlinienkriimmung auf die Lage
eines projizierten Punkles '

Helmert projizierte die Oberflichenpunkte der Erde auf ein Ellip-
soid und benutzte dazu die Normale auf die Ellipsoidfliiche. Auf diese
Weise entsteht die Lotabweichung im Punkte P der Erdoberfliche als
Winkel zwischen der Lotrichtung im Punkte P und der Richtung der
projizierenden Ellipsoidnormalen (Fig. 1). -

Bei der neuerdings verwendeten Pizzetti-Projektion werden zuerst
die Oberflichenpunkte mit Hilfe ihrer gekriimmten Lotlinie auf das
Geoid und von dort mittels der Ellipsoidnormalen auf das Bezugsellipsoid
projiziert. Die Pizzetti-Projektion ist also eine Doppelprojektion. Wir
beschrinken uns im Folgenden auf die Projektion auf das Geoid.

Urspriinglich projizierte Pizzetti den Oberflichenpunkt P mit Hilfe
der verlingerten Tangente an die Lotlinie in P Der Schnitt dieser Tan-
gente mit dem Geoid sei P’ (Fig. 1), der DurchstoBpunkt der gekriimm-
ten Lotlinie durch das Geoid P. Die Lotlinie wird im allgemeinen eine
Raumkurve sein. In den nachstehenden Figuren 1 bis 3 sind die
Projektionen auf eine Vertikalebene mit einem bestimmten Azimut a,
sowie Schnitte mit dieser Ebene eingezeichnet. |

In Fig. 1 bedeuten:

A = Lotabwelchungskomponente im Oberﬂachenpunkt P und im Azi-
mut a;

A, = Lotabweichungskomponente im Geoidpunkt P;

¢ = A— A,wird kurz als Lotkriimmung bezeichnet; sie ist unabhingig
von der Lage des Ellipsoides;

g = P’P = Lageverschiebung im Geoid in der Richtung « infolge der
Lotkrimmung.
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rung:

Da¢e = A — A, unabhiingig ist von der Wahl des Ellipsoides, kinnen die
Lotabweichungskomponenten /4 und 4, aus den sichtbaren Massen ge-

rechnet werden, wobei unter «sichtbaren Massen» die Massen zwischen
der sichtbaren Erdoberfliche und dem Geoid verstanden werden.

Kann die Projektion der Lotlinie in eine bestimmte Vertikalebene als
Kreisbogen betrachtet werden, so erhilt man mit geniigender Annihe-

g—PP—=PP —PP" —H-tge—H-tg - ~H .
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Sind noch fiir weitere, regelmiflig auf der Lotlinie verteilte Punkte
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Q Lotabweichungskomponenten gerechnet worden, so 146t sich die Kor-
rektur g ohne jegliche Annahme iiber die Form der Lotlinien-Raumkurve

und deren Projektion bestimmen. Dieses einfache Integrationsverfahren
ist von F.Gassmann angewendet worden und ist nachstehend angegeben.

s =H.tgA
n-1 A
o Ai + Aiq
Ay - dh =Z 5 - 4h. (1.2)
il
g =s—r




Wegen der Kleinheit von A4 kann der Abschnitt ¢ auf dem Geoid gleich
¢’ angenommen werden.

2. Korrektur der projizierten Basis Heerbrugg
wegen Lollinienkriimmung

Setzt man voraus, die beiden Basisenden liegen in gleicher Meeres-
héhe, so hat man die in Fig. 3 skizzierten Verhéltnisse.

Die Projektion der gekriimmten Lotlinie durch A trifft das Geoid
im Punkte A. Die mittels der in A und B geradlinig verlingerten Lot-
linien erhaltene projizierte Basis A’B’ bedarf also einer Korrektur
(— g4 + g¢B), will man die Basis AB auf dem Geoid erhalten. Die Korrek-
tur — k = g4 — gqp ist klein im Vergleich zur Korrektur K, die an der
Liange einer in der mittleren Meereshohe h, gemessenen Basis ange-

bracht werden muf}, um die Linge in der Meereshéhe Null zu erhalten.
Bezeichnet man die Basislinge mit D und den Erdkriimmungshalbmesser
im Azimut a mit R, so ist:

h
K-—p-
WO
1 _ cosla L sin?a
R M N

Fir die Heerbrugger Basis ist K von der Grofienordnung —50 cm.

Doch wenden wir uns wieder der Korrektur wegen Lotkriimmung zu.
Das Siidende der Basis Heerhrugg befindet sich auf dem Montlingerberg.
Auf der Lotlinie dieser Station ist fiir vier Punkte aus den sichtbaren
Massen die Lotabweichungskomponente /A in der Basisrichtung gerechnet
worden. Die vier Punkte sind folgendermaflen auf der Lotlinie verteilt:
Oberflichenpunkt P in Meereshéhe 475 m, Q’ in Meereshéhe 300 m, Q” in
Meereshohe 150 m und P in Meereshéhe 0. Da die Lotkriimmung zum
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weitaus groBten Teil von den verhidltnisméiBig nahe gelegenen Massen
verursacht wird, geniigte es, sich auf die Massen innerhalb einer Hori-
zontaldistanz von 2 km zu beschrinken. Im Hinblick auf die nicht ein-
fachen geologischen Verhiltnisse ging es nicht an, fiir alle Massen zwi-
schen der Erdoberfliche und dem Geoid eine einheitliche Dichte anzu-
nehmen. Dementsprechend wurde auBler der Erdoberfliche, dem soge-
nannten oberen Relief, ein zweites, unteres Relief beriicksichtigt. Die
Dichte der Massen zwischen dem Geoid und dem unteren Relief wurde
gleich 2,7 (Kalkgestein) gesetzt, die Dichte zwischen unterem und oberem
Relief gleich 1,9 (Schotter) angenommen. An den Stellen, wo das Kalk-
gestein aus dem Schotter herausragt, fallen unteres und oberes Relief
zusammen. Das untere Relief ist im Mallstab 1: 25000 von N. Bavoni,
Geologen am Geophysikalischen Institut der ETH, entworfen worden.
Es gingen die folgenden Lotabweichungskomponenten hervor:

Punk Meereshéhe Lotabweichungs- Lotkrimmungs-
e H komponente A komponente
P 475 m A, = + 07,75 #
0’ 300 m A, = + 07,50 e
Q" . 150 m A, = + 07,18 4 0,,’09
P 0Om A, = + 07,09 ’
« Lotkrimmung» A, — A4, = + 07,66 + 07,66

Positives Zeichen der 4 bedeutet Ablenkung des Zenites in der Richtung
nach dem Basisende Nord.

Wie schon gesagt, wurden die Massen nur bis zu einer Entfernung
von 2 km von der Station beriicksichtigt. Es zeigte sich, dal} die einzelnen
Ringzonen die folgenden Beitrige zur Lotkrimmungskomponente liefern:

Beitrag an die
. Massen Lotkrimmungskomponente
in der Entfernung . .
: i g in %
0,0-0,1 km +0,32 48
0,1-0,2 km + 0,17 26
0,2-0,3 km + 0,07 11
0,3-0,4 km + 0,05 8
0,4-0,5 km + 0,02 o 3
0,5-1,0 km + 0,03 4
1,0-2,0 km 0,00 0
0,0-2,0 km 4+ 0,66 100

Die Einwirkung sichtbarer Massen auf die Lotkrimmung nimmt also mit
der Entfernung rasch ab.

147



Rechnet man nun nach 1.1, das heillt nach der vereinfachenden An-
nahme, die Projektion der Lotlinie sei ein Kreisbogen, die Korrektur gq,
so wird:

Al_'Az '
q =—— - H= 0,76 mm.
2p

Die strengere Bestimmung von ¢ nach 1.2 gibt
qg = 0,85 mm.

Im Punkte Basisende Nord sind sowohl die topographischen als auch
die geologischen Verhiltnisse einfacher als im Punkte Basisende. Siid.
Der Einflul der Lotkriimmung infolge der Anziehung durch die sicht-
baren Massen diirfte deshalb im Punkte Basisende Nord vernachlissig-
bar sein. _

Bis jetzt war ausschlieBlich von den aus sichtbaren Massen gerechne-
ten Lotabweichungen die Rede. Es soll nun auch die Wirkung der soge-
nannten normalen Lotkrimmung in die Untersuchung einbezogen wer-
den. Denkt man sich die Erdrinde von allen storenden Massen befreit, so
daf} auf ihrer Oberfliche in jedem Punkte die sogenannte Normalschwere
vorhanden ist, so verlaufen die Niveauflichen, das hei3t die Flichen
gleichen Potentials, nicht parallel. Man nennt die auftretende Konver-
genz die normale Konvergenz der Niveauflichen. Eine senkrecht zu
diesen Niveauflichen verlaufende normal gekriimmte Lotlinie liegt in
einer Meridianebene. lhre Kriimmung bewirkt eine Abweichung 4¢ der
im Oberflichenpunkt P gemessenen Polhohe ¢ gegeniiber der Polhéhe ¢’
im Geoidpunkte P. Die beobachtete Breite ist stets zu groB. d¢ stellt zu-
gleich die Differenz zwischen der Lotabweichungskomponente £ im
Punkte P und der Lotabweichungskomponente ¢, im Punkte P dar.
Iis ist:

£§—§& = d¢” = 0,000171 - sin2¢ - H™,

das heif3t, die normale Lofkriimmung wichist proportional mit der
Meereshéhe H, oder, mit anderen Worten ausgedriickt, infolge der Klein-
heit von d¢ (erst 1”7 fir [/ = 5800 m) darf die normal gekriimmte Lot-
linie als Kreisbogen angesehen werden.

Projiziert man die normal gekriimmte Lotlinie im Punkte Basisende
Stid (Montlingerberg) auf die Vertikalebene in der Basisrichtung und
benutzt man die Nidherungswerte ¢ = 47°20" und a = 34°,5, so ergibt
sich 4’ = 0,000141 . H™
und daraus fiir die vier herausgegriffenen Punkte der Lotlinie die folgen-
den Lotabweichungskomponenten A’:

P: H=475m; A’ = 4+ 07,07

Q' 300m; A% = + 07,04
Q" 150m; A3 = + 07,02
P : Om; A, = 07,00
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Addiert man diese /1’ zu den weiter oben aufgefiihrten /, so erhilt man
‘aus 1.2 eine Korrektur ¢4 von + 0,93 mm.

Ganz entsprechend sind dem Punkte Basisende Nord — wenn zwi-
schen Oberflichenpunkt und Geoid wieder zwei Zwischenpunkte Q’ und
Q" eingeschaltet werden — die folgenden A’ zugeordnet:

P: H=415m; A, = + 0”06

Q’: 280m; A = + 07,04
Q" 140 m; A’ = + 07,02
P 0 ; A= 07,00

Sowohl nach 1.2 als nach 1.1 gerechnet findet man
gg- = 0,06 mm.
Die Korrektur — k = ¢4 — gg nimmt den Wert an:
k = — 0,87 mm.

Infolge der Krimmung der Lotlinie ist also die Basislinge um 0,87 mm
zu verkiirzen.

3. Die Kriimmung der Lotlinie im Puniie .fung/mujoch

Im siidlichen Endpunkt der Heerbrugger Basis mit seiner verhalt-
nismiflig kleinen Meereshéhe bleibt die Lotlinienkriimmung und deren
Einflul gering. Um vergleichen zu kénnen, wollen wir nun noch die Ver-
hiltnisse in einem Hochgebirgspunkt, dem Jungfraujoch, betrachten.

Auf der Lotlinie des Jungfraujoches sind acht Punkte ausgewihlt
worden: der Oberflichenpunkt P mit der Meereshéhe 3575 m; die Punkte
@i mit den Koten 3000 m, 2500 m, 2000 m, 1500 m, 1000 m, 500 m; der
Punkt P’im Geoid. Fiir alle diese Punkte sind aus den sichtbaren Massen
die Lotabweichungskomponenten ¢ im Meridian und » in der dazu senk-
rechten Ebene, im ersten Vertikal, bestimmt worden. Die beiden Kom-
ponenten wurden doppelt, sowohl topographisch, das heilit allein aus den
sichtbaren Massen, als auch mit Beriicksichtigung der Isostasie, gerechnet.
Dabei wurde angenommen, die sichtbaren Massen weisen einheitlich die
Dichte 2,67 auf. Ferner sind die sichtbaren Massen bis zu einer IEntfer-
nung von 79,79 km, dem inneren Radius der Zone 11 von Darling, mit
einbezogen worden.

Die Ergebnisse findet man in der nachstehenden Tabelle zusammen-
gestellt. Positives £ bedeutet Ablenkung des Zenites nach Norden, posi-
tives n Ablenkung des Zenites nach Osten. Bemerkenswert sind die gro-
3en Werte der £ und n sowie die bis auf 5” ansteigenden Betriige der Lot-
krimmung im ersten Vertikal. Sowohl die Projektion der Lotlinie auf
den Meridian als auch die Projektion auf den ersten Vertikal weisen einen
Wendepunkt auf. Die Projektion auf die Meridianebene hat in ihrem
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obersten Teil eine nach Siiden und hernach eine nach Norden konkave
Seite; die Projektion auf den ersten Vertikal ist zuerst nach Osten und
dann nach Westen konkav. '

H topographisch isostatisch
Punkt i 5 4 ¢ i
P ' 3575 + 237,10 : — 167,98 | + 19,71 : — 157,58
O 3000 + 247,48 | —177,62 | + 217,06 | —16”,17
Q. 2500 + 24”711 | —16",74 | + 207,62 | —15",25
Qs 2000 + 237,33 | —157,82 | +197,73 | —14",27
Q. 1500 + 227,53 : —15”,12 | + 187,91 | — 137,53
Qs 1000 + 217,33 | —14",05 | + 177,86 | — 127,33
Qs 500 + 207,56 | — 137,33 | + 167,67 = — 117,58
p’ 0 + 207,24 | — 12756 | + 16”,27 | —107,75
«Lotkrimmung» | + 27,86 | — 4742 | + 37,44 — 4”,83

Wendet man wieder die Beziehungen 1.2 an, so findet man im Meridian
fiir die Verschiebung g die zwei Betrige:

aus den topographisch gerechneten ¢: ¢ = 4+ 8,7 mm,
aus den isostatisch gerechneten ¢: g = + 12,2 mm.

Der Durchstolpunkt der gekriimmten Lotlinie durch das Geoid ist um
g: nach Norden versetzt.

Im ersten Vertikal ergibt sich

aus den topographisch gerechneten »: Iy = —27,6 mm,
aus den isostatisch gerechneten »: Im = —30,8 mm.

Der Schnittpunkt der gekriimmten Lotlinie mit dem Geoid liegt um ¢
westlich des Fullpunktes der in P geradlinig verldngerten Lotlinie.

Die vereinfachende Annahme, die Projektionen der Lotlinien weisen
Kreisform auf, wird hier den wirklichen Verhéltnissen durchaus nicht

mehr gerecht. Dementsprechend gibt 1.1 die sehr stark abweichenden
Werte:

aus £p — ¢p/, isostatisch abgeleitet: g: = +29,8 mm,
aus np — np’, isostatisch abgeleitet: I = —41,9 mm.

Um den Verlauf der Lotlinie zu veranschaulichen, sind auch fiir die sechs
Niveauflichen durch die Punkte Q die Abstéinde ¢g; und Iy gerechnet wor-
den. Die Ergebnisse sind in der nachstehenden Tabelle aufgefiihrt.
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Meereshéhe Austopographisch Aus isostatisch gerechneten
: gerechneten Lot- Lotabweichungen
der lthveau- abweichungen
fliche . ; - ;
s i 4y % | 4y g | Azimut
m mm  mm mm | mm mm @ °
3575 0,0 : 0,0 0,0 : 0,0 0,0 | —
3000 —1,9 +09 | —19: + 0,8 2,0 : 1558
2500 —4,8 : + 14 | — 46 | + 1,2 4,8 : 166,0
2000 —63 : — 03| —58: — 10,8 5,8 = 188,3
1500 —59  — 40| — 48  — 4,9 6,9 = 225,6
1000 —31 : —98 | — 1,6 : —11,3 11,4 = 262,1
500 +21  —17,8 | + 4,4 @ —20,1 20,6 @ 282,3
0 + 8,7 | —27,6 | +12,2 : —30,8 33,1 = 291,6

ge positiv: Versetzung des DurchstoBpunktes der gekrimmten Lotlinie
nach Norden;

I positiv: Versetzung des DurchstoBpunktes der gekriimmten Lotlinie
nach Osten.

Die Tabelle gibt ferner in den beiden letzten Kolonnen den resultierenden
Abstand ¢ und dessen Azimut. Die DurchstoBpunkte der gekrimmten im
Raume verlaufenden Lotlinie durch die einzelnen Niveauflichen liegen
also — bezogen auf die Durchstofpunkte des geradlinig verlingerten Lotes
im Oberflichenpunkt P — innerhalb eines Fichers von 136°.

Eine anschauliche axonometrische Darstellung des Verlaufes der
Lotlinie im Punkte Jungfraujoch hat schon F. Kobold in seiner Verdsffent-

Nord
fig. 5 .
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lichung «Die astronomischen Nivellemente in der Schweiz» gegeben, er-
schienen in der deutschen «Zeitschrift fiir Vermessungswesen», 1957,
Hefte 4 und 5. In verkleinertem Ma@stab wiederholen wir mit Genehmi-
gung des Verfassers in Fig. 4 die erwidhnte Zeichnung. N, — N, bedeutet
die Lotlinienrichtung im DurchstoB8punkt der gekriimmten Lotlinie durch
das Geoid; mit N — N ist die gekriimmte Lotlinie bezeichnet.

In der Fig. 5 ist als Zeichnungsebene die Normalebene zur Tan-
gente an die Lotlinie im Oberflichenpunkt P gewihlt. Die genannte
Tangente wird also durch den Punkt P dargestellt. Auf der Ordinaten-
achse — mit der Nordrichtung zusammenfallend — wurden die g¢, auf der
Abszissenachse die gy aufgetragen. Die eingezeichneten Punkte sind die
Normalprojektion der Schnittpunkte der gekriimmten Lotlinie mit den
betreffenden Niveauflichen auf die Zeichnungsebene.

Zusammenfassend 146t sich sagen: Im Gebirge geht es nicht an, die
Lotlinie durch einen Kreisbogen zu ersetzen. Die Lageverschiebung ¢
des Durchstolpunktes der gekriimmten Lotlinie durch das Geoid, gegen-
tiber dem Durchstoflpunkt des geradlinig verldngerten Lotes im Ober-
flichenpunkt, kann sich auf einige Zentimeter belaufen. Im Punkte
Jungfraujoch betriigt das isostatisch abgeleitete ¢ = 33,1 mm im Azimut
2910,6."

Analogrecheneinrichtung zur Berechnung
und Ausgleichung von Trilaterationsnetzen

Von H.G. Jerie, ITC, Delft, Holland

1. Einleitung

Seit der Einfithrung der lichtelektrischen und elektronischen Ent-
fernungsmessung gewinnt die geoditische Punktbestimmung durch Tri-
lateration eine immer stirkere Bedeutung. Das damit verbundene Pro-
blem der Netzberechnung und -ausgleichung hat schon vielfache griind-
liche Behandlung erfahren, und mit dem Aufkommen elektronischer
Rechenautomaten bietet auch die Losung groBler Gleichungssysteme
keine uniiberwindbaren Schwierigkeiten mehr.

Trotzdem ist es, und nicht nur aus theoretischen Griinden, reizvoll,
die Moglichkeiten der Ldsung dieser Aufgabe mit Hilfe einer mecha-
nischen Analogrecheneinrichtung, die auf dem Prinzip elastischer Sy-
steme basiert, zu untersuchen.

Die Entscheidung, welche Art der Behandlung vorteilhafter ist, 1408t
sich auf keinen Fall fiir alle praktischen Verhiltnisse im vorhinein treffen.
Natiirlich erscheint die Moéglichkeit, die MeBldaten in einen Rechen-
automaten einzugeben, auf einen Knopf zu driicken und einige Minuten
spidter eine Liste der ausgeglichenen Punktkoordinaten zu erhalten,
iiberwiltigend. Demgegeniiber ist die Arbeit mit einer Analogrechen-
einrichtung ziemlich primitiv; sie bietet jedoch dafiir andere und in ihrer
praktischen Bedeutung ebenfalls nicht zu unterschitzende Vorteile:
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