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Zu den Beweisen des Theorems von Lichtenstein
und der Unmdglichkeit ihnlicher Sehichtung

Von K. Ledersteger, Wien

Die Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten ent-
hilt eine Reihe grundlegender, wichtiger Sitze, deren Beweise jedoch
nicht ganz einfach sind, so daB sie nur schrittweise mit der nétigen Schirfe
erbracht werden konnten. In der folgenden Untersuchung sollen zwei von
diesen Beweisen kritisch betrachtet werden. Es soll gezeigt werden, dai
der schwierigste, dritte Teil des Beweises des Theorems von Lichtenstein
wesentlich vereinfacht werden kann und dal Wavre beim Beweis der
Unmédéglichkeit dhnlicher Schichtung ein sinnstérender Vorzeichenfehler
unterlaufen ist. Des klaren Verstindnisses wegen miissen die Beweise
jedoch zur Génze entwickelt werden, wobei sich iibrigens beim Beweis des
ersten Satzes fiir den Geoditen, fiir den naturgemilB das Clairautsche
Problem der heterogenen sphiroidischen Gleichgewichtsfiguren im Vor-
dergrund des Interesses steht, dank einer entsprechenden Beschrinkung
der Voraussetzungen weitere Vereinfachungen ergeben.

1.

Das Theorem von Lichtenstein besagt, dafl die durch den Schwer-
punkt senkrecht zur Rotationsachse gelegte Ebene eine Symmetrieebene
jeder Gleichgewichtsfigur ist. Der heterogene Kdérper sei aus homogenen
Schichten mit der Dichte p, zwischen den Niveauflichen S, und S, 4
aufgebaut gedacht. Hiermit ist bereits die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir das relative Gleichgewicht eingefiihrt, derzufolge die
Flachen gleicher Dichte mit den inneren Niveauflichen der Figur zusam-
menfallen miissen. T, oder allgemein T'p sei das von der Niveaufliche S,
oder allgemein Sp eingeschlossene Volumen (Abb. 1). Aus Griinden der
Stabilitiat fordern wir noch, dafl die Dichte nach innen niemals abnehmen
darf. Bedeutet dann p;, die Oberflichendichte und p, das Dichtemaxi-
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mum im SchWerpunkt und geht man mit den Schichten zur Grenze Null
iiber, so wird: '

0(o,)
O----- Rt 0; 12,19y
Sy S3 S2 5
Abb. 1
P 1 L |
V=]"-dr = —d — —d
fl‘ T Plfr T + (P2 P1)Jr ¥
T Ty T,
"Px (1)
"1 1 1
4+ (ps—pz)J —r—d'r B e =p1f—;—d-r —|—fdptf-r dr.
T, T p T

Wir wihlen den Schwerpunkt zum Koordinatenursprung und die Rota-
tionsachse zur z-Achse. Durch jeden Punkt kann eine zur z-Achse par-
allele Sehne gelegt werden, welche die Oberfliche in den Punkten z’ und z”
durchst68t. Liegen die Mittelpunkte z,, dieser Sehnen nicht in der Aqua-
torebene (z = 0), so bhilden sie eine Fliche F,(z;) = 0, deren Ordinaten
eine obere Grenze z; haben: z, <z. Dieselbe Uberlegung gilt fiir alle
inneren- Niveauflichen, deren jede durch eine bestimmte Dichte p aus-
gezeichnet ist. Jede innere Niveaufliche schneidet aus einem Teil der
Sehnen gewisse Abschnitte z’ — z’’ aus, deren Mittelpunkte z, eine
Flidche Fp (zp) = 0 bilden mit dem Ordinatenmaximum zp. Ist dann z,
die obere Grenze aller Zp, SO gibt es in T oder auf S mindestens einen
Punkt Q (xy, ye z,) derart, daB3 fiir simtliche Sehnen und Sehnenab-
schnitte die Differenzen h = (2, — zy) > 0 und h = (z, — zp) > 0.
Auf jeder Sehne gibt es also eine Menge derartiger Mittelpunkte, unter
denen zwei ausgezeichnet sind, nidmlich der Mittelpunkt der ganzen
Sehne, welcher der Oberflichendichte p, zugeordnet ist, und ein Grenz-
punkt mit dem Sehnenabschnitt Null, in welchem also die Sehne eine
Niveaufldche mit der maximalen Dichte p;,,x gerade noch beriihrt. Soll
gezeigt werden, dal} die Annahme einer asymmetrischen Schichtung auf
-einen Widerspruch fiihrt, so hat man demnach drei Fille zu unterscheiden.

Im ersten Falle ist Q der Mittelpunkt der ganzen Sehne (x,, y,),
gehort also der Fliche F, an. Die Sehnenendpunkte P’ (x,, y,, z") und
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P’ (x4, Yy, 2’’) haben als Punkte der freien Oberfliche dasselbe Potential.
Bezeichnet man die Projektionen der Oberfliche S und der inneren
Niveaufldchen Sp auf die (x,y)-Ebene mit D und Dp und sind r, und r,
die Abstidnde des laufenden Punktes einer Sehne (x,y) von P’ und P”,
so folgt '

4
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Aus Abbildung 2 erkennt man sofort, dal3 das erste Integral negativ
sein muf. Liegt ndmlich der Mittelpunkt einer beliebigen Sehne (x, y) um
die Strecke h tiefer als der Punkt (, so entspricht jeder Distanz r, des
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Abb. 2

laufenden Punktes von P’ eine kleinere Distanz r, eines symmetrisch zum
Sehnenmittelpunkt gelegenen Punktes von P/, Mithin ist

Cid zt
. 1
—dz < § —dz,
ry S J T
rz ZII

z

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn h verschwindet. Da
aber gewil fiir ein zweidimensionales Kontinuum von Wertepaaren das
Ungleichheitszeichen gilt, ist das erste Integral sicherlich negativ. Fiir
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das zweite Integral, das jeweils iiber den von der Niveaufliche Sy einge-
schlossenen Raum 7p, das heilt nur iber einen Sehnenabschnitt von "
bis z’, zu erstrecken ist, gilt wegen i > 0 unverindert dieselbe Argumen-
tation. Es wiirde also die Potentialdifierenz [ V(P’) — V(P”)] < 0 sein,
was unmoglich ist. Mithin mul3 durchwegs h = h = 0 sein, das heif3it, die
Mittelpunkte aller Sehnen und Sehnenabschnitte miissen in der Aquator-
ebene liegen (z, = z,, = z; = 0), welche somit zur Symmetrieebene
wird. Denn eine andere Parallelebene z = const kommt offensichtlich
nicht in Frage, weil die Symmetrleebene den Schwerpunkt enthalten
mul.

Wir betrachten den zweiten Fall. Die Sehne (x,, y,) beriihre im
Punkte Q gerade die Niveauflache Sp mit dem fiir diese Sehne geltenden
Dichtemaximum. Im Grenzfall kann jetzt Q auch auf S liegen. Fiir die
Beweisfithrung ist es aber einerlei, ob Q in 7 oder auf S oder, anders aus-
gedriickt, auf einer inneren Niveaufliche Sp oder auf der freien Ober-
fliche S liegt. Aus (1) folgt fiir den Punkt Q sofort:

Px
0 *e (1 0 (1
e e’ SEEE 4] SRS d e .
oz, V (g, Yos 20) pl._j ozq (r ) T —I"J dp 820( )d‘r 3)

T, P1 TP
mit
= (& — %) + (Y — y)® + (2 —12¢)%.

Ersetzt man in den beiden Raumintegralen die Ableitung nach z;, durch |
die entgegengesetzt gleiche Ableitung nach z, so gilt

7 1 1
f 'az],( )df = f dx dy ( ) dz = +J dx dylr(%z”)-r(zuz )]
T D
_ 4)
J Z
e ( -)d7=—fdxdyfi(i) dz=+fdx dy[ . ]
0z, : oz\r r(zez") r(ze2’)
Tp Dp 2" Dy

jenachdem h beziehungsweise h i 0 ist. Gibt es also Sehnen oder ! Sehnen-
abschnitte, fiir welche h oder h positiv ausfillt, so sind die Integrale (4)
sicher negativ. Andererseits ist im Punkte @ die Schwerkraft ¢ gleich oder
ungleich Null. Ist g = 0, so ist auch (6 W/0z) = (¢V/0z) = 0. Ist aberg + 0,
hat mithin die zugehorige Niveauflache Sp in @ und einer Umgebung von
( eine stetige Normale, so muf@} die Gerade (x4, J,) diese Niveaufliche in Q
beriithren, woraus wieder (¢ V/0z) = 0 folgt. Mithin muB stets(¢V/oz) = 0
sein, was nur moglich ist, wenn wieder alle h und h verschwinden.
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Der dritte Iall, bei welchem @ der Mittelpunkt eines Sehnenab-
schnittes der Niveaufliche S;, ist, kann leicht auf den ersten Fall zuriick-
gefithrt werden. Man braucht ja blo8 die iiber der Niveaufliche Sp liegen-
den. Massen wegzunehmen, wodurch eine neue Gleichgewichtsfigur mit
dem Raume TP und entsprechend verminderter Masse entsteht. Ist dann
wie im ersten Falle bewiesen, daf3 alle Flidchen Fp (px > p > p) mit der
Aquatorebene zusammenfallen, so tritt fiir die dariiberliegenden Niveau-
flichen nachtriglich wieder einer der drei Fille auf, usf. Damit ist der
Beweis abgeschlossen. Aus der Symmetrie der Figur ist ferner offensicht-
lich, daf} die Rotationsachse Haupttrigheitsachse des Fliissigkeitskorpers
ist.
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Abb. 3

Da sich tibrigens die Niveauflichen der Gleichgewichtsfigur schalen-
artig umschlie3en und gegen einen singuliren Punkt konvergieren, der
als degenerierte Niveaufliche aufgefaB3t werden kann und mit dem
Schwerpunkt identisch ist, besagt die Moglichkeit der Bildung kleinerer
Gleichgewichtsfiguren aus einer gegebenen Gleichgewichtsfigur, dal} jede
Niveauflache als Fliache gleicher Dichte denselben Schwerpunkt besitzt.
Hieraus folgt sofort fiir jeden Meridianschnitt einer beliebigen Niveau-
fliche zentrische Symmetrie beziiglich des Schwerpunktes und zusammen
mit der soeben bewiesenen Symmetrie beziiglich der Aquatorebene auch
Symmetrie zur Rotationsachse. Dies bedeutet jedoch noch nicht volle
Rotationssymmetrie, wiewohl natiirlich dieser wichtige Fall mit einge-
schlossen ist.

Zum vorstehenden Theorem vergleiche man die erste! und zweite?
Beweisfﬁhrung von Lichtenstein sowie die Ausdehnung des Theorems auf

1 L Lwhtenstem, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung, Leip-
zig 1923, 8. 69-72.

2 L. Lichtenstein, Glelchgewmhtsﬁguren rotierender Fliissigkeiten, Berlin 1933,
S.12-14 und 22-26. :



barotrope Rotationen bei Wavre3. Unter barotropen Rotationen versteht
man bekanntlich Rotationen, bei denen die Winkelgeschwindigkeit nicht
mehr konstant, sondern eine Funktion des Abstandes von der Rotations-
achse ist.

2.

Als Schichtung einer heterogenen Gleichgewichtsfigur wird die rein
geometrisch betrachtete Verteilung der Flachen gleicher Dichte bezeich-
net. Um ganz allgemein die Moglichkeit einer dhnlichen Schichtung zu
untersuchen, setzen wir die freie Oberfldche der Figur als geschlossen und
regulér voraus und gehen mit Wavre? von der Brunsschen Formel fiir die
mittlere Krimmung H der Niveauflache in einem Punkte P aus:

29H = — (Wy + Wy, (9)
welche unter Beniitzung der Poissonschen Gleichung
AW = Wy, + Wy + Wy = — 4 7k?p + 2 w? (6)

sofort in die Form

d \
%—29’H=—4ﬂk2p+2w2=c )
n

gebracht werden kann, wobei n die innere Normale bedeutet. Den rechts
stehenden Ausdruck nennt Wavre die «transformierte Dichte». Sie ist
ebenso wie das Potential W eine reine Funktion des Parameters {, der die
Flichen gleicher Dichte oder die Niveauflichen kennzeichnen soll.

Da wir es mit Gleichgewichtsfiguren zu tun haben, welche sich an die
homogenen MacLaurinschen Ellipsoide anschlieflen, und andererseits die
Jacobischen Ellipsoide sehr stark abgeplattet sind, miissen wir selbstver-
stdndlich Rotationssymmetrie voraussetzen. Dann aber liegen die Lot-
linien in den Meridianebenen und hingen daher nur von einem Parameter
@ ab. Wichst der Parameter { mit zunehmender Dichte, also nach innen,
so ist die durch

‘dn
k—— Lo .
dt} N(,0) (8)

definierte Funktion N niemals negativ. Schreibt man die Schwere

dW di di
S e e W

Y= 4 dn

dn’
so folgt sofort .
W’ = gN, (9)

was mit der bekannten Beziehung dW = g dn identisch ist und besagt,

8 R. Wavre, Figures Planétaires et Géodésie, Paris 1932, S. 35-39.
4 R. Wavre, Figures Planétaires et Géodésie, Paris 1932, S. 49-60.
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daBl die Schwerkraft verkehrt proportional dem Abstand der Niveau-
flachen ist. Aus ‘

GN)e’ = (gN)g~ - (10)
ergibt sich durch Differentiation |
dg dN dg dN ‘
— — ={— N e . -0
(dtN+gdt)@z (dt +gdt)@” | (102)

Bringt man mit (9) die Brunssche Formel (7) in die Gestalt

d ' ' ’
—C%=2HW’+0N ‘ . (11)
und setzt diese in (10a) ein, so findet man leicht:

o) _
O

D () =
- (12)

d d '
2HN + - (Log N)| —|2HN + % (Log N)
dt (DK dt - @1”

(N)g: — (N9)g”

worin Log den natiirlichen Logarithmus bedeutet. Die neu eingefiihrte
Funktion @ hingt also einerseits nur von {, andererseits aber nur von der
Schichtung in der Umgebung eines Punktes ab, da man ja die beiden Lot-
linien beliebig nahe beieinander wihlen kann. Ersetzt man in (11) ¢ durch
&d W’ oder durch @ ¢gN, so erhilt man

d 1 d d
Y _w@eH+oN); —L _9HN + BN = " (Logg). (13)
dt g di a

Wir wihlen eine spezielle Kraftlinie ® = 0 und in ihr den durch ¢
= ( bestimmten Punkt zum Ausgangspunkt. Die Schwerebeschleunigung
in dieser Lotlinie werde allgemein mit g,, speziell im Ausgangspunkt mit
900 bezeichnet. Integration der zweiten Gleichung (13) liefert dann

[ 4
[ (2HN + ON?), di

Jo = Goo €° . (14)
Damit findet man in einem beliebigen Punkt gemiB (o/g) = @ N und (10)

t; ) 1
| f (2HN + ®N?), dt
g =®DP(GN) =P (@N)y = Goo P Nye?®
| L v L (15)

GN) _ (@N) J @HN + ON?)dt | .

g = N = __1-\7_ = gouNoN'leo




In diesen beiden Formeln ist g,, die Schwere in einem bestimmten Punkt,
wihrend alle iibrigen Gré8en nur von der Schichtung abhingen. Die For-
meln werden hinfillig, wenn das Verhiltnis @ unbestimmt wird. Dies
tritt ein, wenn sich in einem Intervall « < {<C B die rechte Seite von (12) in
der Form 0:0 darstellt, das heillt, wenn Ng- = Ng~ und damit auch
Hg+ = Hg~ ist. Die Niveauflichen miissen also in dem Intervall von
konstanter mittlerer Kriitmmung, mithin parallel und iiberdies geschlos-
sen sein, was nur fiir konzentrische Kugeln maoglich ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir an die eigentliche Aufgabe
herantreten. Gemifl der schalenartigen Anordnung der Niveauflichen
fallt bei vorausgesetzter Ahnlichkeit das Ahnlichkeitszentrum mit dem
Schwerpunkt zusammen. Wihlt man einen beliebigen Radiusvektor r’
zur Einheit und ordnet der freien Oberfliche den Parameterwert { = 0 zu,
so hat jener Punkt von r’, dem der Parameterwert { zukommt, die Distanz
(1 — t) vom Zentrum. Aus der Ahnlichkeit der Flichen gleicher Dichte
folgt dann unmittelbar, da3 entlang r’ der Differentialquotient N gleich
einer Konstanten A’ und analog entlang eines beliebigen anderen Radius-
vektors r’’ gleich einer anderen Konstanten A" ist, so daB sich fiir das Ver-
hiltnis @ der vereinfachte Ausdruck

A/ I:II _ AH H.r/
Alg - Allz
ergibt. Die mittleren Krimmungen dndern sich verkehrt proportional
zur Distanz vom Zentrum. Sind H’, und H”, die Werte auf der freien
Oberfliiche, so findet man auf der Niveaufliche f in den entsprechenden

Punkten der beiden Radien r’ und r”
H’y
1 — ¢

D) = 2 (12a)

H =-

und daher
b)) = (1 — 0! D(0). ; (16)

Wegen der bewiesenen Symmetriceigenschaft der Aquatorebene
wird der in ihr liegende lingste Radiusvektor — es sei dies r’ — die ganze
Schar der Niveauflichen senkrecht durchsetzen und daher eine Lotlinie
sein. Im Endpunkt dieses Radiusvektors an der Oberfliche sei die Schwere
g’s- Da jetzt iiberdies A’ = 1 sein muf3, kann man die erste Gleichung (15)
unter Verwendung von (16) in die Form bringen:

F12HY + SO) (1 — 0 dt

o(t) =g PO) (1 —t)leo . a7)
was wesentlich vereinfacht werden kann:
oty = g'oDPO) (1 — p-'-m, (17a)

wenn man abkiirzend die Konstante {2 H’, + @ (0)] = m setzt. Wegen
der bekannten Poincaréschen Ungleichung

w? < 2 7k?pmin (18)



sind in der ganzen Fliissigkeit ¢ und damit auch @ negativ. Die Kon-
stante m ist im Hinblick auf (¢/g) = ®N und auf (7) identisch mit
(dg/dn)e/q’,.

Wir nehmen zuerst m = — 1 an. In diesem Falle wird o eine Kon-
stante und die Masse ist homogen. Fiir eine homogene Gleichgewichts-
figur ist also eine dhnliche (homothetische) Schichtung moéglich. Wir be-
trachten das MacLaurinsche Ellipsoid. Ganz allgemein sind die inneren
Niveauflichen eines beliebigen homogenen Ellipsoides selbst homothe-
tische Ellipsoide. Im Falle des Gleichgewichtes gehort die freie Oberfliche
dieser Schar ahnlicher Niveauflichen an, welche dann mit den Fldchen
gleichen Druckes identisch sind. Fiir die Schwere in einem inneren Punkt
gilt:

— T
_ 4 k? I/ 19
g =4 mktpail/ (19)

mit

1
p(n) = e (n — arctg ).

Hierin ist q; der Aquatorradius einer beliebigen inneren Niveaufliche und
7 die zweite numerische Exzentrizitit der dhnlichen Meridianellipsen.
Wir finden also fiir die Aquatorschwere auf der freien Oberfliche ¢’;, =
4 4 (n) mk?*pa, und wegen dn = —da und q, = r’ = 1 tatsichlichm =
— 1. : :

Mit zunehmender Massenkonzentration gegen den Schwerpunkt
wichst bei den heterogenen Gleichgewichtsfiguren an der Oberfliche
(dg/dn) allmihlich an (m > — 1). Ist der Fall m = 0 tiberschritten, so
riickt das Schweremaximum in zunehmende Tiefe, wie dies zum Beispiel
bei der Erde bereits der Fall ist. Allerdings ist die Tiefe des Schwere-
maximums in der Erde noch ziemlich ungewif}; sie hingt von dem hypo-
thetischen Dichtegesetz ab und betriagt je nach Annahme 637 km (Bullen-
Bullard), 1062 km (Legendre) oder 1547 km (Wiechert), um nur die wich-
tigsten Resultate zu nennen. Eine vollstindige Massenkonzentration im
Schwerpunkt ist bei den heterogenen Gleichgewichtsfiguren unmaglich.
Denn dann wiirde an Stelle der freien Oberfliche eine dullere Niveau-
fliche des «rotierenden Massenpunktes» treten. Doch darf der obere
Grenzwert von m aus dem entsprechenden «Sphiroid der gréf3ten Massen-
konzentration» berechnet werden. Fiir diese Sphiroide ist die Aquator-
schwere ¢’y = (k?E/a?;) (1 —2a), woraus sich wie oben durch Differentia-

5
tion unter Beachtung der Beziehung a(da/da) = - 5 &£ — 2a = 3qa schliel}-

lichm = + 2(1 + 3a) ergibt, wenn man wieder ¢, = 1 setzt.

Man sieht jetzt auch unmittelbar, dafi der Fall m < — 1 unmoéglich
ist; er wiirde namlich eine Abnahme der Dichte nach innen erfordern.
Nach dieser Diskussion von m ist der gewiinschte Beweis leicht zu erbrin-
gen. Fir alle m zwischen den Grenzen — 1< m < + 2 (1 + 3a) wird ndm-
lich der Exponent von (1 — {) in (17 a) negativ sein, womit wir bereits
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einen Widerspruch aufgedeckt haben. Denn bei Anndherung an das Zen-
trum (t->1) wiirde die Dichte gegen oo streben, was physikalisch unmdég-
lich ist. Damit ist die Moglichkeit einer dhnlichen Schichtung fiir die hete-
rogenen Gleichgewichtsfiguren widerlegt.

Allerdings haben wir noch den Sonderfall der Kugel zu betrachten.
Wir nehmen an, daB @ (f) unbestimmt wird. Dies ist, wie wir bereits
wissen, nur moglich, wenn die Schichtung eine Kugel enthilt. Bei voraus-
gesetzter Ahnlichkeit folgt daraus aber, daB die Schichtung vollstindig
kugelférmig ist, was nur im Ruhezustand moéglich ist. Eine #hnliche
Schichtung ist mithin nur bei homogenen Figuren und bei der Kugel
moglich.

Abschlielend sei noch bemerkt, dal Wavre den Exponenten in (17 a)
irrtimlich mit (— 1 + m) berechnet hat. Bei ihm ist also der homogene
Fall falschlich durch m = 4 1 charakterisiert, und es entgeht ihm ver-
mutlich aus diesem Grunde auch die absolute Unmoglichkeit eines homo-
genen Durchgangsstadiums; ein homogenes MacLaurinsches Ellipsoid -
kann niemals inmitten einer linearen Reihe heterogener Gleichgewichts-
figuren liegen, sondern immer nur die Ausgangsfigur einer solchen Reihe
bilden.

Die Messung der Basis und des BasisvergrofBerungsnetzes
von Heerbrugg im Jahre 1959

Von Prof. Dr. F. Kobold

Nach einem Vortrag vom 4. September 1959 vor der Schweizerischen
Geodatischen Kommission und der Konferenz der eidgenoéssischen und
kantonalen Vermessungsaufsichtsbeamten in Heerbrugg.

I.

Wenn in diesem Jahr in der Schweiz eine neue Basis mit Basis-
vergrofBerungsnetz gemessen wird, so werden die meisten Vermessungs-
fachleute unseres Landes sich fragen, ob eine derartige geoditische Ope-
ration, die mit einem betréchtlichen Aufwand an Feld- und Rechenarbeit
verbunden ist, notwendig sei. Sie sind zu dieser Fragestellung berechtigt,
weil seit Jahrzehnten der Malstab unserer Landestriangulation nie dis-
kutiert wurde. In der Tat sind seit Fertigstellung der Landestriangulation
keine Fille bekannt geworden, bei denen genaue direkte Distanzmessun-
gen nicht in geniigendem Maflle mit den Distanzen iibereinstimmten,
welche sich aus den Koordinaten y und x nach Anbringung der Projek-
tionskorrektur und der Korrektur fiir die Meereshohen ergeben.

So sind es keineswegs Bediirfnisse der schweizerischen Landesver-
messung, welche die zustéindigen Instanzen Deutschlands, Osterreichs und
der Schweiz veranlaBt haben, eine Basis bei Heerbrugg im Rheintal mit
zugehorigem Basisvergroflerungsnetz zu messen. Selbst fiir den Fall, dal3

10



	Zu den Beweisen des Theorems von Lichtenstein und der Unmöglichkeit ähnlicher Schichtung

