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Zur Theorie der Modelldeformationen

Von Wilfried Lioscher, Heerbrugg

In den meisten Lehrbiichern der Photogrammetrie (zum Beispiel
[2], [6], [7]) wird, zuriickgehend auf [3] und [1], die Theorie der durch
die Unsicherheit der relativen Orientierung hervorgerufenen Modell-
deformationen ausfiithrlich behandelt.

Ausgehend von der bekannten Parallaxengleichung:

2

’ X ’ 7. ’ 1 X d ’ XY ’
dp, = dbx’ — Zr—dbz — Yd«' — Z -+ 57 [P +,_Z,, dw (1)

und der Beziehung:

A
az = dps 2)

ergeben sich die Auswirkungen kleiner Orientierungsfehler auf die Hohen
des Modells:
Z X YZ ( z: X Xy

B sl il e g \dg’ do' (3
R S T b+b>¢+bw()

Aus der verschiedenartigen Abhingigkeit der Koeffizienten der
Orientierungselemente in der letzten Gleichung von X und Y wird unter
der Voraussetzung, da} es sich um ein flaches Modell handelt (Z = konst.),
gefolgert:

a) Die Einfliisse von dbx, dbz und dx sind linear und werden bei der
absoluten Orientierung kompensiert. ,

b) Ein Konvergenzfehler d¢ verursacht eine Horizontverschiebung
und deformiert das Modell in einen parabolischen Zylinder mit den Er-
zeugenden parallel zu Y.

¢) Ein Fehler der Querneigungsdifferenz dw verbiegt das Modell in
ein Hyperboloid.
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Als Ergebnis wird die Verwendung von fiinf Palpunkten empfohlen
(vier in den Ecken und der fiinfte in der Mitte des Modells), um die De-
formationen erkennen und eliminieren zu kénnen.

Dieser Empfehlung steht die jedem Auswerter bekannte Tatsache
gegeniiber, dal es in einem flachen Modell unmaglich ist, mit einer Kon-
vergenzidnderung einen Uber die Einstellgenauigkeit hinausgehenden
Hohenfehler der Modellmitte zu beseitigen, ohne daf3 gleichzeitig in den
Ecken Y-Parallaxen entstehen, die um einiges groer sind als alles, was
als «Orientierungsunsicherheit» bezeichnet werden konnte.

Um diese Diskrepanz zwischen der herrschenden Lehrmeinung und
der praktischen Erfahrung zu beseitigen, wird im Folgenden untersucht,
wie grol3 die durch die Unsicherheit der relativen Orientierung verur-
sachten Modelldeformationen im Verhiltnis zur HéhenmefBgenauigkeit
sind.

Da die Berechnung der Wirkung kleiner Anderungen der Orientie-
rungselemente auf die Hohen durch Einsetzen der Koordinaten des be-
trachteten Modellpunktes in Gleichung (3) erfolgt, mufl zuniichst eine
Vereinbarung iiber die Lage der geforderten fiinf Palpunkte getroffen
werden. Die Annahme einer regelmiifligen Verteilung wie in der unten-
stehenden Figur entspricht der iiblichen Aufnahmedisposition mit
60 Prozent Uberdeckung.

1 o2

Eine groBere Uberdeckung, mit einer Basis kleiner als die Ordinaten
der Paflpunkte, braucht nicht in Rechnung gestellt zu werden, da sich die
in Rede stehende Theorie der Modelldeformationen ohnehin nur auf
flache Modelle bezieht. Dabei wird ein Modell als flach bezeichnet, wenn
die Hohenunterschiede nicht grofler als 10 Prozent der Flughohe sind.

Berechnet man nun den Einflu8 einer Konvergenzidnderung auf die
Pallpunkte und beriicksichtigt gleichzeitig, dal} der erste konstante Teil
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ZZ
5 de’ durch eine Horizontverschiebung, und weiter, dal3 der Fehler

bdy’ entlang der Geraden X = b durch die allgemeine Lingsneigung
kompensiert wird, so ergibt sich die maximale Deformation entlang der

b
Geraden X = o5 im Betrag von:

b
dZy = dy’ (4)

Um ein Maf} fiir die Unsicherheit der Orientierungselemente zu fin-
den, kann man annehmen, dall in den iblichen sechs Punkten die Y-
Parallaxen gemessen und daraus die Orientierungselemente nach der
Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden. Diese Annahme ist
insofern gerechtfertigt, als in der Literatur zahlreiche Verdiffentlichungen
(zum Beispiel [5]) zu finden sind, in welchen nachgewiesen wird, dal} die
optisch-mechanischen Orientierungsverfahren Resultate gleicher Ge-
nauigkeit liefern. Die Beschrinkung auf nur sechs Punkte gewihrleistet,
daB die Untersuchung nicht auf zu kleinen Werten fiir die Unsicherheit
der Orientierung aufbaut. Der mittlere Fehler der Konvergenz ist daher
nach [4]:

Z -
Po = pa Pry ()

wenn der mittlere IFehler der Vertikalparallaxmessung mit u,, bezeichnet
wird und die Ordinaten der Orientierungspunkte wie vorausgesetzt eben-
falls gleich b sind. '

Setzt man in Gleichung (4) fiir d¢’ den Wert P aus Gleichung (5)

ein, so erhilt man die durch Unsicherheit der Konvergenz verursachte
Modelldeformation:
1 Z
dZy =~ Hpy (6)

Um diesen Fehler festzustellen, miissen in den fiinf PaBpunkten die
Hoéhendifferenzen 4Z, 5 gegen die Sollhéhen gemessen werden. Da die
Hoéhendifferenz 4Z; auch von der absoluten Orientierung beeinfluB3t
ist, berechnet man die Deformation wie folgt:

dZ; = AZ5 — i (AZI + AZz = AZs + AZ:;) (7)

Jede der gemessenen Hohendifferenzen AZ; diirfte mit dem mitt-
leren Hohenmeffehler uy behaftet sein. Der Fehler von dZ; ergibt sich
mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes:

V5 -
pzs = =5 Bz @)

275



Nach Gleichung (2) ist der mittlere HohenmeQfehler:

Z
nz = b Mpx (9)

wenn mit u,, der mittlere Fehler der X-Parallaxenmessung bezeichnet
wird. Daher ist der FFehler der Kontrollmessung:

A5 Z

Hzs = 9 b Kpx (10)

Um die Werte (6) und (10) vergleichen zu kénnen, muf3 noch eine
Relation zwischen den Mef3genauigkeiten der X- und Y-Parallaxen fest-
gelegt werden. In der Literatur findet man die Angabe, da3 die stereo-
skopische Messung der X-Parallaxe /2 mal genauer ist als die mon-
okulare Messung eines X-Wertes. Ferner ist anzunehmen, daf die mon-
okulare MefBgenauigkeit in der X-Richtung gleich grof3 ist wie in der Y-
Richtung. Dann gilt: '

1 1

MHpr — \/2 Mx — \/2 My (11)

Die Y-Parallaxe wird im ungiinstigsten I7all aus monokularen Y-
Einstellungen in den beiden Bildern gewonnen. IFolglich ist:

poy = V2 py (12)
Die gesuchte Relation lautet also:

Ppy = 2 ppx (13)
Damit findet man aus Gleichung (6) und (10):

Der mittlere Fehler der Messung, welche die durch den mittleren
Fehler der Konvergenz verursachte Deformation aufdecken soll, ist also
mehr als doppelt so groll wie die Deformation selbst.

Vor der Diskussion dieses Resultates wird noch die durch die Un-
sicherheit der Querneigungsdifferenz verursachte Deformation auf die
gleiche Weise untersucht.

Nach Gleichung (3) bewirkt eine Anderung der Querneigungsdiffe-
renz zwischen den Pallpunkten 2 und 4 einen fehlerhaften Héhenunter-
schied im Betrag von

dZ,, = 2 bdw’ (15)

wenn man annimmt, dal die Querneigung des Modells mit den Punkten
1 und 3 fehlerfrei richtiggestellt ist.
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Wenn das Modell voraussetzungsgemifl} keine gefidhrliche Fliche
darstellt, hat man fiir die Unsicherheit der Querneigungsdifferenz, wieder
nach [4]:

3 2
Po = 5 7 My (16)

Die zu erwartende Deformation ist daher, wenn in Gleichung (16)
sofort auch die Beziehung (13) substituiert wird:
_Z
dZw = 2 '\/3 —b“ Hpx (17)

Um diese Verbiegung festzustellen, werden die Héhenabweichungen
in den vier Ecken des Modelles bestimmt und daraus der Widerspruch
der Diagonalen berechnet:

dZ, = (AZ, + AZ) — (4Z, + AZ,) (18)

Wie friither ergibt sich mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz und .
Gleichung (9) der Fehler der Kontrollmessung:

pza = 2 "’b*F'p:c (19)

Das gesuchte Verhiltnis zwischen (19) und (17) lautet:

1

poe =g A (20)

Die durch den mittleren Fehler der Querneigungsdifferenz verur-
sachte Modelldeformation ist also nur 4/3 mal groBer als der mittlere
Fehler der Kontrollmessung.

Aus diesen Ergebnissen kann gefolgert werden:

1. Die durch die Unsicherheit der relativen Orientierung hervorgeru-
fene zylindrische Modelldeformation ist stets kleiner als die Hoéhen-
mefBgenauigkeit. Die bisherige theoretische Begriindung der Forde-
rung nach einem fiinften PaBpunkt in der Modellmitte ist daher
unhaltbar.

2. Am PaBpunkt in der Modellmitte konstatierte Hohenfehler kénnen
als Ursache nur Instrumentalfehler haben. In Frage kommt in erster
Linie die Verzeichnung, dann Filmverzug oder Plattenunebenheit
und Fehler des Auswertegerites. Im allgemeinen beeinflussen diese
Fehler nicht nur die Y-Parallaxen im Sinn einer falschen Konver-
genzbestimmung oder nur die X-Parallaxen im Sinn einer zylindri-
schen Modelldeformation. Es ist daher nicht gerechtfertigt, Abwei-
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chungen am zentralen Pallpunkt mit einer Konvergenzkorrektur
ohne Riicksicht auf die Y-Parallaxen zu beseitigen. Denn dies wiirde
nur dazu fithren, dafl in den Modellteilen zwischen den PaBpunkten
neue unkontrollierte und unbemerkte Hoéhenfehler mindestens glei-
cher Grofle entstehen.

. Der fiinfte Pallpunkt stellt eine iiberschiissige Kontrolle dar, auf die

man verzichten kann, wenn man die Verzeichnung kompensiert und
die Voraussetzung eines flachen Modelles zutrifft.

Eine Verbesserung der Hohen des Modells durch Andern der Quer-
neigungsdifferenz ist ohne Auftreten von mefBbaren Y-Parallaxen
theoretisch maglich, aber praktisch hart an der Grenze des Ausfiihr-
baren. Der Praktiker wird sich mit einer vermittelnden absoluten
Orientierung begniigen kénnen, um die durch die Unsicherheit von
dw entstehenden Hohenfehler zu beseitigen.

. Hyperboloidartige Deformationen, bei welchen der nach der Glei-

chung (18) berechnete Widerspruch iiber den 3,5fachen Héhenme@-
fehler hinausgeht, haben als Ursache, wenn wie vorausgesetzt keine
gefihrliche Fliache vorliegt, ebenfalls Instrumentenfehler. In diesem
Fall scheidet die Verzeichnung des Objektives wegen ihrer Rotations-
symmetrie aus, so daf3 hier nur Filmverzug, Plattenunebenheit oder
das Auswertegerit als Fehlerursache in Betracht kommen.

Zusammenfassend 140t sich sagen, daB in flachen, mit vier Pal-

punkten absolut orientierten Modellen durch die Unsicherheit der rela-
tiven Orientierung keine merkbaren Deformationen verursacht werden
kdénnen.

(1]
[2]
[3]
[4]
(5]
[6]

[7]
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