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Genauigkeit der bedingten Ausgleichung mit Unbekannten,
zwischen denen Bedingungsgleichungen bestehen

Dipl.-Ing. Christo Tschapanow, Haskovo (Bulgarien)

In der vorliegenden Arbeit werden Formeln fiir die Genauigkeit der
Ausgleichung nach der bedingten Methode mit Unbekannten, wobei
zwischen .den Unbekannten noch Bedingungsgleichungen bestehen,
hergeleitet. Die Ausgleichung wurde gleichzeitig von Prof. Tarczy-
Hornoch [1] und von Prof. H. Wolf [2] behandelt.

Der mittlere Quadratfehler (m) stellt bekanntlich das Genauigkeits-
kriterium dar und wird angewandt:

1. als mittlerer Fehler der Gewichtseinheit, das heil3t einer Beobach-
tung mit dem Gewicht = 1;

2. als mittlerer Fehler einer Funktion der ausgeglichenen Werte un-
bekannter und beobachteter Grélen;

3. als mittlerer Fehler des ausgeglichenen Wertes einer beobachteten
Grofle; A

4. als mittlerer Fehler des ausgeglichenen Wertes einer notwendigen
Unbekannten.

Mittlerer Fehler der Gewichiseinheit

Die allgemeine Formel fiir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
lautet bekanntlich:

o= o | P 1 l/---[f”—”]- 1)

n—u r

Hier bedeuten p die Gewichte, v die wahrscheinlichsten Verbesserungen
und n die Anzahl der beobachteten Groflen, ferner u die Anzahl der not-
wendigen Unbekannten und r die Anzahl der tberschiissigen Beobach-
tungen beziehungsweise der Bedingungsgleichungen fiir die Verbesse-
rungen.
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Bei der bedingten Ausgleichung mit Unbekannten, zwischen denen
Bedingungsgleichungen bestehen, ist charakteristisch:

a) daB in den Bedingungsgleichungen fir die Verbesserungen m zu-
sitzliche Unbekannte enthalten sind und

b) daBl die Anzahl der Bedingungsgleichungen um 9 (Anzahl der Be-
dingungsgleichungen zwischen den Unbekannten) erhéht wird.

Die Gleichung (1) mufl demzufolge geschrieben werden:

. - [pw] .
m, = —_— T - 3 !
o=k ]/ T @)
Sie gibt den mittleren Fehler der Gewichtseinheit bei der bedingten Aus-

gleichung mit Unbekannten mit Bedingungsgleichungen zwischen den
Unbekannten an.

Milttlere Fehler einer Funktion der ausgeglichenen Werte
der beobachteten Gréofen und der Unbekannten

Es soll mg, der mittlere Fehler der Funktion @, berechnet werden.
Er hingt von L der ausgeglichenen Werte der Beobachtungen und von
den ausgeglichenen Werten der Unbekannten X, Y, Z ab. Fihren wir
die ! als Beobachtungen, die x,, y, und z, als Nidherungswerte ein, so
gelten die Gleichungen:

L=1+4v, X=x4+z; Y=y,+y, Z=2y+2 (3)

Die allgemeine Form der funktionellen Abhingigkeit zwischen @ und
L, X, Y, Z soll lauten:

=Ly Ly... Ln, X, Y, Z) (4)

Wiren L, X, Y und Z voneinander unabhiingige Gré3en, so wiirde nach
dem GauBlschen Fehlerfortpflanzungsgesetz der mittlere Fehler mg der
GrioBe @ leicht zu finden sein. Die wahrscheinlichsten Werte der unbe-
kannten und beobachteten GréBen sind aber voneinander abhingig,
denn die Normalgleichungen der Korrelate verbinden sie. Daher muf
Formel (4), um mg nach dem GauBlschen Fehlerfortpflanzungsgesetz zu
finden, in der Weise modifiziert werden, da8 & eine Funktion der un-
mittelbar gemessenen Groflen wird. Zu diesem Zweck gehen wir zuniichst
zur Taylorschen Reihenentwicklung von (4) gemaig (3) iitber, wodurch (4)
eine lineare Form erhilt:

@ — @(Ll, Lz, « sy Ln, X, Y, Z) = @ (ll’ lz, “ sy ln, xo, yo, ZO) +

+@v+a¢v+ +_@_U+a¢¥+a¢ +a¢>z (5)
el, * oL, T U o, "t ox, 8yoy oz,
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Bezeichnen wir:

oD oD 0D oP
a7 = iy o = a5 = Py L = Pz
ol; P ox, 9y, V2 oz, z ©6)
7 (lla 12, <y ln’ Loy Yo» zﬁ) = @9
so erhilt (5) gemiB (6) die Form
D =¢y+ ¢ 0 +¢@-0y+ ... +¢n-0vn+ (7)'
+ ety Ytz
Nach den Gleichungen der Korrelate ist bekanntlich
a b r
v:_K1+_K2+..-+_Kr (8)
p P P

das heillt, die Werte von v sind ebenfalls voneinander abhingig. Daher
setzen wir die v-Werte aus (8) in (7) ein und erhalten nach Umformung:

b
¢:¢0+[ﬂ]K1+[i]Kz+ +[5?—]K.-+
p p p

, 9)
+ ¢ T + @y Ytz

Die Korrelate K und die Unbekannten x, y und z sind aber ebenfalls
miteinander verbunden und miissen eliminiert werden. Zu diesem Zweck

bedienen wir uns der Normalgleichungen der Korrelate, deren allgemeines
Bild ist:

[aa] [ab] [ ar] | ;
— | K+ |—| K+ ... +|— | K+ A+ By + Cyz +w,=0
P L P ] | P
(ab] bb| [ br
— K+ 1| K+ + | — || Kr+ Agx+ Byy + Cyz +w, =0
2 I V3 | P
e | kr . [P vzt Byt oz wg=o
P | 1 b 27T - | r r ry r n= (10)
AK,+ A, K,+ ... +A K, + WKy 1 +B,Kry s =0
B,K,+ By Ky+ ...+ BrKy +%2Kr+1+ﬂ3zKr+z =0
CIK1+ CZ Kz—l— . e + CpKr +QI3Kr+1+$3Kr+2 = O
Wz + Wy + sz +UAy=0
B,x+ By + Byz +B,=0

Die entsprechende Gleichung aus (10) wird mit den unbekannten

Koeflizienten Q,, Qs ..., Or, Qx, Qy» Qz Qr+1, Qr+, multipliziert und
der Formel (9) hinzugefiigt, und wir erhalten nach Umformung:
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D=9+ w; Q1+ wy Qy + ... +wrQr+00:+00Q, +00Q; +

+QI0Q1'+1 + %OQI'-FZ +
T ] PR L PSS L PSRN o R S L | PPo
P | 1 _PJ 2T+ P | r 1¢x 1%y 1¢z _p_] 1
ab] [ bb ] [ br] K
H S ok [ et H et s+ Bagy a0+ }K2+
+ ..................................................................... +
[ar] [ br] [ rr | : o]
+{—r Qut | @t o+ | @+ ArQe + B Qy+CrQ: | lKr+
| P ] | D | | P | | P |
Al + AQ+. A + U Oy 1+ B1Qrs ot 00} T +
+{ B0+ ByQy+...+ BrQr +Q12Qr+1+?82Qr42+99y}y+
H G0+ CGht .+ + U1+ BoQriat o 2 +
+] Wy Qe + Az Qy + W Q- | Kei +
—[—{ B,0:+ B0y + B 0Q: }Kr+a
Mit Riicksicht auf (11) stellen wir folgende Bedingungen:
[ada [ab] [ar] [aep
== +|—[Q:+ ... +|—|Qr+A,Q:+ B +C,0; +f]:0
p Ql _p_Q2 p_ Q lQ IQU IQ _p
Cab] bb] Cbr _bga]
— Qi+ = Qe+ - = | O+ A2 Qe+ BaQy+ CQ: +|——|=0
_del ﬁdeE _p_ﬂQr 2Qx 2Qy 2Q _p
[ar| [ br] [ rr ] "rgo]
o+ loe+ ... = ArQe+BrQy+CrQ, +—2|=0
-p—‘Ql _p_QZ ‘—p_Ql'+ er rQy TQZ _p (12)
AiQi+ A3Qet ...+ ArQr +WQrs1+B10rie+ ¢z =0
BIQ1+ BEQ2+"'+BPQP +QI2QI'+I+$2QT+2+ ‘PU =0
CiQ+ Cp Qe+ ...+ G Qr +WsQri1+BsQryat+ ¢z =0
W, Qe+ U Qy + A3 Q- =0
B,0z+ B0y +B3Q: =0

Die Bedingungen (12) kénnen immer gestellt werden, da deren
Anzahl der Anzahl der nachtriglich eingefiihrten Unbekannten Q gleich

ist.

Formel (11) erhilt nach (12) folgende Fassung:

Q=0 +w Q1 +we Qe+ ... +wrQr +
+0-Q:+0-Qy +0-Q:+ Uy Orya + By Orys

(13)
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In Formel (13) haben wir @ als

Funktion der unbekannten Koeffi-

zienten ¢ und Q, deren Werte nach (12) gefunden werden, sowie der
unbekannten GréBen w, U, und B, ausgedriickt, wobei

LU=LU(11,12,...,

ln, To, Yo, Zo); (14)

910 = ‘HO (.’130, Yos zn); $0 = %0 (339, Yos Zu)

bedeuten. Folglich kann auf (13) gemiB (6) und (4) das GauBsche Fehler-
fortpflanzungsgesetz angewandt werden, und man erhilt:

0 ofr 2
mzcb—'{al . *f*lQ1“|‘ afZQ sk L 3§er méy +
1 1
of, of 5 o 1® ,
-l-{al + _Q1+ BEQ +.--+—a"1—2Qr} méy, +
_|_ ................................................................................. +
0 0 0 r
+[a—l+£Q1+ asz + .+er}m2m+
n ln (15)
0 ¢ i, 7 2
+{3x +E£EQ1+3’¢2Q +---“|"“EQr+ QIer-H"l"‘—Qr+sa}In:&:'i‘
0 0 0
of1 Of 2 ofr oW, 0B, o
+{8yo+ aon 1+ = 5 0Q ot ... + Qr"l" Qr+1+ . Qr+a}my +
0 0 0 0 B 2
+{a afl Q,+ ___i% Q2+ con T "“E Qr+ QIOQr-+1'|“ 0Qr+2} m?;
0 0
Bekanntlich sind:
ofy ofi oy 0B,
o or, A ox, % oxy By
afz afl aslIo 35’39
——% = p; - = Bj — =9 — =B
ol; Yo ' oY, : Yo o16)
afr _ . afi _ . a% _ : a%o _
o W s O

Formel (15) nimmt gemiB (16)

m"'i
folgende Gestalt an:
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und (6) und nach Einfiihrung von

md,

Pi

(17)



mip = {‘Pl + a0+ 5,Qe+ ...+ 10O ! }2m20/P1 -+

+{€‘°a+ Q1+ b Qe+ ... + 10 }2m20/p2+
+ ............................................................................................................. +
nt anQi+ bnQa+ ... +1aQr }%Wm+(w)

+1e

oo+ A1 Qi HAQat o+ ArQrF U Oy + By Qra] M +

+{‘Py+Bl Q1+ B,Q,+ ... +BrQr+QI2Qr+1+Q32Qr+2}2 m¥, +
e+ Cr0+ CaQat - o + CrQet Uy Qris + By Qrpof” m,

Formel (18) wird gemil der (r + 1)., (r +. 2). und (r + 3). Glei-
chung aus (12) und nach gewisser Umformung:

(0] | [ap] [ by | [ ro
mig=mi | |72\ 4+ | = | Q|| Qb |0+
@ 0{_})_ _p_Ql _PJQz P
[ag| [aa] Cab] [ar]
N e [ [ O AR R +
+(_ _pJQI MP'_QZ _p_Qr N
b Cab] " bb ] "br] (19)
-I-( Lt + l— @1+ Ost-send|— Qr) Qs +
| P | Na | P _ | P
+ e e e e e e e e e e e e e e e, +
[ro] [ar] [ br | [ rr]
+(|-= — il 5 5 % = ]
(_p_+_prl+up_Qz+ _p_Qr)Qr}

Formel (19) erhilt nach der 1., 2., ... rten Gleichung aus (12) und
nach gewisser Umformung die Fassung:

2p = 144 g ol _
e %[[p] [P]Ql [P]Q“+"'+[p]9r
TS (A'l Ql + A2 QS + D + APQP) Q.‘E =

— (BiQi+ By Qs+ ... +BrQr)Qy —
— (Ci Qi+ Cy Qs .. +CrQr)Qz']

(20)

Die Formel (20) geht gemif der (r 4+ 1)., (r + 2). und (r + 3). Glei-
chung aus (12) und nach gewisser Umformung iiber in

m=¢=mo={[“;f"] []Ql ['ﬂgg+...+["—:i]9,+

+ (U @z + Uy Qy + UAs Q2) Qr iy 4
+ (B10x + B0y + Bs Qz) Cr+e +

+ SDxQx"i‘GﬂyQy‘i‘Sonz]

(21)
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oder gemil} der (r + 4). und (r + 5). Gleichung aus (12):

oo =[] 4[]0+ [%] 0 - 4[]0

(22)
+¢me+§0yQy+§azQz+0'Qr+1+0'Qf+2]

Formel (22) kann zur Ermittlung des mittleren Fehlers einer
Funktion der ausgeglichenen Werte unbekannter und beobachteter
GréBlen dienen. Die Koeffizienten Q, Qr, Qy, Oz, Qr+; und Qr,, sind be-
quem aus den Gleichungen (12) zu finden. Zieht man eine Parallele
zwischen (12) und (10), so 1ldBt sich feststellen, daB beide Gleichungs-
systeme zwar ein und dieselbe Matrix, jedoch verschiedene absolute
Glieder haben. Dadurch wird die Rechenarbeit bei der Ermittlung von Q
wesentlich verkiirzt. Es geniigt, den Normalgleichungen der Korrelate
noch eine Spalte fiir

ag bso] [w]
_:_"!---9ﬁ,§0,§0,§9,0und0
[P][P p| "V

anzufligen, mit denen nach dem GauB3schen Algorithmus in der gleichen
Weise verfahren wird wie bei w,, w,, ..., w,, 0,0, 0, A, und B,.

Der Einfachheit halber soll (12) wie folgt ausgedriickt werden:

(23)
[ aa ] (ab] [ar] , [ag ]
1ot | Qe -+ | Qe AL+ BiQy+ €10 +| | =0
| P | | P | P ] . | P ]
[ ab| [ bb | (br] [ by |
— +|— + .o = 0Or+A4;0:+ B, Qy+C +|—|=0
_de1 _dez _p-Q 2 Q 2 Qy 2 Q2 7]
[ ar | [ br] [ rr] [(ro]
o=@t o | S| 0+ Ar Qe+ Br Oy + G Qe +| | =0
| P | P ] | D | | P |

AQit+ A Qe+ .+ A+ Ar Qe + W01 +B1Qriat =0
BiQi+ By Qe+ ... +BrQr +BriaQy +WQri1+BoQriatey=0
Cih+ Co Qe+ ... +G 0 +CrysQet+WsQry1 +BsQriatez=0
Wy Qe+ W Qy+ W Q2 + Wy Qr 4 +W;=0
B0z + B, Qy+ B3 Q- + BsQri 2 +W,=0

Der Unterschied zwischen (23) und (12) besteht nur darin, da bei
(23) die Symmetrieachse bezeichnet ist.

Natiirlich ist
Ar+1=Br+z=Cr+3=‘H4=%5= W1= W2=O (24)
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Fiir (23) lassen sich die bekannten Abhingigkeiten niederschreiben,
die auch zur Kontrolle dienen kénnen:

[pov] = —[“ﬁ] Ql——["‘”] Qs— ... ~[“’]Qrw
p p p (25)

— ¢z Qx — prQy — 0:Q: — Wy Qrp1— Wy0Qryp

und
S ]
_Lp p | R S N (2 ) &
P Taa) e T T e Y e o]
H [5] [5 r— >] (26)
I CPLGR A ) R CATGR o) O LA ) i LY G

[Brie(r +1)] " [Cris@+2)]  [W@+3)]  [Bs(r+4)]
Aus (22) erhalten wir gemiB (25) und (26):
[ [ae]? by |? re o
— —1 —(r—1)
s _ o) PP [p] [p ] [p ] [¢= (O]
p P p @27)

[ep C+ DI | [ez@+2)F | [Wac+3) |, [Wor+ 4]
[Braar+1)] " [Crar+2)]” [WG+3)] ~ [Bsr+ )]

e

Dies ist die allgemeine Formel zur Berechnung des mittleren Fehlers
einer Funktion der ausgeglichenen Werte unbekannter und beobachteter
GroBen bei bedingter Ausgleichung mit Unbekannten, wobei zwischen
den Unbekannten Bedingungsgleichungen bestehen. Da sich bei der
Losung von (23) alle Glieder _aus:(26) in derselben Form auch aus dem
GaufBlschen Algorithmus ergeben, erweist sich diese Formel als praktisch
und bequem. Die Besonderheit von (26) besteht darin, da@3

a) die Werte der ersten r Glieder stets positiv sind, da auch [ ], p,
a?, b2, ..., r® immer positiv sind;

b) die Werte des (r + 1), (r 4+ 2), ... Gliedes negativ sind, weil der
Zihler stets positiv ist und A, ; (r), Brye (r+1), ..., B, (r+4), das
heilt, die Nenner gemal3 (24) stets negativ sind.

In der Tat haben wir zum Beispiel fiir den Nenner des Ar 4+ 1
(r)-Gliedes:

A Al A2 1 A2 1 AI' __1 AP -1
Ar+1(r)=A,+l—i&.-H#(4)w o (rrr YA (r );
5B e
P p p
oder nach (24):
Lacly | 2a60 20 Arr—1) Arr—1)

Ar +1(r) = — -+

5

] [Fe]
p p
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Aus Analogie kann bewiesen werden, dal die Werte der Nenner
Bp,, (r+1), Crypy (r+2) ... ebenfalls negativ sind. Folglich wird der
Wert von [pvv] um die Werte des (r+ 1), (r+2), ... Gliedes vergroflert,
was eben in der Formel fiir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
ausgedriickt ist, in der der Nenner um ¢ Bedingungsgleichungen zwischen
den Unbekannten erhéht wird.
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Spezielle Uberbauungspliine im Dienste der Stadt-
und Ortsplanung im Kanton Basel-Stadt

Bemerkungen zu einem Bundesgerichtsentscheid vom 25. Juni 1958
in Sachen M. Sch. gegen Groflen Rat des Kantons Basel-Stadt

Von Dr. A. Kuttler, Departementssekretdr, Basel

Mit groflerem Nachdruck denn je wird heute nach umfassender
Planung gerufen, um die bauliche Entwicklung unserer Stiddte und
Dorfer in geordnete Bahnen zu lenken. Mit der Planung allein ist es
aber nicht getan. Der Planer mull vielmehr, sollen seine Pldne Wirk-
lichkeit werden, den Staat dazu gewinnen, den planerischen Willen
mit den Mitteln des Rechts fiir die Grundeigentiimer verbindlich zu
erkliren.

Im Kanton Basel-Stadt bilden Uberbauungspline, die auf einzelne
Bezirke oder Stralenziige begrenzt werden und denen vom Groflen Rate
mit Hilfe spezieller Bauvorschriften Rechtsverbindlichkeit gegeben
wird, das in der heutigen Praxis im Vordergrund stehende Planungs-
mittel, um eine Neuiiberbauung in geordnete, den neueren stidtebau-
lichen Erkenntnissen entsprechende Bahnen zu lenken. Derartige Uber-
bauungsplidne ermdglichen es, die gewollte Bebauung bis ins einzelne
festzulegen. Im Dienste der zu wahrenden stiddtebaulichen Interessen,
insbesondere der wohnhygienischen und &#sthetischen Anforderungen,
konnen sie die Stellung, die kubische Gestaltung der Bauten und die
architektonische Gliederung und Ausfithrung der Fassaden und Dicher
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