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Genauigkeit der bedingten Ausgleichung mit Unbekannten,
zwischen denen Bedingungsgleichungen bestehen

Dipl.-Ing. Christo Tschapanow, Haskovo (Bulgarien)

In der vorliegenden Arbeit werden Formeln für die Genauigkeit der
Ausgleichung nach der bedingten Methode mit Unbekannten, wobei
zwischen den Unbekannten noch Bedingungsgleichungen bestehen,
hergeleitet. Die Ausgleichung wurde gleichzeitig von Prof. Tarczy-
Hornoch [1] und von Prof. H. Wolf [2] behandelt.

Der mittlere Quadratfehler (m) stellt bekanntlich das Genauigkeitskriterium

dar und wird angewandt:
1. als mittlerer Fehler der Gewichtseinheit, das heißt einer Beobachtung

mit dem Gewicht 1;
2. als mittlerer Fehler einer Funktion der ausgeglichenen Werte

unbekannter und beobachteter Größen;
3. als mittlerer Fehler des ausgeglichenen Wertes einer beobachteten

Größe;
4. als mittlerer Fehler des ausgeglichenen Wertes einer notwendigen

Unbekannten.

Mittlerer Fehler der Gewichtseinheit

Die allgemeine Formel für den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
lautet bekanntlich:

Hier bedeuten p die Gewichte, v die wahrscheinlichsten Verbesserungen
und n die Anzahl der beobachteten Größen, ferner u die Anzahl der
notwendigen Unbekannten und r die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen

beziehungsweise der Bedingungsgleichungen für die Verbesserungen.
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Bei der bedingten Ausgleichung mit Unbekannten, zwischen denen
Bedingungsgleichungen bestehen, ist charakteristisch:

a) daß in den Bedingungsgleichungen für die Verbesserungen m zu¬
sätzliche Unbekannte enthalten sind und

b) daß die Anzahl der Bedingungsgleichungen um 9 (Anzahl der Be¬

dingungsgleichungen zwischen den Unbekannten) erhöht wird.

Die Gleichung (1) muß demzufolge geschrieben werden:

V-,m_ - ± |/ jPVV] (2)" r + q — m

Sie gibt den mittleren Fehler der Gewichtseinheit bei der bedingten
Ausgleichung mit Unbekannten mit Bedingungsgleichungen zwischen den
Unbekannten an.

Mittlere Fehler einer Funktion der ausgeglichenen Werte
der beobachteten Größen und der Unbekannten

Es soll m$, der mittlere Fehler der Funktion 0, berechnet werden.
Er hängt von L der ausgeglichenen Werte der Beobachtungen und von
den ausgeglichenen Werten der Unbekannten X, Y, Z ab. Führen wir
die l als Beobachtungen, die x0, y0 und z0 als Näherungswerte ein, so

gelten die Gleichungen:

L l + v; X x0 + x; Y y0 + y; Z z0 + z (3)

Die allgemeine Form der funktionellen Abhängigkeit zwischen 0 und
L, X, Y, Z soll lauten:

(Lx, L2... Ln, X, Y, Z) (4)

Wären L, X, Y und Z voneinander unabhängige Größen, so würde nach
dem Gaußschen Fehlerfortpflanzungsgesetz der mittlere Fehler m$ der
Größe 0 leicht zu finden sein. Die wahrscheinlichsten Werte der
unbekannten und beobachteten Größen sind aber voneinander abhängig,
denn die Normalgleichungen der Korrelate verbinden sie. Daher muß
Formel (4), um m$ nach dem Gaußschen Fehlerfortpflanzungsgesetz zu
finden, in der Weise modifiziert werden, daß 0 eine Funktion der
unmittelbar gemessenen Größen wird. Zu diesem Zweck gehen wir zunächst
zur Taylorschen Reihenentwicklung von (4) gemäß (3) über, wodurch (4)
eine lineare Form erhält:

0=0 (Lx, L2, Ln, X, Y, Z) 0 (lx, l2, ln, x0, J/o, «o) +
d0 d0 80 80 80 80 (5)

+ yy v* + yr "2 + • • • + yr~Vn + yy x + yy y + yrzolx ol2 oln 8x0 8y0 8z0
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Bezeichnen wir:

80 80 80 80
sj- fil s— <Px", ä— <Pv'> s— <Pz,
8 lt 8x0 dy0 " dz0

0 (lx, l2, ln, x0, y0, Z0) tp0

so erhält (5) gemäß (6) die Form

0 ft, + ipx - Vx + ip2 ¦ V2 + + ipn ¦ Vn +
+ fx ¦ x + fy ¦ y + <pz - z

Nach den Gleichungen der Korrelate ist bekanntlich

a b r— Kx + — K2 + ¦ - +—Kr
P P P

(6)

(7)

(8)

das heißt, die Werte von v sind ebenfalls voneinander abhängig. Daher
setzen wir die v-Werte aus (8) in (7) ein und erhalten nach Umformung:

^-^[Th-[Th+;"+[fh+ (9)
+ fx ¦ x + fy ¦ y + ipz ¦ z

Die Korrelate K und die Unbekannten x, y und z sind aber ebenfalls
miteinander verbunden und müssen eliminiert werden. Zu diesem Zweck
bedienen wir uns der Normalgleichungen der Korrelate, deren allgemeines
Bild ist:

[aa]
[ab] [ar]

— \KX+ — \K2+ + — \Kr+Axx + Bxy+Cxz +wx 0

\ — \kx+\ — \k2+... + — \Kr+A2x+B2y+C2z +«72 0

— \KX+ — üCa+... + — ÌKr + Arx + Bry+Crz +wn=0

AXKX+ A2K2+ +ArKr +SüxKr+x + ^xKr+2 =0
BXKX+ B2K2+ +BrKr +%2Kr+1 + %2Kr+2 =0
CXKX+ C2 K2+ +CrKr +«3Zr+1 + 933Xr+2 =0

%1x + %y + yi.z +% 0

^xx + m2y + ^83z +»o 0

Die entsprechende Gleichung aus (10) wird mit den unbekannten
Koeffizienten Qx, Q2, Qr, Qx, Qy, Qz, Qr+X, Qr+2 multipliziert und
der Formel (9) hinzugefügt, und wir erhalten nach Umformung:
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(11)
0 f0 + wxQx + w2Q2+ + Wr.Qr + 0 Qx + 0 Qy + 0 Qz +

+ %Qr+x + »oßr+i +

+fy]Qi+1t\ Ö2 + ' ' ' +[^lôr+Ai Qx+Bi Qy+Cl Qz +\yiKl+

+ j|—1 Gi+[—1 Oi+-¦¦+[—] ÖJ-+A, ßx+£,(?,,+C.Q, +[—lW« +

+ +

+ [[—|Qi+ [—lßl+ • • • +[— \Qr+ArQx+BrQy+CrQz + [—l|jT, +

+ \axQx+ A2Q2 + ...+ ArQr +ajQr+i + »iQr+. + ^]* +

+ {B1Qx+ B2Q2 + ...+BrQr + %2Qr+x + %2Qr+2 + fy} y +

+ [C1Q1+ C2Q2+...+CrQr +«»Gr+i + 8,Gr+i+¥>z} * +
+ { %Qx + yL2Qy + %Qz }Kr+1 +

+ { »iße + S.ÖB + S.Q* }Kr+2

Mit Rücksicht auf (11) stellen wir folgende Bedingungen:

[ylöi+ ry]ö2+.-.+[ylör+A1Öa; + ß1ßH + C1Qz +[yl 0

|y|öi + |ylö2+.--+|ylör+A2Qa: + ß2ß!, + C2QJ +["1 °

[p\Ql+1 "p"IÖ2 + ' ' ' +l VIör+Ar Qx+Br Qy + Cr Qz +\p\ 0
<12>

AXQX+ A2Q2+...+ ArQr +%Qr+X + %XQr+*+ fx =0
BXQX+ B2Q2+... + BrQr +%Qr+x + %2Qr+2+ fy =0
CxÔl+ C2Q2+...+ CrQr +?l3ör+ i + »3Ör+2+ fz =0

«lQ*+ «.<?« +«.Gz =0
-3XQx + Sd2Qy+%_Qz =0

Die Bedingungen (12) können immer gestellt werden, da deren
Anzahl der Anzahl der nachträglich eingeführten Unbekannten Q gleich
ist.

Formel (11) erhält nach (12) folgende Fassung:

0 f0 + WX Qx + W2 Q2 + + Wr Qr +
(13)

+ 0 • Qx + 0 • Qy + 0 ¦ Qz + % Qr+i + »o Qr+2
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In Formel (13) haben wir 0 als Funktion der unbekannten
Koeffizienten f und Q, deren Werte nach (12) gefunden werden, sowie der
unbekannten Größen w, %, und 230 ausgedrückt, wobei

w w (lx, l2, ln, x0, y0, z0);

%, 3t„ (x0, j/0, z0); 23„ So (x0, i/o, *o)
(14)

bedeuten. Folglich kann auf (13) gemäß (6) und (4) das Gaußsche Fehler-
fortpflanzungsgesetz angewandt werden, und man erhält:

[80 8fx 8f2
m2* \mx+-8ixQ^-8ÏxQ> +

80 8fx 8f2
+ ~Qi+~Qy81, 8L 8l2

\80 8fx 8f2t yr-. r TS Gi + sr G2 +
[8l„ Cln 8l„

[80 8fx 8f2

[ox0 ox0 ox0

[80 8fx „ 8f2

|öj/„ 8y0 8y0

<Tt g/i n 8t2 n
o, ' c Gi t „~ Q2
oz0 öz0 8z0

Qr\m2h +
eu
8lx

+

+ wT'\m°"+

8xn 8x0

(15)

£»Gr+Px +

ô23„8fr n 8% ,—.0
Öl/o öj/o ÖJ/o

m*y-T

d^r. s8%>n Mm"n IV*Qr + -^Gr +-1 + s— Qr+i) ™ z
dz. dz. 8za

Bekanntlich sind:

Sx„
Ai

8%
8x0

8h
0«/o

ß«
8%
dy0

S/r e/,
8z„

Ci
8%
8z0

«1

a.

«3

ö»„
8x0

SSo

8j/o

»!

».

&0
»3

(16)

Formel (15) nimmt gemäß (16) und (6) und nach Einführung von

m2B
m'i

Pi
(17)

folgende Gestalt an:
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m20 =\fx+ axQx+ bxQ2+...+rx Qr }2m2JPl +

+ [ft + «2Q1 + b2Q2+ + r2Qr }2m2Jp2 +
+ +
+ (^n+ anQx+ bnQ2+ +rnQr |2/nVpn+ (ig)

+ {fx + AxQx + A2Q2+ + ArQr + ïï1Qr+i + »IQr+2J2 ™2X +

+ {fy + BxQ1 + B2Q2+ +Br0r + «2Qr+i + »2Qr+ 2j2 m2y +

+ \fz+CxQx+C2Q2+. + CrQr + yL3Qr+x + %3Qrr2\2 m\

Formel (18) wird gemäß der (r + 1)., (r + 2). und (r + 3).
Gleichung aus (12) und nach gewisser Umformung:

m

[7]TtMt>
2+

2+ +

+

+

+

[fW*
(19)

ÜMtMtWAt]*)*
Formel (19) erhält nach der 1., 2., rten Gleichung aus (12) und

nach gewisser Umformung die Fassung:

ma<p m,'([?Haf
P

Qi + bf
P.

Q2 + [> -+

+ ArQr) Qx— (AXQX + A2 Q2 +
— (BXQX + B2 Q2 + +BrQr)Qy —

— (CXQX + C2 Q2+ + CrQr)Qz

(20)

Die Formel (20) geht gemäß der (r + 1)., (r + 2). und (r + 3).
Gleichung aus (12) und nach gewisser Umformung über in

m->-•{["] + [?]*+ [t]« + 1.
P

+ («iGx + ».<?„ + K*Qz)Qr+
+ »1 Qx + »2 Qy + »3 Qz Qm

+ fx Qx + fy Qy + fz Qz

Qr +

+
(21)
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oder gemäß der (r + 4). und (r + 5). Gleichung aus (12):

ff
_P

] + {tT + bf
P

Qi+ + rf
P.

Qr

+ fxQx + fyQy + fzQz + 0- Qr+X + 0 • Qr+2

(22)

Formel (22) kann zur Ermittlung des mittleren Fehlers einer
Funktion der ausgeglichenen Werte unbekannter und beobachteter
Größen dienen. Die Koeffizienten Q, Qx, Qy, Qz, Qr+X und Qr+2 sind
bequem aus den Gleichungen (12) zu finden. Zieht man eine Parallele
zwischen (12) und (10), so läßt sich feststellen, daß beide Gleichungssysteme

zwar ein und dieselbe Matrix, jedoch verschiedene absolute
Glieder haben. Dadurch wird die Rechenarbeit bei der Ermittlung von Q

wesentlich verkürzt. Es genügt, den Normalgleichungen der Korrelate
noch eine Spalte für

— LI — — fx, fy, fz, 0 und 0

anzufügen, mit denen nach dem Gaußschen Algorithmus in der gleichen
Weise verfahren wird wie bei wx, w2, w2, 0, 0, 0, 3Io und 33„.

Der Einfachheit halber soll (12) wie folgt ausgedrückt werden:

(23)

+ \~ÌQr + A1Qx + BxQg + C1Qz["Mt]
[?M"]

Q2 +

Q2 +

Qy
AXQX+ A2Q2 +
BXQX+ B2Q2 +
CXQX+ C2Q2 +

m+ \~\Qr + A2Qx + B2Qy + C2Qz

~ar~ br'
— Qi +

_P _P _
m Qr + ArQx + BrQy + CrQ,

•33iG

+ af
_P

0

+
bf

_P_
0

+
Tip

_P_
0

r+s + fz 0+ArQr + Ar+1Qx +%Qr+x-
.+BrQr +Br+2QU +2t2Qr+i + 332Qr+2 + 0

.+CrQr +Cr+3Qz + 'ìl3Qr+1-r%3Qr+2 + fz 0

KlQx + K.Qy + KzQz + KiQr+i +W1=0
®iQx + »2Qy + »3Qz +235Qr+2+W2=o

Der Unterschied zwischen (23) und (12) besteht nur darin, daß bei
(23) die Symmetrieachse bezeichnet ist.

Natürlich ist

A|. _|_i Br+2 Cr+3 «4 936= Wx W2=0 (24)

222



Für (23) lassen sich die bekannten Abhängigkeiten niederschreiben,
die auch zur Kontrolle dienen können:

[pvv]

— fx Qx ¦

und

y] Ht] *--[?]*-
fyQy — fzQz — Wx Qr+X — W2Qr+2

(25)

[pw]

[(If
LP.

+

aa
+ m + +-r

rf fr — 1)

rr fr—1)
^[Ar+^r)]"*"

(26)

+ fo, (r + 2)]« ^ [ WxJr + 3)p ^ [W,(r + 4)]'
[85 fr+ 4)]

+[Br+i(r + l)] [Cr+3(r + 2)] [% (r + 3)]

Aus (22) erhalten wir gemäß (25) und (26):

+

m2$=m02. [?]' l+M+...Mri
[f] m ^

[f<->
+

[Ar+X fr)] +

+ [fyfr+ 1)? [fz(r+2)]2 [ Wx(r+3)]2 [ W2 (r + 4)]
(27)

,+ + +
[ßr+2(r+l)] [Cr+3(r+2)y pT4(r + 3)] [SB6fr + 4)]

Dies ist die allgemeine Formel zur Berechnung des mittleren Fehlers
einer Funktion der ausgeglichenen Werte unbekannter und beobachteter
Größen bei bedingter Ausgleichung mit Unbekannten, wobei zwischen
den Unbekannten Bedingungsgleichungen bestehen. Da sich bei der
Lösung von (23) alle Glieder aus^(26) in derselben Form auch aus dem
Gaußschen Algorithmus ergeben, erweist sich diese Formel als praktisch
und bequem. Die Besonderheit von (26) besteht darin, daß

a) die Werte der ersten r Glieder stets positiv sind, da auch [ ]2, p,
a2, b2, r2 immer positiv sind;

b) die Werte des (r + 1), (r + 2), Gliedes negativ sind, weil der
Zähler stets positiv ist und Ar+1 (r), Br+2 (r + 1), Ü85 (r + 4), das
heißt, die Nenner gemäß (24) stets negativ sind.

In der Tat haben wir zum Beispiel für den Nenner des Ar + 1

(r)-Gliedes:
AXAX A2(1)A2(1)

Ar+i fr) Ar+1 —

oder nach (24) :

Ar + 1 (r) —

l)Ar(r-

["] IT]
AXAX Aa(l)A2(l)

aa

P.

+
["']

+

Ar(r
rr Ii—l)

1)Ar(rAr(r
rr
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Aus Analogie kann bewiesen werden, daß die Werte der Nenner
Br+2 fr + 1), Cr+3 (r + 2) ebenfalls negativ sind. Folglich wird der
Wert von [pvv] um die Werte des (r + 1), (r + 2), Gliedes vergrößert,
was eben in der Formel für den mittleren Fehler der Gewichtseinheit
ausgedrückt ist, in der der Nenner um q Bedingungsgleichungen zwischen
den Unbekannten erhöht wird.
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Spezielle Überbauungspiane im Dienste der Stadt-
und Ortsplanung im Kanton Basel-Stadt

Bemerkungen zu einem Bundesgerichtsentscheid vom 25. Juni 1958
in Sachen M. Seh. gegen Großen Rat des Kantons Basel-Stadt

Von Dr. A. Kuttler, Departementssekretär, Basel

Mit größerem Nachdruck denn je wird heute nach umfassender
Planung gerufen, um die bauliche Entwicklung unserer Städte und
Dörfer in geordnete Bahnen zu lenken. Mit der Planung allein ist es
aber nicht getan. Der Planer muß vielmehr, sollen seine Pläne
Wirklichkeit werden, den Staat dazu gewinnen, den planerischen Willen
mit den Mitteln des Rechts für die Grundeigentümer verbindlich zu
erklären.

Im Kanton Basel-Stadt bilden Überbauungspläne, die auf einzelne
Bezirke oder Straßenzüge begrenzt werden und denen vom Großen Rate
mit Hilfe spezieller Bauvorschriften Rechtsverbindlichkeit gegeben
wird, das in der heutigen Praxis im Vordergrund stehende Planungsmittel,

um eine Neuüberbauung in geordnete, den neueren städtebaulichen

Erkenntnissen entsprechende Bahnen zu lenken. Derartige
Überbauungspläne ermöglichen es, die gewollte Bebauung bis ins einzelne
festzulegen. Im Dienste der zu wahrenden städtebaulichen Interessen,
insbesondere der wohnhygienischen und ästhetischen Anforderungen,
können sie die Stellung, die kubische Gestaltung der Bauten und die
architektonische Gliederung und Ausführung der Fassaden und Dächer
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