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Abschlieflend verdienen noch die relativen, in die ersten zwei De-
zennien unseres Jahrhunderts fallenden Schweremessungen besonderer
Erwdhnung. Die damals geschitzte Genauigkeit einer gemessenen Diffe-
renz zwischen den Schwerebeschleunigungen auf einer Feldstation und auf
der Referenzstation Basel, von 4+ 1 mgal, ist durch die Gravimeter-
beobachtungen vollauf bestitigt worden., Dal3 aus den Anschlulmessun-
gen in Karlsruhe und in Potsdam fiir die neue Fundamentalstation Ziirich
ein Wert hervorgeht, der innerhalb eines Milligals mit dem abgerundeten
Betrag der neuesten gravimetrischen Bestimmungen zusammenfillt,
zeigt ebenfalls, wie vorziiglich die damaligen Mittel von der Schweizeri-
schen Geodiitischen Kommission eingesetzt und von Th. Niethammer
verwendet wurden.

Uber die Absteckung von zusammengesetzten Kurven

Von Ivan Tomkiewicz, Dipl.-Ing., Aarau

Unter zusammengesetzter Kurve soll ein Gebilde verstanden wer-
den, das aus mehreren Kreis- und der notwendigen Zahl von Ubergangs-
bogen zusammengesetzt ist. Aus eigener Erfahrung weill ich, da3 die
Absteckung solcher Kurven dem Ingenieur Schwierigkeiten bereitet. In
diesem Artikel mochte ich einige Absteckungsmethoden fiir zusammen-
gesetzte Kurven darlegen.

Ich gehe von einer etwas komplizierten, nur auf gewisse Fille an-
wendbaren Lésung aus und gelange dann zu andern, leicht verstidnd-
lichen Ldsungen, die sehr allgemein und in jedem Fall anwendbar sind.
Der in diesem Beitrag behandelte Stoff ist das Ergebnis eigener Arbeit.
Moglicherweise sind solche oder dhnliche Methoden schon gelegentlich
in der Fachliteratur behandelt worden, doch sind mir Publikationen
dieser Art nicht bekannt!.

Meine Ausfithrungen beziehen sich zunichst auf einen aus zwei
Kreisbogen zusammengesetzten Korbbogen, doch wird sich zeigen, daf3
mit den vorgeschlagenen Methoden jede zusammengesetzte Kurve be-
handelt werden kann. Abbildung 1 stellt einen solchen Korbbogen dar.
Die Trasse geht von der Geraden iiber die Ubergangskurve L,, R, in
den Kreisbogen [;, R, iiber. Der Ubergang vom Kreisbogen [, R, zum
Kreisbogen I,, R, erfolgt mittels des Ubergangsbogens R,, R,, L.
SchlieBlich kommt man vom Kreisbogen [,, R, in die zweite Gerade iiber
den Ubergangsbogen L,, R,. Da es sich hier um Autobahnen handelt,
werden die Ubergangsbogen in der Form von Klothoiden ausgebildet.

v Anmerkung der Redaktion: Artikel iiber die von I. Tomkiewicz behandelten
Methoden finden sich in Lehrbiichern und in Zeitschriften. Da der Absteckung zu-
sammengesetzter Kurven im Zusammenhang mit dem Ausbau unseres StraBen-
netzes immer gréfere Bedeutung zukommt, werden die Schweizer Leser der Zeit-
schrift, denen die ausldndische Literatur wenig bekannt ist, den vorhegenden Auf-
satz aus der Feder eines Praktikers begriiBen.
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Das ganze Trassengebilde stiitzt sich auf das Scheitelpunktpolygon,
und fiir den absteckenden Ingenieur sind daher die Tangentenlingen AT
- und BT sowie die Kreisbogenldngen [, und [, wichtig. Die andern Ele-
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Abb. 1

mente werden vom projektierenden Ingenieur genau angegeben, und
zwar

1. fiir den ersten Ubergangsbogen: Bogenlinge L, und Endradius R;;

2. fiir den ersten Kreisbogen: Radius R; und die angeniherte Bogen-
lange [;;

3. fiir den Zwischeniibergangsbogen: Konstante C; beide Radien R,
R, und die Nutzbogenlinge L,;

4. fiir den zweiten Kreisbogen: Radius R, und die angeniherte Bogen-
linge 1,;

5. fiir den zweiten Ubergangsbogen: Bogenlinge L, und Endradius R,.

Vorbereitende Rechnungen

Die Angaben unter 1. und 5. erlauben, einem Taschenbuch! fiir die
Absteckung der klothoidenférmigen Ubergangsbogen die folgenden, fiir
die weiteren Berechnungen nétigen Werte zu entnehmen (Abbildung 2):

d’, 4R’, =’ fiir den ersten Ubergangsbogen;

d”, AR”, 7" fiir den zweiten Ubergangsbogen.

1 Es soll vermerkt werden, da3 ich sowie auch das iibrige Absteckungspersonal,
mit dem ich zusammenwirkte, zu diesem Zwecke das « Taschenbuch fiir die polare
Absteckung der Ubergangsbogen in Form von Klothoiden» von Dr. Ing. Branko
Znidersi&, Professor der technischen Hochschule in Ljubljana / Laibach, Jugoslawien,
benutzte. Diese Tabellen eignen sich ausgezeichnet sowohl fiir die Projektierungs-
wie auch fiir die Absteckungsarbeiten im Terrain.
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Betrachten wir den Zwischeniibergangsbogen in Abbildung 3 etwas
niher. Der projektierende Ingenieur ermittelt auf Grund beider Radien
R;, R, und der kiirzesten Entfernung beider Kreisbogen D mit Hilfe der

Y—=Achse

AU X —y i X-Achse
d +
| +
] X1 1
Abb. 2
)]
]
£
]
«q
{
)
i
<
. tJ. 3
AU X—Achse

Abb. 3

Tabellen aus dem fiihrenden Buche auf diesem Gebiete « Klothoide als
Trassierungselement» von Kasper, Schiirba, Lorenz die passendste Klo-
thoide beziehungsweise ihre Konstante C, sowie die Nutzbogenlinge L,.
Diese zerlegt sich im Falle R, > R, in zwei Teile:

L; = L"3 — L’ (1)
C3 C3 CS
d = —— 2
oder R R, R, (2)
R, - R
wobei R = —R:—_FZ (3)
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Die beiden Tangentenwinkel 7, und 7, lassen sich nach folgenden
Formeln berechnen:

. L% _ ,,{':3_ (4)
LG, BR
L”g L”3
et —_— 5
T 9¢ 2R, )

Wenn wir durch P die Parallele zur x-Achse ziehen und durch R
die Parallele zur y-Achse, P und R verbinden, bekommen wir das
Dreieck P, R und E. Die beiden Katheten X und Y sind Differenzen
der rechtwinkligen Koordinaten der Punkte P und R in bezug auf das
Koordinatensystem, dessen x-Achse sich mit der Tangente im Klo-
thoidenausgangspunkt deckt, also:

X =xp—xp (6)

Y =yr—yp (7)

Da sich diese Koordinaten in Taschenbiichern befinden, kann man
beide Katheten ohne weiteres bestimmen, ebenso die Hypothenuse d,
sowie ¢:

dy = VX 4+ Y? (8)

—arctY (9
p = arc.tg— )

Nachdem wir iiber alle diese Angaben verfiigen, kénnen wir an das
eigentliche Thema dieses Artikels herantreten.

Erste Methode: Als erstes zu losendes Problem dréngt sich die Be-
stimmung der genauen Kreisbogenlingen [, und [, auf. Wenn die An-
gaben iiber alle drei Ubergangsbogen mit der notwendigen Genauigkeit
von 1 cm vorliegen, so stimmen die beiden Kreisbogenléingen infolge des
vorwiegend graphischen Charakters der Projektierungsarbeiten nicht
genau. Sie lassen sich jedoch genau bestimmen, sobald man die Bedin-
gung, daB die Gesamtlinge L der zusammengesetzten Kurve in Uber-
einstimmung mit dem Brechungswinkel 8 = = — o stehen muB, ein-
fiihrt. Die beiden nachfolgenden Gleichungen (10) und (11) fiir die Ge-
samtlinge L und die Zentriwinkel enthalten die zu erfiillende Bedingung

L=L +L+L;+1,+ L, (10)
a =7—B=71+0 +as+a + 771 (11)
Zwischen Bogen und Zentriwinkeln bestehen die Beziehungen:
Ly Ly
T = >R, 7" = 3R, (12)

112



a = —— ag = —— (13)

(14)

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (4) und (5) und der
Grundgleichung der Klothoide

7 R-L=2¢C (15)
folgt fiir Ry,:
2R, "R,
B smenc e b 16
m = R IR, (16)

Ubernimmt man nun fiir die Bogenlinge /, den angeniherten Wert,
so 148t sich die richtige Bogenlinge !, mit Hilfe der Gleichungen (10)
und (11) bestimmen.

0,

Nachdem wir iiber die richtigen Bogenlidngen verfiigen, besteht die
weitere Aufgabe darin, den Weg zu finden, um vom Punkt P zum Punkt
R (Abb. 4) zu gelangen. Aus Abbildung 4 folgt fiir den Brechungs-
winkel

ap

Bo= m—o —(p—m) (17)

und aus der schon bekannten Linge d, 148t sich der Radius des den
Ubergangsbogen ersetzenden Kreisbogens R’;, der gréBer als R, ist,
nach der Formel ‘

da @ T1
R'3 = * cosec ———— 18
: 2 ¢ 2 (18)
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bestimmen. Um weiter zum Punkt D zu kommen, miissen wir zuerst
~ den Brechungswinkel 8, und die Sehnenlinge d, rechnen aus:
@y

B4=‘”’_(‘Tz—¢)_—2— (19)

d, = 2R, - sin 122 (20)

Tragen wir weiter von der Tangente im Punkt R den rechten Winkel
ab, bekommen wir als Schnittpunkt mit der Strecke PO, den Punkt O,.
Aus dem Dreieck P, R, O, (Abb. 4) miissen wir die Seiten D, und D,,
die fiir die weiteren Berechnungen noétig sind, bestimmen:

,cos (1, —¢)

D, =d 21
L sin aq tal)

0 R
g, R @2)

SIl ag

GeméalB Abbildung 5 kénnen wir jetzt schreiben:
AT =d’ + GF + FT,— T,T (23)
BT =d" + ET, + T, T (24)
ET, = (R, + 4R") - tg —; = T, (25)
TT, = L1y 26
17 sina (26)
TT,

TTy =~ 27
1Ty tg o (27)

GF = (Ry — D) - sin (a; — 7)) + (D — Ry) *sin (o, + 71 + a3z) (28)
T,T = (R, + AR") — (R, + 4R") — 0,J (29)
0, J =(R,— D) cos(a; +77) +(Dy;— Ry)-cos(a;, + 71 + a3) (30)

Die Tangentenlingen AT und BT sind damit bestimmt, und das
Problem ist fiir den absteckenden Ingenieur gelost. Es ist aber ange-
bracht, noch die Gleichungen fiir die rechtwinkligen Koordinaten der
Punkte P und R aufzustellen.

Punkt P: AM — d + R, - sin (a, + 771) (31)
MP = R, *[1 — cos (¢, + 771)] + AR’ (32)

Punkt R: BN = d” + R, - sin (ay + 77) (33) -
NR = R, - [l — cos (ay + 77)] + AR” (34)
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Damit sind die Ausfithrungen iiber die erste Methode abgeschlossen.
Aus dem nachfolgenden Zahlenbeispiel erkennt man, daB3 die Berechnun-
gen weder langwierig sind noch irgendwelche Schwierigkeiten bereiten.

Daten:

R, = 1200,00 m R, = 350,00 m

L, = 20,00m L, = 60,00 m

Ly = 170,83 m C, = 35000

r, = 0°41°17" X = 70,63m

Ty = 8°11’06” Y 4,76 m

Iy = 122,00 m (angenihert) B = 129°48’44”, a = 50° 11’ 16"

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen erfolgen die Berechnungen
etappenweise wie folgt:
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1. Aus einem Taschenbuch fiir die Absteckung der Klothoide (in
meinem Falle aus dem schon erwihnten Taschenbuch von Dr. Znidersic)
suchen wir mit Hilfe obiger Angaben die folgenden Werte auf:

fiir den ersten Ubergangsbogen:  fiir den zweiten Ubergangsbogen:

d = 10,00 m ' d” = 29,99 m
AR’ = 0,01 m 4AR” = 0,43 m
71 = 0°28"39” 71 = 4° 54’ 40"

und dazu die fiir die zunichst zu behandelnden Methoden notwendigen
Werte gemidll Abbildung 2:

x; = 20,00 m x’; = 59,96 m
y37 = 0,06 m g1 = 1,71 m
w’; = 009 33 w”] = 13813
¢’ = 019 06 "1 = 31627
2. R R
2. Rp= ——"% = 541,94 m
R, + R,
L
a; = R3 - p° = 7°20"49” = 7, — 7, Kontrolle!
m
II
3. a3 =—>+p° = 19°5817"

-5
a, — a_‘['T’l + T”I + Qg + (Is] = 170 20’ 21”
L =21 36314m

P

L=1L +4L +Ls+1, +L,=63597m

Y
4. ¢ = arc.tg x = 3° 51’ 06”

d, = VY? + X2 = 70,79 m
5. 1, — ¢ = 4°20° 00"
¢ — 7 = 3°09"19”

cos (79 — @)
sin aq4

Dl = d3 * - 541,65 m

Do, @™ _ 939 m
? 3 sin ag ’

6. ET,— FT, = (R, + 4R") - tg —-‘21 = 164,10 m

116



Rl s Dl = 658,35 m Dz e Rz = 192,37 m
oy +71=17°49°00" oy + 71 + a3 = 25°18°19”

GF = 283,67 m [nach Formel (28)]
0,J 800,70 m [nach Formel (30)]
T,T 48,88 m [nach Formel (29)]
TT, = 63,63 m [nach Formel (26)]
T,T, = 40,75 m [nach Formel (27)]
AT = 417,02 m [nach Formel (23)]
BT 257,73 m [nach Formel (24)]

Punkte P und R:
AM = 377,17 m [nach Formel (31)]

I

MP = 57,56 m[nach Formel (32)]
BN = 177,26 m [nach Formel (33)]
NR = 32,91 m [nach Formel (34)]

Die Methode stellt eine einwandfreie Losung dar, denn mit den
errechneten Werten kann man den Korbbogen ohne weiteres abstecken.
Besteht der Korbbogen jedoch aus mehr als zwei Kreishogen, so wird
die Lage uniibersichtlich, und die Ldsung erweist sich als kompliziert.
Man fordert daher eine einfachere Methode; auBerdem wiinscht man eine
unabhingige Kontrolle, wie man sie bei allen Vermessungsarbeiten er-
strebt, um die nach der ersten Methode berechneten GréBen mit den Er-
gebnissen einer anderen Methode vergleichen zu kénnen.

Zweite Methode: Die jetzt zu beschreibende Methode stiitzt sich auf
die Anwendung des zum Kurvengebilde gehdérenden Sehnenpolygons,
dessen Eckwinkel und Léngen man aus den schon bekannten GréBen
folgendermafen bestimmen kann (Abb. 2, 4 und 5):

B =7 — o' - (35)
d = Va'p +yP o (36)
Bo=m—o1— 37)
dy =2 R, sin% (38).
Bo=m—o—(p—m) a7
dy = VX + Y2 (8)
Bi=m—(n—9)— (19)
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d4=2-R,-sin%’~ (20)

fo=m— o — 4" (39)
dy = Va'p + y'p (40)
Bo = m— "y (41)

Unter der Annahme beliebiger Werte fiir den Richtungswinkel vy 71:
der Geraden T,T Abbildung 6 sowie fiir die Koordinaten des Ausgangs-
punktes A’ rechnen wir das Sehnenpolygon durch und bekommen so die
Koordinaten des Punktes B’. Die Linge der Verbindungslinie D sowie
ihr Richtungswinkel vg lassen sich dann wie folgt bestimmen:

D = V(zp — 247 + (Yp'—ya’)? (42)
B _ Yp’ — YA’
vy = arc.tg tp A (43)

Durch Translatieren der Linie D kiénnen wir das Dreieck A, T, B
bilden, bei welchem aufler D und 8 noch die beiden Winkel ¢ und ¢ zu
bestimmen sind:

o =vL — B (44)
g = vg — v£ (45)
wo % S Gy (46)
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Die beiden gesuchten Lingen AT und BT werden jetzt

sin s
T = D= 47
A D sin 8 47
sin ¢
T =D - 48
B sin B (48)

Beide Methoden zusammen ergeben eine wirksame Kontrolle. Eine
weitere Vereinfachung ist méglich, wenn wir uns schon von Anfang an
der analytischen Geometrie bedienen. Wir miissen zu diesem Zwecke die
Koordinaten der Scheitelpunkte T,, T, T, direkt vom Plane ablesen.
Mit Hilfe der nach der ersten Methode errechneten Lingen AT und BT
lassen sich dann die Koordinaten der Punkte A und B bestimmen. Die
Kontrolle durch die zweite Methode besteht jetzt darin, dal wir die
Koordinaten des Punktes B bekommen, wenn wir die Berechnung des
Sehnenpolygons mit den Koordinaten des Punktes A begonnen haben.

Zu Vergleichszwecken wollen wir das nach der ersten Methode be-
rechnete Beispiel auch nach der zweiten Methode behandeln. Auch hier
werden wir etappenweise vorgehen:

1. Wir berechnen nach Gleichungen (35) bis (41) die Eckwinkel und
die Lingen. Mit diesen Werten rechnen wir das Sehnenpolygon durch:

Bekwinkel | MRS | Langen | oo roreonzon
Punkt B v d Y x
°o 7 ° s y=d-siny|zx=d-cosvy
m m m
v£1=315 00 00
(angenommen) (angenommen)
A’ 179 50 27 0,00 0,00
134 50 27 20,00 + 14,18 | — 14,10
&’ 171 00 43
1255110 | 361,77 | + 293,22 | — 211,89
P’ 168 10 31
114 01 41 70,79 | + 64,66 | — 28,82
R’ 165 40 51
9942 32 | 121,38 | + 119,64 | — 20,47
D’ 166 44 25
86 26 57 99,98 | + 59,86 + 3,71
B’ 178 21 47 yp’ = rgsr =
v¥== 84 48 44 + 551,56 | — 271,57

2. D = V551,56 + 271,57* = 614,79 m

551,56
are. tg i2—7157_ = 116° 12’ 517, vA = 296° 12’ 51"

»
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Die Resultate beider Methoden sind praktisch gleich. Es ist klar, dag
man mit der zweiten Methode eine beliebige zusammengesetzte Kurve
fiir die Absteckungszwecke l6sen kann. Da aber bei den komplizierten
zusammengesetzten Kurven die Kontrolle durch die erste Methode aus-
fiallt, muB man nach einer dritten Methode suchen.

Dritte Methode: Wenn schon die zweite Methode Zuflucht zur analy-
tischen Geometrie nimmt, so ist die Anwendung der Koordinatenrech-
nung bei der dritten Methode erst recht unvermeidlich. Wir miissen also
iiber die Koordinaten der Scheitelpunkte T,, T, T, verfiigen. Damit sind
auch die Richtungswinkel beider Geraden 7,7 und T,T bekannt, und es
fillt nicht schwer, ihre Gleichungen aufzustellen:

ya —yr, = tgvl « (x4 — 1) (49)
yp —yr = tgvl:- (xp —x7) (50)

Die Methode beruht zudem auf der Voraussetzung, dafl die Angaben
iiber das Sehnenpolygon der zusammengesetzten Kurve schon vorliegen.
Wir miissen das Sehnenpolygon der zusammengesetzten Kurve, aus-
gehend von einem beliebigen Punkt A’ (Abb. 7) auf der Geraden T, T,
durchrechnen. Um uns unnétige Arbeit zu ersparen, fangen wir die Poly-
gonenrechnung einfach im Punkte T, an. Die Ergebnisse sind die Linge
D, der Richtungswinkel vi’ und die Koordinaten des Punktes K. Wenn

wir jetzt das Polygon translatieren, dann bewegt sich der Punkt B’ auf
der Geraden KK’, die parallel zur Geraden T,T verlauft und mit der
folgenden Gleichung ausgedriickt werden kann:

yp — Yk = tgv] - (xp — TK) (51)

Der Schnittpunkt der Geraden T,T und KK’ ist der erste gesuchte
Punkt B, und seine Koordinaten bekommen wir durch das Auflésen der
Gleichungen (50) und (51). Die Gleichung der Geraden BA hat die Form:

yp —ya = tgvB - (zp — x4) (52)

Der Schnittpunkt der Geraden 7,7 und AB ist der Punkt A, und
das Ergebnis der aufgelosten Gleichungen (49) und (52) sind seine Ko-
ordinaten.
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Die dritte Methode stellt eine unabhingige Kontrolle fiir die erste
und eine gute, aber nicht ganz unabhéngige Kontrolle fiir die zweite dar.
Denn die beiden letzten Methoden beruhen auf der Sehnenpolygonrech-
nung, und hier gemachte Fehler kommen nicht zum Vorschein.

Beim Zahlenbeispiel nehmen wir an, dafl die folgenden Angaben
als Ergebnis frither durchgefiihrter Arbeiten schon vorliegen:

' y = 1000,00 y = 1494,97
T .
Y | = = 1000,00 x = 505,03
vE =135°00°00" »T.=84°48"44" T,T = 700,00 m

1. Mit Hilfe der nach der zweiten Methode errechneten Werte fir
Tangentenlingen AT = 417,01 m und BT = 257,74 m berechnen wir
im Koordinatensystem der Scheitelpunkte die Koordinaten der Punkte
A und B: ’

y = 1200,10 y = 1751,65
g
x = 799,90 x= 528,33

2. Aufstellén der Gleichungen der Geraden 7,7 und T'T,:

Yya —yr, = tg V% * (xq4 — 1))

oder

jya — 1000,00 = — (x4 — 1000,00) (49)
yp—yr = tgvh- (xp —27)

oder

yp — 1494,97 = + 11,0142 - (xg — 505,03) (50)
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3. Mit den Resultaten der Polygonrechnung der zweiten Methode
bestimmen wir die Koordinaten des Punktes K:

Punkt Koordinaten und Koordinatendifferenzen

- § i
Ay dx
T 1000,00 1000,00
+ 551,56 — 271,57 VI]{* = vg = 116° 12’ 51”
K 1551,56 728,43

4. Aufstellen der Gleichung der Geraden KK’:

yp — yk = tg vy * (g — 2K)
oder

yp — 1551,56 = — (x5 — 728,43) (51)

5. Die Auflésung der Gleichungen (50) und (51) ergibt die Koordi-
naten des Punktes B:

y= 528,33

B
x = 1751,66

6. Aufstellen der Gleichung der Geraden AB:

yp — ya = tgvE (xp — z4)
oder

1751,66 — ya = — 2,0310 - (528,33 — x4) (52)

7. Die Auflésung der Gleichungen (49) und (52) ergibt die Koordi-
naten des Punktes A:

y = 1200,10

A x= 799,90
Die Kontrolle stimmt ausgezeichnet. Die dritte Methode ist der
zweiten vollkommen gleichwertig.
Am SchluB kann man wohl sagen, da es an einwandfreien Methoden
zur Losung des angewiesenen Problems nicht fehlt. Es ist die Aufgabe
des absteckenden Ingenieurs, die passendste anzuwenden.
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