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Die Bestimmung der Lotkriimmung auf dem
TP Rosalienkapelle

Von K. Ledersteger, Wien

1. Die theoretischen Grundlagen

Ohne Zweifel mufl das Endziel jeglicher Groraumvermessung das
naturtreue Netz sein, worunter wir eine Pizzetti-Projektion auf das ein-
deutig gelagerte mittlere Erdellipsoid verstehen wollen. Diese Projektion
ist bekanntlich eine Doppelprojektion. Die Oberflichenpunkte werden
zuerst mittels ihrer gekriitmmten Lotlinie auf das Geoid und von diesem
mittels der geraden Ellipsoidnormalen auf das Erdellipsoid projiziert.
Der erste Teil der Pizzetti-Projektion besteht also in einer Reduktion
aller astronomischen und geoditischen Messungen wegen Lotkriimmung,
wihrend der zweite Teil dieser Projektion durch die astronomisch-
geoditische Netzausgleichung erzielt wird. Hierin liegt auch einwandfrei
die Bevorzugung der Pizzetti-Projektion vor der dlteren Helmert-Projek-
tion begriindet. Denn nur im Falle der Pizzetti-Projektion ist das Lapla-
cesche Binom theoretisch streng Null, das hei3t, nur in diesem Falle
treten in der Laplaceschen Gleichung, die zur wichtigsten Bedingung fiir
die Netzausgleichung wird, keine Glieder 2.0. auf, die bei einem Groflnetz
nicht mehr vernachlissigt werden diirfen.

Die erste Aufgabe, die uns somit bei der geplanten Durchfithrung der
Pizzetti-Projektion entgegentritt, sind die Lotkriimmungsreduktionen.
Schon vor drei Jahren habe ich daher versucht, das Problem der Lot-
krimmungsreduktionen theoretisch zu lsen'. Die Grundaufgabe be-
steht dabei in der Reduktion der astronomisch beobachteten Breiten und
Langen. Fiir je zwei Punkte, P; und Py, derselben Niveaufliche kann die
Differenz der Meereshéhen (Hjp — H;) auf die Differenz der Durch-
schnittswerte der Schwere in den Lotlinien (g; — ¢;) zuriickgefiihrt wer-
den. Denn aus der konstanten Potentialdifferenz zwischen unserer Niveau-
fliche und dem Geoid

gty = giH; 1
1 K. Ledersteger, «Die Reduktion der astronomischen Beobachtungen wegen

Lotkriimmung», Schweiz. Zeitschrift fir Vermessung, Kulturtechnik und Photo-
grammetrie, 1955.
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folgt sofort

Ik Va5

Andererseits aber ist diese Meereshéhendifferenz auch ein Maf fiir die
Konvergenz der Niveauflichen oder fiir den Unterschied der Lotrich-
tungen im Oberflichen- und im Geoidpunkt. Sind also ¢’ und A’ die

astronomisch beobachteten Bestimmungsstiicke der Lotrichtung in T),-,
¢’ und A’ die entsprechenden Werte fiir die Lotrichtung im zugehérigen
Geoidpunkt P;, so haben die Reduktionen

dgol — ﬁ_ﬂ’— gp/; dA/ ﬁ-xl‘*—“ AI (3)

der astronomischen Beobachtungsdaten auf das Geoid im Azimut a die
Komponente
£ = d¢’ cos a + dX’ cos ¢’ sin a (4)

Pf. (HK—H,)

Abb. 1

und man ersieht aus Abbildung 1 unmittelbar, daff die Differenz der
Meereshohen oder der Lotlinienlingen durch

AH = Hy— H; = +¢eds (5)

gegeben ist. Zusammen mit (2) erhiilt man den einfachen Ausdruck

”

g =— L (gx — 9i) Asl

Va5

oder wenn man alle Schwerewerte in mgal ausdriickt und fiir die normale
Schwerkraft im Meeresniveau unter 45° Breite den internationalen Wert
s = 980629 mgal einfiihrt,

— - H‘
g” = —0,21034 (G — g A—.; “

Hierin ist natiirlich 4s die Entfernung der benachbarten Punkte P;
und Pj. Mithin ist in jedem beliebigen Azimut die Komponente der
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Richtungsreduktion eine Funktion des horizontalen Gradienten des
Durchschnittswertes der Schwere in der Lotlinie von P;.

Weil aber im allgemeinen die benachbarten Punkte einen Hoéhen-
unterschied aufweisen, erfordert die Ableitung des horizontalen Gradien-
ten eine besondere Betrachtung, die hier wiederholt werden darf, um die
Riickverweisung auf die oben zitierte Arbeit umgehen zu kénnen. Ist 4n
der positive oder negative Hohenunterschied von Pj gegeniiber P; und
teilt man — abweichend von dem iiblichen Vorgang — dem in der Niveau-
flache von P; liegenden Punkt Q) seiner Lotlinie die Héhe Hj zu, wie sie
in Gleichung (2) gebraucht wird, so hat man je nach dem Vorzeichen von
4n die beiden Fille der Abbildungen 2 und 3 zu unterscheiden.

/_\PK /
&
an>0
————————— Qx
Qx 1
. an<Q
(He +an » pd
x +4n) =
Hy
u (Hetan) u Hx
h h
T T .
P P
Abb. 2 Abb. 3

Bezeichnet man die topographische Korrektion, das heiflit die nega-
tive Anziehung der UberschuB3- und Defizitmassen gegeniiber einer durch
Py, gelegten horizontalen Ebene im Oberflichenpunkt selbst mit Tp und
im laufenden Punkt U seiner Lotlinie in der Meereshohe h mit T'y und
beachtet, da3 die Anziehung der unendlichen Bouguerschen Platte der
Dicke h auf einen iiber ihr liegenden Aufpunkt unter Verwendung der
Gravitationskonstante k2 = 66,7 CGS und der Sialdichte ¢ = 2,6725

2 7 k23 hyy = 0,1120 hp, mgal (7)

ist, so findet man zusammen mit der Freiluftreduktion 0,3086 h;, mgal
im Falle eines positiven 4n

gu + Ty = gp + Tp + (0,3086 — 0,2240) (Hy + dn— h) =
— gp + Tp + 0,0846 (Hy 4 An — h). (8)

Dies ist natiirlich die Schwerereduktion von Poincaré-Prey und gy die
«wahre» Schwerebeschleunigung in U, wenn man von der hypothetischen
Annahme einer konstanten Krustendichte 2,6725 oder von der geinder-
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ten Wirkung der innerkrustalen MassenunregelméiBigkeiten absieht.
Durch Integration von (8) ergibt sich

Qk
f gu dh = jxHx = [gp + Tp + 0,0846 (Hy + An)] . Hy —
Py

Ok
H2
—0,0846 —* f Ty dh

2
Py
oder
gx = gp + Tp + 0,0423 H; + 0,0846 Adn — Ty, 9)
mit
Qk
- 1 n
Ty =— | Ty dh 10
T .J ¢ (10}

Py

Etwas schwieriger liegen die Verhiltnisse im Falle eines negativen
Hohenunterschiedes An, weil jetzt die Anziehung der Bouguerschen
Platte nicht mehr durchwegs linear mit h verlduft, sondern zwischen
Py und Qy konstant ist. Wihrend von Py, bis zur Oberfliche in Pj wieder
die Gleichung (8) gilt, hat man oberhalb

gu + Tu = gp + Tp + 0,3086 (H) + 4n — h), (8a)

und es wird

Py Ok
GxHy = f gu dh + f gudh = (gp+ Tp— Tx) Hi +0,0846 (Hy+ An)* —
by Py,

—0,0423 (Hy + An)*— 0,3086 (Hy + 4An) An — 0,1543 [H;2 — (Hy + 4n)?]

Nach leichten Umformungen folgt hieraus

A 2
gk = gp + Tp — Ti + 0,0423 Hj, + 0,0846 An — 0,1120 ( I’;) (92)

Das letzte Glied des zweiten Falles kann bei gleichem 4n nur in kleinen
Meereshdhen nennenswerte Betrige erreichen und darf praktisch immer
vernachlissigt werden, wenn

(dn)? < 0,05 H (11)
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Wegen der beiden Gleichungen (9) und der analogen Gleichung fiir P;
gi = 9i + Tp— T; + 0,0423 H; (12)

folgt fiir die Differenz der Durchschnittswerte

(4n)®
H

(9 — 91) = (gx— g1) + ATy; + 0,0846 An — [0,1120 ], (13)

wenn man fiir die Differenz der topographischen Korrektionen abkiirzend
setzt

ATy = (T — Tp — (Tx — Ty) (14)

Das nur im Falle eines negativen 4n zu beriicksichtigende quadratische
Glied ist eingeklammert.

Wir diskutieren zuniichst die Formel (13):

1. Ist in der nidheren Umgebung der Zentralstation P; das Geldnde
ideal eben und horizontal, so daB es weder Hoéhenunterschiede noch
topographische Reduktionen gibt, so ist der Gradient des Durchschnitts-
wertes der Schwere in der Lotlinie identisch mit dem an der Erdober-
fldche direkt beobachtbaren Schweregradienten. Dabei braucht die
horizontale Umgebung keineswegs allzu ausgedehnt sein, weil die MeB3-
punkte Pj in einer Entfernung von 20 bis 30 m von P; gewihlt werden
konnen und daher die Schweredifferenzen von entfernteren Bodenerhe-
bungen kaum mehr beeinfluBlt sind. In dem angenommenen Idealfall ist
also der horizontale Gradient des Durchschnittswertes der Schwere
ginzlich unabhingig von der Meereshéhe der Station. Nicht nur fiir die
Potentialdifferenz zwischen der Niveaufliche von P; und dem Geoid,
sondern fiir jede geringere Potentialdifferenz, das heil3t wenn man fiktiv
eine der Oberfliche niher gelegene Niveaufliche mit dem Geoid ver-
tauscht, ergibt sich derselbe horizontale Gradient, und die Lotlinie ist
dann ein Kreisbogen. Dieses Resultat gilt tibrigens nicht nur fiir eine
streng homogene Erdkruste, sondern auch fiir den wirklichkeitsniheren
Fall, dall eine Dichtezunahme nach innen bei horizontaler Schichtung
vorliegt. Man erkennt dies leicht, wenn man bedenkt, da3 jede zusitz-
liche Bouguersche Platte die Schwerewerte gy in den Punkten benach-
barter Lotlinien bis auf die duBerst geringe Wirkung der Erdkriimmung
und des Nichtparallelismus der Niveauflichen ganz gleich beeinfluBBt, so
daBl dieser EinfluB in den Differenzen (9, — g;) fast streng ausfillt.
Andererseits steht gerade im Hinblick auf diese Einschrdnkungen unser
Ergebnis nicht im Widerspruch mit der theoretischen Erkenntnis, daf3
sich die Kriimmung der Lotlinien an jeder Unstetigkeitsstelle der Dichte
sprunghaft dndert. Es darf also die der Ableitung von (13) zugrunde
gelegte Voraussetzung der konstanten Dichte 2,6725 dahin erweitert
werden, daB diese Dichte nur in der oberflichennahen Schicht, das heif3t
nur innerhalb des Bereiches der 4n, anzunehmen ist, darunter aber in
Funktion von h zunehmen kann.
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2. In der oberflichennahen Schicht wird aber die Dichte zumeist
kleiner sein als der Mittelwert 2,6725, wodurch sich in (13) die Koeflizien-
ten der beiden letzten Glieder wie auch die topographischen Korrektionen
ATy; dndern. Fur die richtige Berechnung der Differenz der Durch-
schnittswerte der Schwere und damit der Lotkrimmungsreduktion ist so-
mit eine moglichst exakte Kenntnis der Oberflichendichte im Bereiche
der 4n erforderlich. .

_ 3. Existieren Hoéhenunterschiede 4n, so ist der horizontale Gradient

des Durchschnittswertes der Schwere sowohl durch die topographische
Korrektion 47T;; wie auch durch das quadratische Glied eine Funktion
der Meereshohe. Die Lotlinie ist eben im allgemeinen eine Raumkurve.
Auch liegt der Formel (6) noch keinerlei Voraussetzung iiber den Verlauf
der Lotlinie zugrunde, und erst fiir die Ableitung von (13) war die sub (1)
priziser formulierte hypothetische Annahme iiber den Dichteverlauf
notwendig, welche fiir die Lotlinie in zweiter Nidherung einen Kreisbogen
ergab, falls keine Hohenunterschiede vorhanden sind. Man kann aber
auch im jetzigen allgemeinen Falle, natiirlich wieder nur unter den gerade
formulierten Annahmen iiber die Dichte, die Gleichung (13) fiir jede be-
liebige Potentialdifferenz, das heif3t fiir jede andere innere Niveaufliche,
aufstellen und so vielleicht den Verlauf der Lotlinie in dritter Ndherung
studieren, wenn man nur die Differenz der topographischen Reduktionen
jedesmal mit der notigen Sicherheit erfassen kann. Dabei wire auch zu
beachten, dal die topographische Korrektion Ty in der Lotlinie nicht
linear verliduft®. Jedenfalls ist aber eine Aussage iiber den Verlauf der
Lotlinie teils wegen des beschrinkten Einflulbereiches des quadratischen
Gliedes, teils wegen der innerkrustalen Massenunregelmalligkeiten nur
fiir die oberflichennahen Schichten maoglich.

Bei der praktischen Durchfiihrung einer Lotkrimmungsbestimmung
auf einem trigonometrischen Punkt hat man ferner zu bedenken, daf} sich
die Lotkriimmung innerhalb eines gréBeren Umkreises nur sehr wenig
andern wird. Man wird also in der Nihe des TP ein moglichst ebenes
horizontales oder schwach geneigtes Gelidnde auswidhlen und um den
Zentralpunkt P; annihernd einen Kreis legen, der moglichst dquidistant
mit einer Anzahl von Schwerestationen Pj belegt wird. Dividiert man
jede Schweredifferenz (13) durch die zugehorige Distanz 4s;, so erhilt
man den horizontalen Gradienten des Durchschnittswertes g fiir ds
= 1 m, und (6) nimmt die Gestalt an:

da
¢ — — 021034 L H,, (15)
ds
und speziell fiir die Azimute 0° und 90°
dg d
(d¢")” = —0,21034 cTi Hp;  (dX cos ¢) = — 0,21034 ci% H (16)

2 K. Ledersteger, « Die Berechnung der vertikalen dynamischen Korrektionen»,
vorgelegt der Commission internationale des nivellements européens, Réunion de
Florence, 22 au 28 mai 1955.
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Um die Lotkriimmungsreduktionen sofort fiir den TP und nicht fiir das
gewihlte Zentrum P; zu erhalten, ist in (16) fiir H,, die in Metern aus-
gedriickte Meereshohe des TP einzufiihren. Der mittlere Fehler des hori-
zontalen Gradienten geht mit H multipliziert in die beiden Komponenten
der Lotkrimmungsreduktion ein. Einem Fehler von 0,0005 mgal im
Gradienten entspricht bei einer Meereshéhe 3000 m bereits ein Fehler
von 0,3” in der Lotkriimmung. Fordert man also diese Genauigkeit, so
miissen nicht nur die einzelnen Schweredifferenzen (g — ¢;) mit einem .
sehr guten Gravimeter auf etwa 0,01 mgal genau gemessen werden,
sondern eventuell auch die topographischen Korrektionen T'p auf Grund
einer tachymetrischen Gelindeaufnahme in einem Umkreis, dessen
Radius mindestens fiinfmal so groBl ist wie der Radius des Mef3kreises,
nach der iiblichen Sektorenmethode berechnet werden. Diese Aufnahme
konnte ebenso wie die notwendige Einmessung der Gravimeterpunkte
gleichzeitig mit der Schweremessung von einem eigenen Meflitrupp durch-
gefiithrt werden. Selbstverstindlich wiire es aber von groBer praktischer
Bedeutung, wenn die zeitraubende Berechnung der topographischen
Korrektionen erspart werden kénnte. Das vorliegende Beispiel hat daher
auch die Frage zu kliren, ob der Einflu3 der Topographie rein rechnerisch
im Ausgleichswege hinreichend genau eliminiert werden kann.

2. Die Messungsergebnisse

Diese Frage sowie das Problem der exakten Dichtebestimmung war
fiir die erste praktische Erprobung des Verfahrens richtungweisend. Es
mullte eine Station mit etwas schwierigeren topographischen Verhiilt-
nissen ausgewihlt werden, wenn die Brauchbarkeit der Methode erwie-
sen werden sollte. Die Wahl fiel auf den TP 1.0. des osterreichischen
Fundamentalnetzes Rosalienkapelle. Es ist dies die hiéchste Erhebung
des Rosaliengebirges (H = 746 m) siidwestlich von Mattersburg im
Burgenland, eine nach allen Seiten verschieden steil abfallende bewaldete
Kuppe, die eine Kapelle trigt, deren Grundril annihernd ein Quadrat
von 25 m Seitenléinge ist. Schematisch kénnte das Gelinde als ein schiefer
Kegelstumpf aufgefaB3t werden, mit dem Steilabfall im Norden. Der
Pfeiler steht ganz nahe der Westecke der Kapelle. Fiir die Lotkriim-
mungsbestimmung am geeignetsten schien das sich nach Siidosten er-
streckende sanfter geneigte und freiere Vorfeld. Um aber verschiedene
Versuchsrechnungen zu ermdéglichen und vor allem den Einflul der
Topographie besser studieren zu kénnen, wurde an Stelle des urspriing-
lich geplanten MeBkreises ein Oval um die Kapelle gelegt, in dem der
Hauptpunkt Z, stark exzentrisch im Vorfeld liegt. Daneben aber wurde
fast 18 m nordwestlich von Z; ein nahezu 3 m hoéher gelegenes zweites
Zentrum Z, gewihlt. Die Schweremessungen konnten mit einem von der
Osterreichischen Mineralélverwaltungs-AG angekauften und freund-
licherweise zur Verfiigung gestellten Askania-Gravimeter der Type GS9
am 29. und 30. Juli 1957 durchgefiihrt werden. Als Beobachter fungierte
Herr Ing. K. Finsch von den Askania-Werken in Berlin-Friedenau, der
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die Messungen mit gréBter Sachkenntnis und dullerster Gewissenhaftig-
keit durchfiihrte, wofiir ihm auch an dieser Stelle herzlichst gedankt sei.

Wie aus Abbildung 4 ersichtlich ist, wurde der exzentrisch um die
Kapelle gelegte Polygonzug mit 21 Schwerestationen besetzt. Die Mes-
sungen wurden studienhalber an beiden Tagen nach ginzlich verschie-
denen Gesichtspunkten durchgefiihrt. Wihrend am 29. Juli als eigent-
licher Hauptpunkt der PP 4 diente und der Polygonzug von dort aus im

0

Lageskizze (o.M)

Abb. 4

Gegenzeigersinne bis zum PP 15 im doppelten Steppverfahren durch-
gemessen wurde, wobei das Zentrum Z, nur dreimal angeschlossen
wurde, wurde am 30. Juli zwecks besserer Elimination des Ganges und
des Gezeiteneinflusses und im Hinblick auf die eigentlich gebrauchten
Schweredifferenzen gegeniiber den Zentren das Reststiick im Uhrzeiger-
sinne nach dem Schema: 4 -2, -4-5-6-2,-4-5-6-2,-6-17-—
8 - Z, — 6... durchgemessen und abschlielend die Schweredifferenz
zwischen den beiden Zentren Z, und Z, im vierfachen Hin- und Riickgang
moglichst genau bestimmt.

(Fortsetzung folgt.)
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