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Sur l'application en géodésie des théorèmes de Gauss-Bonnet
et de Tchebychef-Darboux relatifs aux projections conformes

Par A. Ansermet

Le premier de ces théorèmes fut déjà évoqué succinctement dans ces
colonnes et il a paru opportun de rechercher l'intérêt qu'il peut présenter
dans son application; quant au second de ces théorèmes, il n'est pas sans
corrélation avec le premier et un cas concret révélera le rôle qu'il peut
jouer en pratique. Pour ne pas donner trop d'ampleur à ce texte seules
seront considérées les projections à variables dissociées et celles à axe
neutre (pour la Suisse l'axe x 0). Ces dernières sont les plus répandues,
mais il faut reconnaître, qu'au point de vue purement mathématique,
elles constituent une solution un peu simpliste du problème posé; d'autres
éléments jouent en effet un rôle dans le choix d'un système de coordonnées
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conformes. D'autre part si le territoire en cause est étendu le fractionnement

en zones juxtaposées ne peut guère être évité.

La formule de Gauss-Bonnet

Cette formule, on le sait, a trait à l'invariance de l'altération totale
de courbure d'un contour fermé en projection conforme. Dans le cas
général, il faut compter aussi avec la présence de points singuliers, mais
il en sera fait abstraction ici.

Dans la littérature mathématique, on rencontre la solution classique
tirée des écrits de C. F. Gauss et Ossian Bonnet ([3] p. 73). L'intégrale
curviligne exprimant la variation totale de courbure est convertie en une
intégrale double. Plus tard, en géodésie, le problème fut repris en partant
de la formule de Schols ([1] p. 243-260); enfin, assez récemment, une solution

très générale fut développée par R. Nevanlinna (voir [2]).
En coordonnées planes conformes (x, y) on a:

(1) m — 1 LL ((1 + n) x2 + (1 — n) y2 +

où m est le rapport de similitude ou coefficient de déformation linéaire,
R le rayon de la sphère de référence, n un paramètre définissant le mode
de projection (o < \n\ < 1); pour la courbure de la transformée plane
d'un côté du réseau géodésique, on obtient:

1 (dm dm \ 1

(dz:ds)=-(-~s'mz--coszj^Y^[(l+n)xsmz-
— (1 —n) y cos z]

où: dx2 + dy2 — ds2; tg z dy : dx

Mettons en évidence les termes en n en intégrant:

r 1 f 1

j dz m y^ + n S (xd9 + Vdx)\

2V| +-Sd(xy)

(2)

(3)

Dans un contour fermé tel que le triangle Px P2 P3 Plt les termes en n
s'éliminent ce que l'on devait présumer.

Cas où la transformée plane présente un point d'inflexion

Ce cas, assez peu traité dans la littérature géodésique, constitue
précisément une application intéressante comme on le verra; il se présente
lorsque la transformée plane d'un côté du réseau coupe l'axe neutre de la
projection (\n\ 1). Le calcul est alors tellement simple qu'il paraît
superflu de s'y arrêter.
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Pour une valeur quelconque du paramètre n il y a, en chaque point
(a; y), une direction de courbure nulle; à l'origine 0 des coordonnées toutes
les transformées ont une courbure nulle. De l'équation (2) on déduit que
pour

1 — n y0
(4) tgz»

1 + n

les valeurs x0, y0, z0 correspondent à: (dz : ds) 0

ëy&h

a .t

111
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Considérons le point P0 (x0, y0) comme origine d'un nouveau système de
coordonnées (£, -q), l'axe des f étant tangent en P0 à la transformée; pour
un point (x, y) de celle-ci on a

x x0 + £ cos z0 — -q sin z0

y Uo y i sin z0 + ry cos z0

(5) (dz : ds) m —- (2 n | sin z0 cos z0) —— n | sin 2 z„

en négligeant les -q ce qui est en général possible. En désignant par K
un facteur, fonction de n et z0:

(6)

(7) /¦dz <£,
drq

(dz : ds) 62

K t

d2ry

d|2

et (8) r;

XI

6~

la formule (7) donne la variation de courbure avec assez de précision, en
radians.

En pratique le problème se présente de façon inverse; on connaît
deux sommets du réseau Px (xu yx) et P2 (rr2, y2), et l'on constate que la
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courbure de la transformée change de signe en passant de Px à P2 mais
le calcul est facile. Le théorème de Gauss-Bonnet permet de contrôler les
résultats ou même d'éviter le calcul direct de la variation de courbure
entre Px et P2.

Application. x„ +50 km y0 + 50\/3 km n y 0.5

!/0:x0 V3 tgz0 1 : V3 tg30° [d'après (4)]

tg z0 tg zm — 1 ; tg zm — rt/3

donne la direction de courbure maxima zm en P0; dans le cas particulier
celle-ci coïncide avec la direction z; à courbure indépendante du
paramètre n en P0, car il y a contact en P0 entre 2 courbes:

xy const, et m const.

nx,, sin z,- + ny0 cos z; 0

donne: tg z; — (j/„ : x0) -

Xn — Xn

17,32 km;
26,00 km;

- -y o', Z{ — zm

(/! j/o — 10 km I valeurs
Ü2 Uo y 15 km | arrondies

Pour le calcul du facteur Ä, on peut indifféremment utiliser z0 ou
le z de la corde P1P2

Côté auxiliaire:
PaP0 20 km P0P2 30 km

De ces éléments on déduit, en faisant intervenir l'origine 0, la

Variation totale de courbure des contours

OP^O: OP2P0O

n 0 n - 0,5 n 0 n 0,5
côté OP, : 0",000 —3' ,175 côté OP0 : 0' ,000 —5" ,490
côté Pi-Po : + 2",535 + 0' ,220 côté P0P2 '¦ + 3' ,800 —0" ,495
côté P0O : 0",000 + 5' ,490 côté P20 : 0' ,000 +9" ,785

Totaux : + 2",535 +2' ,535 Totaux : +3' ,800 + 3" ,800

(secondes sexag.) p"/R2 5",07/1000 km2

Pour le côté PXP2, la variation de courbure est: +0",220 — 0",495
— 0",275, résultat qui sera aussi obtenu autrement. Si P0Pi P0P2,
la variation de courbure pour PXP2 est nulle. Les contours fermés choisis
ici contiennent le point 0, car le calcul des transformées issues de 0 est
particulièrement simple. Quand il n'y a pas de point d'inflexion, il suffit
d'ajouter les valeurs absolues des réductions à la corde (Sehnenreduktionen)

pour obtenir la variation de courbure pour le côté (valeur absolue).
La formule (7) fournit un contrôle utile:

0",220 : 0",495 (P0P1)2 : (P0P2)2 è\ : |22 4/„
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En pratique, les éléments initiaux sont donc les coordonnées des points
Pi et P2; on obtiendra, d'après la formule (2):

(dz : ds),, (—8,668) KÇX (courbure en PX)
2 R

(dz : ds)2 + 13,002) Kg2 (courbure en P2)
2 Rt

îa ¦ I, — %

Contour OPxP20, variation totale de courbure:

n 0 n 0,5

côté OP,
côté P1P2
côté P20

Totaux

0",000 —3",175
+6",335 —0",275

0",000 +9",785

+6",335 +6",335

Le théorème de Gauss-Bonnet est particulièrement utile pour déterminer
la valeur —0",275. On en déduit les valeurs +0",220 et —0",495 dont on
connaît le quotient, puis les ordonnées -qx —7,1 mm et ij2 +24,0 mm
en Px et P2 ainsi que l'angle compris entre la corde PiP2 et la tangente à

la transformée en P0 (0",128); ce point est à 5,4 mm de la corde, mais à

l'intérieur du triangle OPxP2. Tous les éléments de la transformée PXP0P2
sont ainsi déterminés. Le théorème de Gauss-Bonnet a aidé à calculer ou
tout au moins à contrôler ces éléments; le rôle de ce théorème est ainsi
mis en évidence.

On aurait aussi pu considérer d'autres contours fermés et confronter
d'autres valeurs que n 0 et n 0,5. Dans le cas le plus général
(variables non dissociées), il y a deux paramètres lesquels sont éliminés dans
l'équation (3) pour un contour fermé.

Pour rendre le calcul plus facile aux praticiens, on pourrait dresser
une tabelle à double entrée ou mieux un nomogramme donnant les
valeurs n, z0 et y0/Xe, qui répondent à l'équation (4). C'est le choix du
paramètre qui est un problème complexe, et ceci nous amène à consacrer
de nouveau quelques lignes au

Théorème de Tchebychef-Darboux

L'élément introduit ici est la valeur moyenne du carré du gradient de
Log em qui doit permettre de comparer divers systèmes de coordonnées
conformes d'un même territoire; désignons-le par (MG2) et faisons une
application à un cas concret pour mieux juger, sur la base de chiffres, ce

que l'on peut attendre de cet élément d'appréciation. A cet effet, on fait
varier non seulement le paramètre n, mais aussi la position et l'orientation
des axes de coordonnées. Le territoire choisi est celui de la Suisse, et le

111



nombre des solutions étudiées sera restreint. Les formules initiales sont
connues ([4] p. 230)

d Log m 1 3 Log m 1

Sx =-2R2Ìl+n)X+ ''-yy- 2R2«-n)y+----
A un facteur près la valeur (MG2) est donnée par l'expression:

SJ [(1 + n)2 x2 +(1— n)2 y2] dx dy

dont le calcul est facile à l'aide d'un planimètre à moments. Sans
planimètre, on opère graphiquement en plaçant un papier calque millimétré
sur la carte du territoire. De faibles sinuosités de la frontière peuvent
être égalisées, compensées. Il est avantageux de convertir l'intégrale
double en intégrale curviligne au moyen de la formule attribuée tantôt
à Gauss, tantôt à Green-Riemann:

(f dP 3Q\
-8T+Ty)dxdy fc iPdy ~ Qdx)

Lorsque les variables sont dissociées le calcul est particulièrement simple;
il fut effectué sur la carte de la Suisse au 1 : 1000000 en fractionnant
convenablement le contour à intégrer.

Pour la comparaison entre diverses projections conformes l'unité
admise pour (MG2) fut celle obtenue pour le système suisse de coordonnées

(1) (MG2)b =1,00 (n + 1, origine Berne)

Variantes: origine au Brunig, axe des x coïncidant avec la projection
du méridien en ce lieu

(2) (MG2)Br 0.92 (n + 1)

(3) (MG2)Br 0.80 (n 0)

Dans cette solution (3) l'orientation des axes de coordonnées est
indifférente.

(4) (MG2)Br 0.66 (n + 0.44) c'est un extréma

Dans le voisinage de l'extréma +0,4 < n < + 0,5) la valeur de (MG2)
varie très peu; quand n varie entre 0 et + 1, et pour des axes de
coordonnées donnés, on obtient une parabole à axe vertical pour la
représentation graphique (MG2) — f(n).

En modifiant un peu l'orientation des axes ou en admettant un
système à variables dissociées, il serait possible d'abaisser encore un peu
l'extréma 0,66 ci-dessus. C'est le but du théorème.

Sans attribuer une importance excessive à cette notion qu'est la
valeur moyenne du carré du gradient de Log em pour le territoire
considéré on peut admettre qu'il y a là un élément d'appréciation susceptible

de jouer un rôle en géodésie. Il a paru opportun de traduire une
fois en chiffres cette valeur (MG2) en lui conférant ainsi un caractère
moins^abstrait.
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La Belgique connaît les mêmes difficultés que la Suisse

Depuis plusieurs dizaines d'années, on a pu assister au développement
continu de la zone d'habitations (d'une densité sans cesse accrue) qui
s'étend autour de cet ensemble de villes et communes dénommé
agglomération bruxelloise.

Chaque jour, par vagues successives, la capitale absorbe, puis refoule
son quantum d'ouvriers, employés, fonctionnaires et commerçants,
lesquels par les divers modes de locomotion regagnent, la journée finie,
d'abord les appartements et buildings érigés sur la périphérie même,
ensuite les villas des quartiers résidentiels, puis les cités et complexes
d'habitation à bon marché, enfin la banlieue et la province.

Les régions maraîchères, les campagnes paisibles, les sites
champêtres, lieux de délassements et de promenades de nos ancêtres, ont été

pourvus de voirie, lotis et bâtis à une cadence sans cesse accélérée,
généralement sans autres considérations que celle de politique locale et de

profits immobiliers.
Une bonne volonté illimitée, des réalisations souvent heureuses, une

recherche de confort et de présentation, se sont heurtées à une anarchie
quasi totale, à un esprit d'indépendance tel que les moindres réglementations

d'ordre général, les disciplines qu'impose l'intérêt commun n'ont
suscité que les sentiments de rébellion et ont, autant que possible, été
contournées et rendues inopérantes. Seuls quelques organismes ont réussi
à imposer un style, une unité à leurs créations. Mais rien de valable n'a
été édifié, et l'on s'acharne encore à rogner, à abattre, à détruire des

œuvres, des plantations témoins d'un passé plus humain.
Bruxelles-Ville, financièrement malade, est désarmée; les communes

qui l'entourent, par une survivance tenace de l'esprit de clocher, constituent

autant d'unités autonomes, agissant chacune à sa façon, suivant
des idées et des moyens propres.

Une solution d'urgence paraît s'imposer qui serait le blocage total
et sans délai de toutes les zones de verdures situées dans un rayon
suffisamment étendu autour de la capitale, plus spécialement dans la région
industrielle; ces zones comprenant les terres de cultures agricoles, horticoles

et maraîchères, les sites naturels, les grandes et moyennes propriétés
susceptibles de rachat et d'aménagement. Il existe encore beaucoup de
grandes propriétés; certaines, occupées par des communautés religieuses,
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