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Zur Fehlerrechnung bei geringer Anzahl
von Beobachtungen

Von dipi. Ing. II. Matthias

(Schluß)

Der häufigste Wert v\y und der Mittelwert vm sind Funktionen des

Scharparameters n
~2

vw

vm' N
1 2-4 (n — 2)

wo für gerades n vM - — s • „ „- sr
v„Vn~l

Vit 3-5 (n — 3)
und für ungerades n vm _ — - -Afn-1 2'4 ("-2)

Figur 3 zeigt eine Auswahl von Verteilungskurven. Der kleinste
Parameter ist n 2. Diese Verteilungskurve ist von einer Xormalverteilung
ganz verschieden. Entsprechend der Tatsache, daß der wahrscheinlichste
Wert der Differenz von zwei Beobachtungen gleich Null ist, ist der
häufigste Wert des mittleren Fehlers m auch Null. Ein nur aus zwei Messungen

gerechneter mittlerer Fehler ist also sehr unsicher.
Für wachsende n nähert sich die Verteilung immer mehr einer

normalen. Der häufigste Wert v\y nähert sich immer mehr dem tatsächlichen
Wert Vfj, 1.0.

Wird n sehr groß, so kann nicht mehr von einer Verteilung gesprochen

werden; tatsächlicher Wert Va, häufigster Wert v\v und Mittelwert
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vm fallen zusammen. Die Häufigkeitsfunktion hat bei v= 1.0 einen Pol,
im übrigen ist ihr Wert für alle v aber gleich Null.

Von großer Bedeutung ist die Tatsache, daß für alle n die Fläche, die
von der Verteilungskurve, der Abszissenachse und der Ordinate bei v
1.0 eingeschlossen wird, 50% übersteigt. Die Wahrscheinlichkeit, aus
einer Stichprobe für den mittleren Fehler m einen zu kleinen Wert zu
berechnen, ist also

1.0

W v < 1.0) f f(v) dv > 50%
Ò
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Das bedeutet, daß in der Mehrzahl der Fälle, insbesondere bei kleinen

n, die Meßgenauigkeit zu günstig beurteilt wird.

D. Die t-Verteilung von «Student«

Die unter A und B dargestellten Verhältnisse, wie sie üblicherweise
den Fehlerbetrachtungen zugrunde gelegt werden, haben nur Gültigkeit,
wenn der wahre Wert L und der tatsächliche mittlere Fehler p einer
Beobachtung / bekannt sind. Die dort ermittelten Wahrscheinlichkeiten
gelten für das Auftreten einer Beobachtung l oder eines Stichprobenmittels

S innerhalb von Grenzen, die mit dem tatsächlichen mittleren Fehler

p einer Messung beiderseits des wahren Wertes L definiert sind.
Da in der Begel aber nur aus einer Stichprobe das Stichprobenmittel

S und der mittlere Fehler m zur Verfügung stehen, muß die Frage nach
den Wahrscheinlichkeiten anders gestellt werden. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daß der wahre Wert L innerhalb von Grenzen liegt,
die mit dem mittleren Fehler m beiderseits des Stichprobenmittels S

definiert sind.
Diese Aufgabe löst die /-Verteilung. Die Funktion

/(0
2-J).V(n-l)w(l+/J^

mit der Anzahl n der Beobachtungen in einer Stichprobe als Parameter
und der freien Variablen / definiert eine Schar von Häufigkeitsfunktionen
so, daß die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafür, daß der wahre Wert L

innerhalb der Grenzen I S ± l ¦ liegt, sich aus
V n/

W[S / '" Cf(t)dt
y t

m

Vn
-t

berechnen läßt.
Die /-Verteilung ist symmetrisch. Sie verläuft flacher als die

Normalverteilung. Für große n wird die /-Verteilung zu einer Normalverteilung.

Figur 4 und Tabelle 5 zeigen diese Eigenschaften deutlich. Die
Kurve für n oo ist mit der Normalverteilung in Figur 1 identisch.

Ein Beispiel entnehmen wir aus Tabelle 5 der Zeile für n 4

Beobachtungen. Soll mit den für den mittleren Fehler beziehungsweise
Maximalfehler üblichen Wahrscheinlichkeiten von 68.2% beziehungsweise

/ m
99.7% gerechnet werden können, so sind die Grenzen mit S ± 1.2 -

\ Vn

323



n

»(stifg) t fit)
68.2X59.7% to 3.0 t'

to
t-
¦0,5

t-
'¦1.0

te

'-1.5

<•

'2.0

te

•¦2.5no
te
13.$ 11,0tm t t W(rtt$)X

Z 1.8, 236 SO 80 432 0.15 1.1* 0,fO OO* 00* 0,03 Q02 002

0

vT
Vt

3 1.3 26 57 90 0.3S 0,29 013 0,11 0,07 op* 0,03 0,02 001

¦\
1 1.2 11 61 3+ 0,37 0.31 0.21 a ti 0,07 0,0* 0,02 0,01 0,01

5 1.1, 7, 62 96 0,38 0.32 0,22 0.13 0,07 00* 0,02 001 Q01

to 1.0, 1.* 65 38 039 0.3* 02) 0.13 0.06 0,03 0,01 0,01 0

20 to, 3.6 67 199 039 0,3+ 021 0,13 0,06 0,02 0,01 e.0 ^0

jT^zs «1 00 1.0 3.0 68.2 99.7 o.ld 0.35 0.2* 0,13 0.05 0,02 ~0 ~0 -.0

•M U -Ì.0 -( t> .fa ,3.0 *xo .e\e

Figi Tab 5

beziehungsweise I S ±11 • anzusetzen. Werden die Grenzen jedoch
\ V n]

nur mit S ± —— und S ± 3 - - angesetzt, so ist die Wahrschein-
\ VnI \ Vn/

lichkeit dafür, daß sie den wahren Wert L enthalten, nur 61 % beziehungsweise

94%.

E. Beispiel

Das Beispiel bezieht sich auf die im Abschnitt C behandelte Verteilung

der mittleren Fehler m.
In einem unter Leitung von Herrn Prof. Dr. F. Kobold durchgeführten

Vermessungskurs der ETH wurden bei umfangreichen Butschvermes-
sungen Polygonzüge hoher Genauigkeit mit einer durchschnittlichen
Seitenlänge von 50 m angelegt.

Die Messungen wurden von drei Studentengruppen zu 2 bis 3 Mann
mit Kern-Ausrüstungen, bestehend aus DKM-2-Theodolit, Zentrierstativ
und Basislatte, ausgeführt. Die geforderte Genauigkeit der Parallaxwinkel
war ± 3 cc mittlerer Fehler am Mittel.

Die Ansetzung dieses Fehlermaßes hat sich sehr bewährt. Nach kurzer

Übung erreichten die Studenten die geforderte Genauigkeit in der
Begel bei viermaliger Messung in einer Lage; das heißt in 78% aller Fälle
war eine 4malige Messung, in 17% aller Fälle eine Smalige Messung und in
5% aller Fälle eine 12malige Messung notwendig.

Für die innere Genauigkeit der Parallaxwinkel sind die Stabilität der
Stativaufstellung, die Teilungs- und Mikrometerfehler einerseits und der
Ziel- und Ablesefehler in Abhängigkeit von Beobachter, Zielmarke und
atmosphärischen Verhältnissen andererseits maßgebend.

Unter der für die vorliegenden Verhältnisse durchaus vertretbaren
Voraussetzung, daß die äußeren Verhältnisse - Stativaufstellung,
atmosphärische Verhältnisse und Distanz - im Durchschnitt recht ähnlich
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waren, liegt die Vermutung nahe, daß auch die tatsächliche innere
Genauigkeit einer Parallaxwinkelmessung für ein und denselben Beobachter
für alle Stationen dieselbe war. Abgesehen von der Größe des Winkels,
können also die Beobachtungen aller Stationen im Sinne von Tabelle 1

als Stichprobenmessungen für dieselbe Größe betrachtet werden. Die

Beob
N m mv —

/i
Bemerkungen

* +-6.1 t,*9
/ 2> 059 fm1/-336,3
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N*20 s.t 1.32 ^ • t t.to
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verschiedenen Ergebnisse für die mittleren Fehler m der einzelnen Stationen

- und damit die Notwendigkeit einer nicht immer gleichen Anzahl
von Beobachtungen zur Erreichung der geforderten Genauigkeit - wären
in diesem Falle nur der theoretischen Streuung gemäß Abschnitt C
zuzuschreiben.

Im Folgenden wird die Häufigkeitsverteilung der mittleren Fehler m
im Beispiel untersucht. Zur Verfügung stehen die Messungen von 8

Beobachtern I-VIII auf zusammen 172 Stationen. Die Messungen jedes Beob-
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achters werden wie hier für den Beobachter I ausgewertet. Dieser hat auf
20 Stationen gemessen. Der mittlere Fehler m eines einmal bestimmten
Parallaxwinkels ist in Tabelle 6, Kolonne 2, für jede Station aus den 4
Messungen (für Stationen mit mehr als 4 Messungen aus den 4 ersten)
berechnet. Diese mittleren Fehler m stellen im Sinne von Tabelle 1

Stichprobenwerte dar. Der tatsächliche mittlere Fehler p ergibt sich für großes

n aus p ± y —.

Die Verhältniszahlen v sind in Kolonne 3 gebildet. Diese

Werte v aller Beobachter können nun zusammengefaßt werden; deren
Häufigkeitsverteilung'ist in Figur 5 dargestellt. Tabelle 7 und Figur 5
geben den Vergleich zwischen der Streuung der mittleren Fehler m im
Beispiel und der theoretisch zu erwartenden. Die Übereinstimmung ist
recht gut, und die oben angenommene Voraussetzung kann als erfüllt
betrachtet werden.

Bei der Durchführung ähnlicher Aufgaben könnte also in dem Sinne
verfahren werden, daß jeder Beobachter bei den normalen Verhältnissen
aus einer großen Zahl von Probemessungen seine Beobachtungsgenauigkeit

vorgängig bestimmt und damit die für sich geltende Anzahl Einzel-
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messungen pro Parallaxwinkel entsprechend dem geforderten mittleren
Fehler festlegt.

Gemäß Tabelle 7 wäre diese Anzahl für die Beobachter I, II, VI die
4malige, für die Beobachter II, IV, VII, VIII die 5malige und für den
Beobachter V die 6malige Einzelwinkelmessung. Einerseits hätten sich
die Beobachter also alle Messungen, die mehr als 4- beziehungsweise 5-
beziehungsweise 6mal wiederholt wurden, ersparen können, andererseits
erreichten aber die Beobachter III, IV, VII, VIII, V auf allen Stationen
mit nur 4maliger Wiederholung die geforderte Genauigkeit nicht.

Literatur:
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Über die Zweckmäßigkeit der Winkelermittlung
durch Längenmessung

Von Dipl.-Ing. Ivan Tomkiewicz, Aarau

Fast in jedem Buche, in dem von Kurvenabsteckungen die Rede ist,
werden auch die Methoden behandelt, wie die Eckwinkel ß (bzw. a — rr

— ß) eines Trassenpolygones durch Längenmessung ermittelt werden
können. Als ich mit der Straßenlinienführung zu tun hatte und mich mit
ihren Problemen befassen mußte, stellte sich mir sofort die Frage über
die Zweckmäßigkeit der Anwendung dieser Methoden in der Praxis. Ich
untersuchte daher diese Methoden, und die Ergebnisse will ich in diesem
Aufsatze kurz zusammenfassen.

-'
B \

•
V <j b

/ ^—' ^x
E

y'yy N>

Abb. 1

Ich beabsichtige, zwei Methoden zu behandeln. Auf dem Scheitelpunkt

B des Absteckungspolygones soll der Brechungswinkel ß (bzw.
a tt — ß) durch die Messung der Längen a und b bei der ersten (Abb. 1)
und der Längen e, c und d bei der zweiten Methode (Abb. 2) ermittelt
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