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Zur Fehlerrechnung bei geringer Anzahl
von Beobachtungen

Von dipl. Ing. HH. Malthias

(SchluB)

Der hiufigste Wert vy und der Mittelwert vys sind Funktionen des
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Figur 3 zeigt eine Auswahl von Verteilungskurven. Der kleinste Para-
meter ist n = 2. Diese Verteilungskurve ist von einer Normalverteilung
ganz verschieden. Entsprechend der Tatsache, dal3 der wahrscheinlichste
Wert der Differenz von zwei Beobachtungen gleich Null ist, ist der hau-
figste Wert des mittleren FFehlers m auch Null. Ein nur aus zwei Messun-
gen gerechneter mittlerer Fehler ist also sehr unsicher.

Fur wachsende n nihert sich die Verteilung immer mehr einer nor-
malen. Der hiufigste Wert vy nihert sich immer mehr dem tatsichlichen
Wert vy, = 1.0.

Wird n sehr grof}, so kann nicht mehr von einer Verteilung gespro-
chen werden; tatsiichlicher Wert Vs hiaufigster Wert vy und Mittelwert

321



I\ fiv)

V/l Vw y” f(V)
n MW}MM- w% | fn ve|we |re |ve |ve [ve |ve (ks |ve |k
Wert | Wert | werl |(v<10) 0 |02 |04 |06 (08 |10 |12 |16 |20 | »

10 0O |080 |683 | 080 (080 |a78|07¢ |Q68 (A58 |qe9 |Q39 |@22 (@17 Qo0

10 |a71 |o0e9 |632 |20 |0 |038|ase|gse|aas|arelas?|a2s |ao? ass

2
3
4| 10 |082 (092 |612 | 415 (.0 |016|053|a87 |103 |q9#|q70 |23 |0# 103
5|10 (087 |09+ |593 | 80 |0 (006 |038|08¢ |11+ |108|078 (020 (002|116

10| 10 | Q94 (097 | 564 | 150 |0 |0 |0o5|050|141|167|098|006|~0 |172
20| 0 |097 | 099 | 563 [32610%.0 |0 |0 |a10|135|245|096|0 |0 |246]

Tab. 4

vps fallen zusammen. Die Hiufigkeitsfunktion hat bei v = 1.0 einen Pol,
im ibrigen ist ihr Wert fiir alle v aber gleich Null.

Von groler Bedeutung ist die Tatsache, daB fiir alle n die Fliche, die
von der Verteilungskurve, der Abszissenachse und der Ordinate bei v =
1.0 eingeschlossen wird, 509, iibersteigt. Die Wahrscheinlichkeit, aus
einer Stichprobe fiir den mittleren Fehler m einen zu kleinen Wert zu
berechnen, ist also

1.0
W(v<1.0) = | f(v)dv > 509,
0
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Das bedeutet, daB3 in der Mehrzahl der Fille, insbesondere bei klei-
nen n, die Me3genauigkeit zu gunstig beurteilt wird.

D. Die t-Verteilung von « Student»

Die unter A und B dargestellten Verhiltnisse, wie sie iiblicherweise
den Fehlerbetrachtungen zugrunde gelegt werden, haben nur Giiltigkeit,
wenn der wahre Wert L und der tatsidchliche mittlere Fehler u einer Be-
obachtung [ bekannt sind. Die dort ermittelten Wahrscheinlichkeiten
gelten fiir das Auftreten einer Beobachtung [ oder eines Stichprobenmit-
tels S innerhalb von Grenzen, die mit dem tatsiichlichen mittleren Fehler
p einer Messung beiderseits des wahren Wertes L definiert sind.

Da in der Regel aber nur aus einer Stichprobe das Stichprobenmittel
S und der mittlere Fehler m zur Verfiigung stehen, mufl die Frage nach
den Wahrscheinlichkeiten anders gestellt werden. Gesucht ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da3 der wahre Wert L innerhalb von Grenzen liegt,
die mit dem mittleren FFehler m beiderseits des Stichprobenmittels S de-
finiert sind.

Diese Aufgabe lost die {-Verteilung. Die Funktion

(T_‘ Q)I

2

- T =7 e \n
( 5 )Ix/(n_1)7r(1 + = -1)2

mit der Anzahl n der Beobachtungen in einer Stichprobe als Parameter
und der freien Variablen ¢ definiert eine Schar von Haufigkeitsfunktionen
so, da3 die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, dal der wahre Wert L

innerhalb der Grenzen (? 4 - ) liegt, sich aus

Vn

berechnen lit.

Die ¢-Verteilung ist symmetrisch. Sie verliuft flacher als die Nor-
malverteilung. Fiir groe n wird die {-Verteilung zu einer Normalver-
teilung. Figur 4 und Tabelle 5 zeigen diese Eigenschaften deutlich. Die
Kurve fiir n = oo ist mit der Normalverteilung in Figur 1 identisch.

Ein Beispiel entnehmen wir aus Tabelle 5 der Zeile fiir n = 4 Beob-
achtungen. Soll mit den fiir den mittleren Fehler beziehungsweise Maxi-
malfehler tblichen Wahrscheinlichkeiten von 68.29, beziehungsweise

99.7 9 gerechnet werden konnen, so sind die Grenzen mit ( +1.2- ‘/ )
n
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lichkeit dafiir, daB sie den wahren Wert L enthalten, nur 619 beziehungs-

weise 94 9.

bS

E. Beispiel

Das Beispiel bezieht sich auf die im Abschnitt C behandelte Vertei-

lung der mittleren Fehler m.

In einem unter Leitung von Herrn Prof. Dr. . Kobold durchgefiihr-
ten Vermessungskurs der ETH wurden bei umfangreichen Rutschvermes-
sungen Polygonziige hoher Genauigkeit mit einer durchschnittlichen

Seitenlinge von 50 m angelegt.
Die Messungen wurden von drei Studentengruppen zu 2 bis 3 Mann

mit Kern-Ausriistungen, bestehend aus DKM-2-Theodolit, Zentrierstativ

1
) anzusetzen. Werden die Grenzen jedoch

m
) und (S 4+ 3- v ) angesetzt, so ist die Wahrschein-
n

und Basislatte, ausgefiihrt. Die geforderte Genauigkeit der Parallaxwinkel
war -+ 3 cc mittlerer Fehler am Mittel.

Die Ansetzung dieses FehlermaBes hat sich sehr bewiihrt. Nach kur-

zer Ubung erreichten die Studenten die geforderte Genauigkeit in der

Regel bei viermaliger Messung in einer Lage; das heifit in 78 9; aller Fiille
95 aller Fiille eine 8malige Messung und in

war eine 4malige Messung, in 17

59, aller Fille eine 12malige Messung notwendig.

Fiir die innere Genauigkeit der Parallaxwinkel sind die Stabilitit der

Stativaufstellung, die Teilungs- und Mikrometerfehler einerseits und der

Ziel- und Ablesefehler in Abhiingigkeit von Beobachter, Zielmarke und

atmosphirischen Verhiiltnissen andererseits mafigebend.

Unter der fiir die vorliegenden Verhiltnisse durchaus vertretbaren
Voraussetzung, dal3 die dulleren Verhiiltnisse — Stativaufstellung, atmo-
sphiirische Verhiltnisse und Distanz — im Durchschnitt recht dhnlich
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waren, liegt die Vermutung nahe, dafl auch die tatsiichliche innere Ge-
nauigkeit einer Parallaxwinkelmessung fiir ein und denselben Beobachter
fir alle Stationen dieselbe war. Abgesehen von der Grof3e des Winkels,
konnen also die Beobachtungen aller Stationen im Sinne von Tabelle 1
als Stichprobenmessungen fiir dieselbe Grolle betrachtet werden. Die

B;Ob' m |y ::i Bemerkungen
. |61 | 7149
T | 2+ | 059 |[m?=3363
45 | 110
N=20 | 54 132 | A =t 410
55 | 134
32 078
18 Q44
58 | 141
29 Q7?7
32 | o7e
44 | 107
38 093
49 179
38 | Q93
30 Q73
2,2 054
42 | 102
23 056
L 17 | ger
60 | 146
Tgb. 6

verschiedenen Ergebnisse fiir die mittleren Fehler m der einzelnen Statio-
nen — und damit die Notwendigkeit einer nicht immer gleichen Anzahl
von Beobachtungen zur Erreichung der geforderten Genauigkeit — wiaren
in diesem Falle nur der theoretischen Streuung gemifl Abschnitt C zuzu-
schreiben.

Im Folgenden wird die Hiufigkeitsverteilung der mittleren Fehler m
im Beispiel untersucht. Zur Verfiigung stehen die Messungen von 8 Beob-
achtern I-VIII auf zusammen 172 Stationen. Die Messungen jedes Beob-
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achters werden wie hier fiir den Beobachter I ausgewertet. Dieser hat auf
20 Stationen gemessen. Der mittlere Fehler m eines einmal bestimmten
Parallaxwinkels ist in Tabelle 6, Kolonne 2, fiir jede Station aus den 4
Messungen (fiir Stationen mit mehr als 4 Messungen aus den 4 ersten) be-
rechnet. Diese mittleren FFehler m stellen im Sinne von Tabelle 1 Stich-
probenwerte dar. Der tatsichliche mittlere Fehler p ergibt sich fiir gro3es

VA
naus p = + N

m
Die Verhiltniszahlen v = sind in Kolonne 3 gebildet. Diese
7
Werte v aller Beobachter kénnen nun zusammengefa3t werden; deren

Hauﬁgkeltsvertellung ist in Figur 5 dargestellt. Tabelle 7 und Figur 5
geben den_Vergleich zwischen der Streuung der mittleren Fehler m im
Beispiel und der theoretisch zu erwartenden. Die Ubereinstimmung ist
recht gut, und die oben angenommene Voraussetzung kann als erfiillt
betrachtet werden.

Bei der Durchfithrung idhnlicher Aufgaben konnte also in dem Sinne
verfahren werden, dal3 jeder Beobachter bei den normalen Verhiltnissen
aus einer groflen Zahl von Probemessungen seine Beobachtungsgenauig-
keit vorgingig bestimmt und damit die fiir sich geltende Anzahl Einzel-
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messungen pro Parallaxwinkel entsprechend dem geforderten mittleren
Fehler festlegt.

Gemail Tabelle 7 wiire diese Anzahl fiir die Beobachter I, II, VI die
4malige, fiir die Beobachter II, IV, VII, VIII die 5malige und fiir den
Beobachter V die 6malige Einzelwinkelmessung. Einerseits hitten sich
die Beobachter also alle Messungen, die mehr als 4- beziehungsweise 5-
beziehungsweise 6mal wiederholt wurden, ersparen konnen, andererseits
erreichten aber die Beobachter III, IV, VII, VIII, V auf allen Stationen
mit nur 4maliger Wiederholung die geforderte Genauigkeit nicht.
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Uber die ZweckmiiBigkeit der Winkelermittlung
durch Lingenmessung

Von Dipl.-Ing. Ivan Tomkiewicz, Aarau

Fast in jedem Buche, in dem von Kurvenabsteckungen die Rede ist,
werden auch die Methoden behandelt, wie die Eckwinkel B (bzw. a = =
— B) eines Trassenpolygones durch Lingenmessung ermittelt werden
konnen. Als ich mit der Stralenlinienfithrung zu tun hatte und mich mit
ihren Problemen befassen mufBlte, stellte sich mir sofort die Frage iiber
die ZweckmiBigkeit der Anwendung dieser Methoden in der Praxis. Ich
untersuchte daher diese Methoden, und die Ergebnisse will ich in diesem
Aufsatze kurz zusammenfassen.

‘
% .-r.\ b
PANI AN
# 'Y
ho*“ ) °C
Abb, 1

Ich beabsichtige, zwei Methoden zu behandeln. Auf dem Scheitel-
punkt B des Absteckungspolygones soll der Brechungswinkel B8 (bzw.
a = 7 — f8) durch die Messung der Lingen a und b bei der ersten (Abb. 1)
und der Lingen e, ¢ und d bei der zweiten Methode (Abb. 2) ermittelt
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