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Zur Fehlerrechnung bei geringer Anzahl
von Beobachtungen

Von dipi. Ing. II. Matthias

Die einfachsten Anwendungen der Fehlerrechnung in der Vermessungskunde

haben den Zweck, den wahrscheinlichsten Wert der Beobachtungen

sowie die mittleren Fehler an der Einzelmessung und am wahrscheinlichsten

Wert zu ermitteln.
Die unter bestimmten Verhältnissen und mit bestimmten

Instrumenten erreichten mittleren Fehler dienen oft als Grundlage für die
Beurteilung von Beobachtungsverfahren und für die Abschätzung der zu
befürchtenden mittleren Fehler an Funktionen der Beobachtungen. Dabei
wird leicht vergessen, daß meistens die Anzahl der Messungen zu gering
ist, als daß man die Fehlermasse korrekt ermitteln könnte.

Im Folgenden soll ein knapper Überblick über die Zuverlässigkeit
der Fehlerbetrachtungen beim Vorliegen nur weniger Messungen gegeben
werden. Auf die Wiedergabe der mathematischen Herleitungen wird
verzichtet. Sie sind in den am Schluß angegebenen Abhandlungen über
Statistik enthalten. Dem Praktiker dürften die hier mitgeteilten Ergebnisse
und die Figuren mit den ausführlichen Tabellen das Notwendige zur
Beurteilung seiner Beobachtungen vermitteln.

Den Betrachtungen liegt die Annahme zufälliger Fehler zugrunde,
deren Häufigkeitsverteilung durch das Gaußsche Fehlergesetz erfaßt
wird. Als Grundlage dient Tabelle 1. Sie stellt den Fall dar, wie er in der
Praxis in der Regel vorkommt: Von den praktisch unendlich vielen
möglichen Einzelbeobachtungen / der Kolonne 1 wird nur eine Stichprobe i
der Kolonne 4 beobachtet, und es werden daraus das Stichprobenmittel
Si und der mittlere Fehler /?i,- berechnet.

A. Die Verteilung der Einzelbeobachtungen

Ist die Anzahl v der Beobachtungen / sehr groß, so kann ihr Mittelwert
L praktisch als der wahre Wert betrachtet werden.

Die Größen (L —/) entsprechen demnach wahren Fehlern ; wir bezeichnen

die gemäß Definition für den mittleren Fehler gerechnete Größe

± ]f^^>
als den tatsächlichen mittleren Fehler einer Beobachtung.

Die Beobachtungen / verteilen sich um den Mittelwert L nach dem
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Gaußschen Fehlergesetz; sie bilden eine Normalverteilung, deren Verlauf
durch die Häufigkeitsfunktion

MO
i

(L -1)2
2p2~

V 2 77 • p
gegeben ist.

Der wahrscheinlichste Wert der Einzelbeobachtungen / ist durch die
Abszisse des Maximalwertes der Häufigkeitsfunktion bestimmt. Die
Normalverteilung ist symmetrisch; es fallen wahrer Wert, wahrscheinlichster

Wert und Mittelwert zusammen.
Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer Beobachtung innerhalb

der durch den tatsächlichen mittleren Fehlern /x bestimmten Grenzen

(/„ y fj.) ist

L + p.

W (L ± p) f cp(l)dl 0.68

L — p

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer Beobachtung innerhalb

der durch den tatsächlichen Maximalfehler 3 • p. bestimmten Grenzen

(L ± 3 p) ist
L y 3p

W (L ± 3p) f cp (l) d l 0.997

L — 3p

Zur Veranschaulichung der Verhältnisse dient Figur 1. Sie zeigt den
Verlauf der Häufigkeitsfunktion cp (l) einer Beobachtungsreihe /, für die
der Mittelwert L 0 und der tatsächliche mittlere Fehler p s 1.0
ist. Tabelle 2 gibt für verschiedene WTerte von / die Funktionswerte cp (l)
und die für die betreffenden Grenzen gültigen Wahrscheinlichkeiten
VV (L ± l). Die wichtigsten Werte sind dabei unterstrichen.

1W

R

rfi'iJ

rmm -t:ss^
M -«• •*• -V »te .«« .4» Ht«

Flg. 1

292

Beispiel einer Aformalvertailung für
/,•¦'10 ; L-0

l 0 :Q5 tifi H.5 -2.0 -V5 13.0 t->.5 :*.

rd) o.tto 0.35 Hitt au HOS 002 -.0 ~0 r.1

rt-1% 0 38.3 69.3 86.6 9S.*- 98.8 39.7 ..*» ~K

Tab.2



li. Die Verteilung der Stichprobenmittel

Ist die Anzahl v aller Beobachtungen / sehr groß, so wird auch die
Anzahl N der Stichprobenmittel S sehr groß, und es kann auch deren
Mittelwert

L 13? ['li"
N v

als der wahre Wert betrachtet werden.
Da demgemäß auch die Größen (L — S) wahre Fehler darstellen,

ergibt sich der tatsächliche mittlere Fehler ps eines Stichprobenmittels zu

]A(L — S)2]X" p

Auch die Stichprobenmittel S bilden um den Mittelwert L eine
Normalverteilung, deren Verlauf durch die Häufigkeitsfunktion

V (S)

(L—S)2-n
Vn 2 p2

V2np
gegeben ist.

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Stichprobenmittels
innerhalb der durch den tatsächlichen mittleren Fehler ps bestimmten

Grenzen [ L ± — - ist
\ V n

Vn
\ C

I I in 1

Vn
W /. ± '" I cp(S) dS 0.68

L- ;V/i
Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Stichprobenmittels

innerhalb der durch den tatsächlichen Maximalfehler 3 • ps bestimmten

Grenzen I L ± 3 _ | ist
Vn

L y3-TT-
Vn

W l L ± 3 -TT- j I
tp (S) dS 0.997

L-3 ;V n
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Beispiel einer Verteilung der
Sticthprobenmittel für
M » *1.0 L=0 ; n • ll

S 0 to,s .1.0 .1,5 ¦2.0 *-*.s 13.0

Pis) 0.80 qvs 0,11 O.Ol ~0 r.0 r.0

«#«;* 0 68,3 95.V- 99.7 ^foo ^100 ^100

Fig2 1ab3

Figur 2.und Tabelle 3 geben als Beispiel den Verlauf der Häufigkeitsfunktion

cp (S) für dieselbe Beobachtungsreihe / der Figur 1, wenn die
Anzahl von n 4 Einzelbeobachtungen zu einer Stichprobe zusammengefaßt

werden.

C. Die Verteilung der aus den Stichproben gerechneten
mittleren Fehler m

Die gemäß Tabelle 1, Kolonne 6, aus den wahrscheinlichsten Fehlern
(S—/) gerechneten mittleren Fehlern m einer P>inzelbeobachtung / streuen
um ihren tatsächlichen Wert p. Diese Verteilung ist jedoch keine
Normalverteilung. Sie soll an Hand von Figur 3 und Tabelle 4 besprochen
werden.

Es sind

n die Anzahl der Beobachtungen in einer Stichprobe und v das
P-

Verhältnis des aus einer Stichprobe gerechneten mittleren Fehlers m zum
tatsächlichen mittleren Fehler p.

An Stelle der Verteilung der mittleren Fehler m direkt ist jene der
Verhältniszahlen v dargestellt. Diese ist besonders anschaulich und gibt
zudem die Möglichkeit, für solche Betrachtungen auch Beobachtungsreihen

verschiedener Genauigkeit zusammenzufassen. Der Verlauf der
Verteilungskurve ist abhängig von der Anzahl n der Beobachtungen in
einer Stichprobe. Es ergibt sich also eine Schar von Verteilungskurven
mit dem Scharparameter n. Sie ist durch die Häufigkeitsfunktion / (v)
bestimmt.
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n 1

— - v2

/ (») Fn e
~ v"

ti i

wo für gerades n Fn
V ir ¦ (n — 3) (n — 5) 3 1

2

und für ungerades n /•'„
T)n — 1

~~2

/1—3

n-1
2

2

Die Verteilungskurven sind nicht symmetrisch; tatsächlicher Wert
v^, häufigster Wert i>w und Mittelwert v^j fallen nicht zusammen.
Der tatsächliche Wert v ist konstant. Es ist

"P
[OT

.V
1.0

Daraus ergibt sich, daß der tatsächliche mittlere Fehler p aus den
Stichprobenwerten m nach

1 / (">2]iN
P ±

berechnet werden kann. (Schluß folgt.)

Über einen besonderen Fall der Kreisausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate

Von Dipl.-Ing. Christo Capanov, Haskovo, Bulgarien

(Schluß)

Zahlenbeispiel:

Es ist der wahrscheinlichste Kreis zwischen den Punkten (Tafel 1)
unter folgenden Bedingungen zu finden: der ausgeglichene Kreis muß

1. durch den Punkt .1/ führen (Xm + o Ym t o),
2. die Ordinatenachse V / berühren.

I. Methode: Ausgleichung nach Beobachtungen mit Unbekannten mit
Bedingungsgleichungen zwischen den Unbekannten.
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