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Zur Fehlerrechnung bei geringer Anzahl
von Beobachtungen

Von dipl. Ing. H. Malthias

Die einfachsten Anwendungen der Fehlerrechnung inder Vermessungs-
kunde haben den Zweck, den wahrscheinlichsten Wert der Beobachtun-
gen sowie die mittleren Fehler an der Einzelmessung und am wahrschein-
lichsten Wert zu ermitteln.

Die unter bestimmten Verhiltnissen und mit bestimmten Instru-
menten erreichten mittleren Fehler dienen oft als Grundlage fiir die Beur-
teilung von Beobachtungsverfahren und fiir die Abschitzung der zu be-
fiirchtenden mittleren Fehler an Funktionen der Beobachtungen. Dabei
wird leicht vergessen, dall meistens die Anzahl der Messungen zu gering
ist, als dal} man die Fehlermasse korrekt ermitteln kénnte.

Im Folgenden soll ein knapper Uberblick iiber die Zuverlissigkeit
der Fehlerbetrachtungen beim Vorliegen nur weniger Messungen gegeben
werden. Auf die Wiedergabe der mathematischen Herleitungen wird ver-
zichtet. Sie sind in den am Schlufl angegebenen Abhandlungen iiber Sta-
tistik enthalten. Dem Praktiker diirften die hier mitgeteilten Ergebnisse
und die Figuren mit den ausfithrlichen Tabellen das Notwendige zur Be-
urteilung seiner Beobachtungen vermitteln.

Den Betrachtungen liegt die Annahme zufiilliger Fehler zugrunde,
deren Haiufigkeitsverteilung durch das GaulBlsche Fehlergesetz erfafit
wird. Als Grundlage dient Tabelle 1. Sie stellt den Fall dar, wie er in der
Praxis in der Regel vorkommt: Von den praktisch unendlich vielen mog-
lichen Einzelbeobachtungen [ der Kolonne 1 wird nur eine Stichprobe i
der Kolonne 4 beobachtet, und es werden daraus das Stichprobenmittel
S; und der mittlere Fehler m; berechnet.

A. Die Verteilung der Einzelbeobachtungen

Ist die Anzahl v der Beobachtungen! sehr gro83, so kann ihr Mittelwert
L praktisch als der wahre Wert betrachtet werden.

j - [I]IV

14

Die GroBlen (L —!)entsprechen demnach wahren Fehlern; wir bezeich-
nen die gemifl Definition fiir den mittleren Fehler gerechnete Gri3e

P VA
14

als den tatsichlichen mittleren Fehler einer Beobachtung.
Die Beobachtungen [ verteilen sich um den Mittelwert L. nach dem
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GauBschen Fehlergesetz; sie bilden eine Normalverteilung, deren Verlauf
durch die Haufigkeitsfunktion

(L—10)?
o) = ———e 2
vV 2n. I
gegeben ist.

Der wahrscheinlichste Wert der Einzelbeobachtungen [ ist durch die
Abszisse des Maximalwertes der Hiufigkeitsfunktion bestimmt. Die
Normalverteilung ist symmetrisch; es fallen wahrer Wert, wahrschein-
lichster Wert und Mittelwert zusammen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Beobachtung inner-
halb der durch den tatsichlichen mittleren Fehlern u bestimmten Gren-
zen (L + p) ist

L+ k

WL +p) = | e)dl =068

L 2

L—p

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Beobachtung inner-
halb der durch den tatsichlichen Maximalfehler 3 - p bestimmten Gren-
zen (L 4 3 p) ist

L+ 3p
W (L + 3u) = e dl = 0.997

L—3pa

Zur Veranschaulichung der Verhiltnisse dient Figur 1. Sie zeigt den
Verlauf der Haufigkeitsfunktion ¢ (I) einer Beobachtungsreihe ([, fiir die
der Mittelwert L = 0 und der tatsichliche mittlere Fehler p = + 1.0
ist. Tabelle 2 gibt fir verschiedene Werte von [ die Funktionswerte ¢ (/)
und die fiir die betreffenden Grenzen giiltigen Wahrscheinlichkeiten

"W (L + ). Die wichtigsten Werte sind dabei unterstrichen.

IR4(4] Beispiel einer Avbrmé/mrfei/ung far
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Fig. 1 Tab.2
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B. Die Verteilung der Stichprobenmiltel

Ist die Anzahl v aller Beobachtungen [ sehr grof3, so wird auch die
Anzahl N der Stichprobenmittel S sehr grof3, und es kann auch deren Mit-
telwert
CISKY
N

L

als der wahre Wert betrachtet werden.
Da demgemil auch die GréBen (L — S) wahre Fehler darstellen, er-
gibt sich der tatsichliche mittlere Fehler ug eines Stichprobenmittels zu

T VA R
N V'n

Auch die Stichprobenmittel S bilden um den Mittelwert L eine Nor-
malverteilung, deren Verlauf durch die Haufigkeitsfunktion

(L—S)*-n
2 p?

¢ (S) =

V2n W
gegeben ist.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Stichprobenmittels
innerhalb der durch den tatsichlichen mittleren Fehler pug bestimmten

Grenzen (L - F_ ) ist

\ Vo,
m
IJ + RS TOCERY:
V'n
“ \ »
wir + ) - I 0 (S)dS — 0.68
1+ =,
7
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\/”

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Stichprobenmittels
innerhalb der durch den tatsichlichen Maximalfehler 3 - us bestimmten

Grenzen (L + 3 'u_ )ist
V' n

L+3 F
In

2 ]

H’(L g5 ) -—J 0(S)dS = 0.997
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. Beispiel einer Werleilung der
arf— Stichprobenmiltel Tir
ael - fo=210 ; L=0  n=4k
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i
®
S o |ra5|210 |215|220(225]|230
a
¥rs) |oso |ave|grr|eor|~0 |no |~0
er{- :
. Y Wi=s)%| o |68.3|954|95.7|. 100|~100|~ 00|

a0 -0 -20 -0 ), 40 20 *30 +40 ¢

Fig.2 b3

IFigur 2 und Tabelle 3 geben als Beispiel den Verlauf der Haufigkeits-
funktion ¢ (S) fiur dieselbe Beobachtungsreihe ! der Figur 1, wenn die
Anzahl von n = 4 Einzelbeobachtungen zu einer Stichprobe zusammen-
gefalt werden.

C. Die Verteilung der aus den Stichproben gerechnelen
miltleren Fehler m

Die gemiall Tabelle 1, Kolonne 6, aus den wahrscheinlichsten Fehlern
(S—1) gerechneten mittleren Fehlern m einer Einzelbeobachtung! streuen
um ihren tatsichlichen Wert u. Diese Verteilung ist jedoch keine Nor-
malverteilung. Sie soll an Hand von Figur 3 und Tabelle 4 besprochen
werden.

Es sind

m
n die Anzahl der Beobachtungen in einer Stichprobe und v = — das

U
Verhiltnis des aus einer Stichprobe gerechneten mittleren Fehlers m zum

tatsachlichen mittleren Fehler u.

An Stelle der Verteilung der mittleren Fehler m direkt ist jene der
Verhiltniszahlen v dargestellt. Diese ist besonders anschaulich und gibt
zudem die Moglichkeit, fiir solche Betrachtungen auch Beobachtungs-
reihen verschiedener Genauigkeit zusammenzufassen. Der Verlauf der
Verteilungskurve ist abhiingig von der Anzahl n der Beobachtungen in
einer Stichprobe. Es ergibt sich also eine Schar von Verteilungskurven
mit dem Scharparameter n. Sie ist durch die Héaufigkeitsfunktion f (v) be-
stimmt.
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wo fiir gerades n By =

und fiir ungerades n I, =

Die Verteilungskurven sind nicht symmetrisch; tatsichlicher Wert
Uy, hiufigster Wert vy und Mittelwert vy fallen nicht zusammen.
Der tatsiichliche Wert v ist konstant. Es ist

)/ 1G]
bp = 'u:\ 1 1.0

Daraus ergibt sich, dall der tatsichliche mittlere Fehler u aus den
Stichprobenwerten m nach

L l/ [m2],N
® B i N

berechnet werden kann. (SchluB folgt.)

Uber einen hesonderen Fall der Kreisausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate
Von Dipl.-Ing. Christo éapanov, Haskovo, Bulgarien
(SchluB)
Zahlenbeispiel:

Es ist der wahrscheinlichste IKreis zwischen den Punkten (Tafel 1)
unter folgenden Bedingungen zu finden: der ausgeglichene Isxreis mull

1. durch den Punkt M fithren (Xm + o Ym % o),
2. die Ordinatenachse Y t beriithren.

I. Methode: Ausgleichung nach Beobachtungen mit Unbekannlen mit
Bedingungsgleichungen zwischen den Unbekannten.
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