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Neigungshestimmungen mit Beriicksichtigung
systematischer Libellenfehler

Von N. Wyss, Dipl.-Ing.,
Forschungsassistent am Geoddlischen Institut der ETH

1. Einleilung

Bei einer guten Libelle soll der Parswert liber die ganze Linge der
Teilung praktisch konstant bleiben, und die Blase darf nirgends hiingen-
bleiben. Neigungsinderungen N konnen dann wie folgt berechnet
werden:

(1) N = p(lz_ll)

[, und [, bedeuten den Ort der Blasenmitte vor und nach der Neigungs-
inderung, und p bedeutet den Parswert.

Man erkennt leicht, daf3 der mittlere FFehler der Neigung infolge des
mittleren IFehlers des Parswertes — sofern man von einem solchen spre-
chen darf — proportional der Neigung selbst zunimmt. Darum miissen
die zu bestimmenden Neigungen bei der praktischen Messung moglichst
klein gehalten werden.

Im folgenden soll eine Methode gezeigt werden, mit der man auch
bei nicht einwandfrei geschliffenen Libellen zuverlissige Neigungs-
bestimmungen erhilt. Da selbst die besten Libellen theoretisch nie
einwandfrei sind, kann die Methode auch bei diesen die Resultate ver-
bessern.

2. Allgemeine Untersuchungen

Auf dem Libellenpriifer des Geod:iitischen Institutes der ETH
wurden in den letzten Jahren verschiedene Libellen untersucht. Dabei
wurde jede MeBreihe mehrere Male wiederholt. Die Bearbeitung des
gesamten Materials ergab, in Ubereinstimmung mit der Literatur,
folgende Resultate:
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1. Der Parswert ist eine Funktion der Blasenlinge und des Blasen-
ortes.

2. Die Abweichungen des ortlichen Parswertes von seinem Mittel-
wert sind reell.

3. Ausgeprigte UnregelmiBigkeiten bei Neigungsbestimmungen
treten dann auf, wenn ein Blasenende eine fehlerhafte Stelle des
Schliffes erreicht.

Um diesen Unvollkommenheiten der Libellen Rechnung zu tragen,
wird bei allen Untersuchungen des Geodéitischen Institutes seit mehreren
Jahren die Summenlinie verwendet.

3. Die Summenlinie

Da der Parswert eine Funktion des Ortes ist, gilt die Formel (1)
nur noch fiir differentielle Blasenverschiebungen:

dN = p(l)dl
und
ly
(2) N = [ p@dl
l

1

Den von einem beliebigen Nullpunkt aus gezdhlten Wert des unbestimm-
len Infegrals

J pat

nennen wir die Summenlinie S:

3 S() = Jpdl + ¢

Aus (2) und (3) erhalten wir die einfache Beziehung:

(4) N = S) — S)

Die Auswertung erfolgt vorteilhaft graphisch.

Mit der Summenlinie verwandte Groen werden in der Literatur
recht hiufig angegeben. So verwendet R. Brein' den Begriff der Eich-
kurve, der mit der Summenlinie praktisch identisch ist. In dieser Arbeit
wird zudem auf dltere Publikationen verwiesen, in denen dhnliche Gré8en
verwendet werden. Doch werden diese Eichkurven nur zur Bestimmung
der Giite einer Libelle verwendet; die praktische Neigungsmessung
erfolgte wohl immer nach der Formel (1).

1 R. Brein, Beitrag zur Libellenpriifung. Institut fiir angewandte Geodasie,
Frankfurt am Main 1955.
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4. Die Bestimmung der Summenlinie

Bei modernen, sehr genauen Libellenpriifern kann die Libelle bis
auf 1/, Pars genau abgelesen werden. Da aber im Felde bis heute «von
Auge» beobachtet wird, geniigt fiir die Bestimmung der Summenlinie
ein normaler Libellenpriifer. Zudem konnen auf diese Weise zuverlissige
Werte der im Felde erreichbaren Genauigkeit bestimmt werden.

An Stelle der Berechnung des Parswertes und anschlieBender
Integration werden direkt die an der Schraube eingestellten Neigungen R
auf der Ordinate, die Mittel | der Ablesungen beider Blasenenden auf der
Abszisse aufgetragen. Durch Wiederholungen der MeBreihe (bei kon-
stanter Blasenlinge) erhilt man eine Kurvenschar. Das Mittel aller Kur-
ven ist die gesuchte Summenlinie. Wird die Messung zwischen zwei
MeBreihen einige Zeit unterbrochen, kann sich die Lagerung des:Libellen-
priifers dndern. Daher wird jede MeBreihe unabhiingig ausgewertet.

Fiir die numerische Rechnung miissen die Mittelwerte fiir gleiche /
gebildet werden, weil S als Funktion von [ gesucht wird (Bild 1).

5 l;
6 S(li) q

g = Anzahl der Meflireihen Ry.

@
; Bild 1.
(o))
§u > "
S Rer6) BY
=" loRE) N
rel 20/ ' 2.
Rs /szﬁ'l/ g
RI bolRY) / N
Blasen-
milte
-7
(i
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Die Neigung wird als Sollwert Rg an der Schraube eingestellt und
das sich ergebende [(R;) abgelesen. Die Werte der R(l;) werden durch
lineare Interpolation zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ry" und R," !
mit dem Rechenschieber oder einem Nomogramm gefunden.

Die Fehlerrechnung wird analog derjenigen fiir die Ausgleichung
vollstidndiger Richtungssiitze durchgefiihrt. Dabei setzt man eine Normal-
verteilung der Verbesserungen S—R voraus, die sicher nicht vorhanden
ist. Trotz aller Bedenken, hier die klassische Methode der kleinsten
Quadrate anzuwenden, darf nicht iibersehen werden, dal3 es eine andere
Methode nicht gibt, um Anhaltspunkte fiir die Genauigkeit der Mes-
sungen zu erhalten.

Fir die unreduzierten Verbesserungen v;, die reduzierten Verbes-
serungen v; und die mittleren Fehler erhilt man

vi¥ = Sli) — Rk(ly)
1549}

n

vik = pik —

n = Anzahl der [;.
(6) B

= mittlerer IFehler an R

M= — mittlerer I‘ehler an S

Selbstverstindlich werden bei der Priifung die Melireihen gleich-
milig auf den Hin- und Riickweg der Blase verteilt. IEs erweist sich
zudem als vorteilhaft, die Neigung in Spriingen entsprechend dem
durchschnittlichen Parswert zu iindern und fiir die /; aufeinanderfolgende
ganze Partes zu wahlen.

Sofern man den Fehler der Einstellung der Neigung an der Schraube
sowie Schraubenfehler vernachlissigen kann, stellt der Wert m nach (6)
den mittleren Fehler einer Ablesung der Blasenmitte (Ablesefehler +
tibrig bleibende Libellenfehler) dar. Bezeichnet man eine zu messende
Achsenschiefe mit

T

N .
@ = =[S

S)l

wird deren mittlerer IFehler m, bei gleichen Beobachtungsverhiltnissen
wie am Libellenpriifer:

me = 3 V(n? + M2) + (m? + M?),
und mit (6)

- P
2 b = -
1. o \/21/ q
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Der mittlere FFehler einer Schiefe ist daher nicht abhiingig von deren
GroBe, im Gegensatz zu der Auswertung nach der Formel (1).

Der mittlere Fehler m einer Ablesung ist von der Libelle und von
der Blasenliinge abhiingig (Bild 2). Je groer die Blase ist, desto kleiner

wird m. Der Faktor
l/il_+__1_
q

strebt mit zunehmenden g gegen 1. Es ist daher sinnlos, zu viele Wieder-
holungen einer Mellireihe zur Bestimmung der Summenlinie vorzuneh-
men, da der mittlere FFehler einer Achsenschiefe kaum mehr abnimmt.
Praktisch geniigen 4 MelBreihen (zweimal hin und zuriick); der Wert des
Faktors wird 1,12.

IZine so gefundene Summenlinie gill nur fiir eine ganz bestimmlte
Blasenldnge. Man muf3 daher mit anderen lLingen die Priifung wieder-
holen. Bei der praktischen Anwendung wird man zwischen beobachteten
Blasenlingen interpolieren miissen.

Die Interpolation ist sehr miihsam und unbefriedigend, weil die
Summenlinien verschiedener Blasenlingen nicht dhnlich verlaufen, denn
— wie schon bemerkt — die Unregelmiilligkeiten treten als Funktionen
der Blasenenden und nicht der als Argument verwendeten Blasen-
mitten auf.
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a. Die naliirliche Summenlinie

Um die Schwierigkeiten der Interpolation zwischen Summenlinien
verschiedener Blasenliingen zu umgehen, wurde versucht, die Summen-
linie eines Blasenendes (= Summenlinie der Blasenldnge 0), die die natlir-
liche Summenlinie E genannt werden soll, zu konstruieren.

Die Ablesung der Blasenmitte wird im folgenden mit [, die des
Blasenendes mit dem kleineren Wert [, und diejenige des grof3eren
Wertes mit [, bezeichnet.

Die Summenlinie E wird durch den Ansatz definiert:

(8) S(m) = 3 [E(ly) + Ely)]
mit

L L
) Iy = lm — 5 und [l =l + v |

sofern L. die Blasenlinge

(9a) L =1l3— 1 bedeutet.

Der besonders im Hinblick auf die physikalische Interpretation zu
einfach erscheinende Ansatz (8) wurde in dhnlicher Form auch von
B. Wanach? benutzt, um aus theoretisch angenommenen Schlififfehlern
das Verhalten des Parswertes zu studieren.

Die FFormel (4) fiir die Auswertung wird mit (8), wenn der Index 1
wieder die Ablesungen vor und 2 nach der Neigungsiinderung bezeichnet:

(10) N = }[El%) + E(2) — E(%) — E(Iy)].

Die Genauigkeit von N, deren GroBBenordnung an Hand der Formeln
(6) und (7) abgeschiitzt wird, dndert in der ersten Ndherung durch dieses
Verfahren, mit dem nur die Interpolation umgangen wird, nicht.

Die natiirliche Summenlinie E (/) wird aus mindestens 3 gemessenen
Summenlinien S; verschiedener Blasenldngen L durch ein Iterations-
verfahren gefunden. Fiir diese Iteration miissen die Argumente [, und [,
von E ganze Zahlen und nach (9) die Werte der verwendeten Blasen-
lingen gerade Zahlen sein. Diese Bedingung erschwert die Prifung der
Libelle, doch kénnen bei einiger Geschicklichkeit die geforderten Blasen-
lingen bei einer Kammerlibelle bis auf 0,2 Pars genau eingehalten werden.

Das Prinzip der Iteration ist kurz folgendes: Aus einem Wert E(lj)
konnen nach (8) mit 3 Summenlinien Sy, (,;) 3 Werte E(l;) verschiedener
l; berechnet werden. Mit einer angenommenen Reihe der E(lg) (vom

? B. Wanach, Untersuchungen von Sekundenlibellen. Zeitschrift fiir Instru-
mentenkunde 1926, S. 221.
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L.ibellenende bis zur Libellenmitte) erhiilt man 3 verschiedene Reihen
der E(l;). Die Werte mit den gleichen l; werden gemittelt, und mit
dieser verbesserten Reihe der E’(l;) wird umgekehrt 3 Reihen der E’(ly)
gerechnet, usw. Wenn die Blasenliingen L kleiner als die halbe Libellen-
teilung sind, tberschneiden sich die Reihen der E(l;) und E(l), was
bei der Mittelung beriicksichtigt werden mul.

ti. Praktisches Beispiel

Auf den Bildern 2 bis 6 sind einige Resultate ciner derartigen
Libellenpriifung fir eine 2”-Libelle dargestellt. Die Libellenteilung be-
findet sich jeweils am untern Rand der Bilder. Die ganze Linge betragt
37 Partes.

Bild 2 zeigt die Abhiingigkeit des mittleren Fehlers m von der
Blasenlinge nach Formel (6).

Im Bild 3 sind die Summenlinien Sy, der Blasenlingen L = 16, 18,
20, 22, 24 und 26 Partes aufgetragen. Die natiirliche Summenlinie E
wurde aus der Iteration der 3 Summenlinien mit den Blasenlingen L -
16,20 und 24 Partes gefunden. Sie kann als Bild der Schliffkurve angesehen
werden. Man erkennt sofort, dal3 die untersuchte Libelle aus 2 verschie-
denen Schliffen besteht; der erste geht von 2 bis 27 Partes mit dem Pars-
wert 27.0, der zweite von 27 bis 35 Partes mit dem Parswert 2”.5. Dazu
sind noch einige Schlifffehler vorhanden. Der Mallstab dieser Darstellung
ist so klein, dal3 die Abweichungen der Messungen voneinander von der
GroBenordnung der Strichdicke sind, das heil3t, die erkennbaren Unregel-
miilligkeiten sind reell. Die untersuchte Libelle kann somit kaum als
«gut» bezeichnet werden.

Um die Brauchbarkeit der Methode zu priifen, wurde die Iteration
iiber einen groBlen Bereich der Blasenlingen (L = 16-24 Partes) ausge-
dehnt. IFir den praktischen Gebrauch wiirde zum Beispiel der Bereich
18-22 Partes geniigen, da bei einer Feldmessung sich die Blasenlinge
innerhalb einer Beobachtungsserie in der Regel nicht mehr als 4 2 Partes
dindern wird.

Die erreichte Genauigkeit wurde untersucht, indem aus den Werten
E rickwiirts verschiedene Summenlinien S¥ gerechnet und mit den
gemessenen Werten S verglichen wurden. In den Bildern 4-6 sind 3
solche Prifungen dargestellt. Oben sind die 4 MeBreihen R (R, und R,
Hinweg, R, und R, = Rickweg) um beliebige Konstanten verschoben
aufgetragen mit der daraus bestimmten Summenlinie S. Die v nach (6)
mit den mittleren Fehlern sind darunter dargestellt, gemiill der Legende
auf Bild 4. Dazu ist die Differenz

(11) A=8E__§,

das heil3t der I'ehler des Ansatzes (8), eingezeichnet.

Bild 4 zeigt eine zur Iteration verwendete, Bild 5 eine interpolierte
und Bild 6 eine extrapolierte Summenlinie.
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Bild 5.
L=22Parles
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Bild 6.
L =26 Parles
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Der Vergleich der 4 mit den v zeigt, da8 beide von der gleichen
GréBenordnung sind. NaturgemilB sind die 4 fir L = 20 Partes am
kleinsten, da diese Werte zur Iteration verwendet wurden. Die inter-
polierten Werte fur . = 22 Partes zeigen etwas grolere Abweichungen,
die aber im Vergleich mit den v nicht unwahrscheinlich sind. Auffallend
ist die gleich gute Ubereinstimmung der extrapolierten Werte fiir 1.
26 Partes. Alle weiteren Kontrollen ergaben iihnliche Resultate.

Diese Ergebnisse zeigen, daf} trolz der nicht einwandfreien Libelle,
deren Blase bei kleinen Ldngen hdngenbleibt, der Ansatz (8) zu einer
natiirlichen Summenlinie fithrt, mit der unter Umgehung jeder Interpolation
Neigungen geniigend genau bestimmt werden kénnen.

Les projections géodésiques conformes
a variables non dissociées

Par A. Ansermet

Ion géodésie les systémes conformes sont en général du tvpe a
variables dissociées en ce sens que, dans les séries exprimant les défor-
mations linéaires, les variables sont séparées, d’ou plus de simplicité
dans les calculs. Il n’est cependant pas toujours possible, suivant ’orien-
tation et la configuration du territoire considéré, d’avoir recours a ce
genre de projection. Il a paru opportun de consacrer quelques lignes i
ce probleme en faisant abstraction tout d’abord des cas ou l'étendue
du territoire nécessite le fractionnement de celui-ci en zones juxtaposées.
[La présente note constitue, a certains égards, un complément a la note
publiée en aout dernier.

Equations initiales

Considérons encore celles développées par G. Darboux ([4] p. 228):
elles ont ceci de particulier que les termes indépendants des paramétres A
et B ne sont pas incorporés dans les autres termes mais mis en évidence:

T + 3zt A

B
l X =z + — AR + 3 (v — 3xy?) + 3 Bx%y — y?) +
) 3+ 322 ! B
r Yy £y = Q002 212, .
] Y =y + AR — 3 (y* — 3yx®) + 3 Bylx —zx%) + ...,

ou X, Y sont les coordonnées planes conformes, et x, y des coordonnées
orthogonales sur la sphére de référence de rayon R. De plus:

Xz + Y?
(2) ne— 1 8- ype T A(X?2— Y?) +2BXY

(m = coeflicient de déformation linéaire)
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