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“L’extension au cas de mesures linéaires
d’un théoréme de Schreiber

Par A. Ansermel

Dans les réseaux déterminés en fonction de mesures angulaires un
probléme fut posé, il y a longtemps déja, tendant a répartir les poids de
facon favorable lorsque la somme de ces poids est une constante. Un
probléme analogue peut se poser dans le cas de mesures linéaires. Le but
de ces lignes est de formuler uelques considérations a ce sujet.

Généralités

Désignons par [; les longueurs mesurées des cotés du réseau, p; les
poids y relatifs, v; les corrections ou résidus (i = 1,2 ... n).

De plus désignons par w,, w,, w; ... les discordances ou termes
absolus des équations de condition qui ne jouent ici pas de role.

Quelle que soit la solution choisie pour la compensation, nous
aurons recours a une solution provisoire, ce qui confére aux développe-
ments une forme plus explicite.

Il1 faut donc distinguer les valeurs mesurées [;, provisoires !’; et
compensées (I; + v;) = U'; + dl’;:

(1) vi = (Ui— 1) + dl'y = f; + dl;
En particulier pour un quadrilatére complet on a ([6] p. 7):

— h + v =y (dry— dxy) + b’y (dy, — dy,) = dl’y (poids p,)
— fo = vy = ', (dxy — dx)) + b’y (dy, — dy,) = dl’, (poids p,)

-----------------------

l — fo + Vg = g (dxy — dxg) + b’ (dy, — dys) = dl’y (poids pe)
ou les dr, dy sont les corrections a faire subir aux coordonnées provisoires
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des 4 sommets. Trois de ces 8 inconnues dx, dy sont arbitraires et 1’élimi-
nation des cinq autres donne

3) : [av] + w, = [adl’] = 0.

Les machines a calculer modernes facilitent beaucoup ces éliminations.

Une solution consisterait a éliminer dl’y par exemple. On obtiendrait
un systéme de 6 équations a 5 inconnues dl’,, dl’, ... dl’;. Pratiquement
les coefficients a; dans (3) sont souvent calculés par voie semi-gra-
phique (voir [4]).

Solution directe. Toujours dans le quadrilatére & 6 c6tés mesurés
considérons deux angles a, B ayant le méme sommet, dans le canevas
provisoire.

En différenciant des formules trigonométriques on obtient:

da = 0, (dl’p dl’zv dl'b)
4) dB = @, (dls, dl'y, dl%)
d((l + ﬁ) — ¢3 (dl'v dl’l, dl'e)

et en éliminant da et df:
[adl'] =0

Le calcul est simple si la formule de Ptolémée est applicable aux
valeurs provisoires:

(4) l’sl’s = I’l 's + I'al’u

ce qui fournit immédiatement les coefficients a; en différenciant cette
relation. On voit le réle que peuvent jouer les éléments provisoires quand,
dans un probléme, les discordances w ne sont pas nécessaires.

Systéme central. Considérons (Fig. 2) un systéme central de cotés 1,
2, 3, ... dont les angles au centre, opposés a ces cdtés, sont respective-
ment a,, a,, ag, ... Entre les valeurs provisoires on a:

I’la = 1’7' + I’B‘ — 2!’1!’5 COS al
(5) lhdly = (U';—Ugcosay) dl’;y + (I's — l';cos a)) dl’g + ;15 sin a,da,

Si le systéme central constitué par les éléments provisoires est un
hexagone régulier on aura: cos 60° = 0,5,

par suite: dl', = 0,5dl’;, + 0,5dl'; + 3V 3 da,
sy ’ ’ sqi=28 sy =12
sily =Uy=... =10y =1;[dly]; " =[dly]; "} car [da]] =0
(6) [dl]] — [dl]; = [o]] — [0)," + w, =0 (1] p. 209)

Ce résultat trouvera son application ci-apres.
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Théoréme de Schreiber
La somme [p]] étant constante le probléme a résoudre consiste a

répartir ces poids de la facon la plus favorable pour conférer a la fonction
o (L, + vy, Iy + vy, I3+ v; ...) le poids P le plus grand possible. En
général les n bindmes (! + v) ne figurent pas tous dans la fonction. On
sait ([5] II p. 186) que:

1: P =[FF: p] ou
(7) Fi={fi+ airy + bjry + cjrs + ... (i=1,2...n)
certains f’; étant nuls car ce sont les coeflicients des v; dans:
ey +oply + 0l +v5 4+ ..00) =0y, Ul ..0) F+ [fivi]

Les ry, ry, r; ... se déduisent du systéme d’équations dit parfois
transitoire ou équations en r:

‘ [av] + w, = 0
ol — - cipl o [bv) + wy =0
(8) [aF:p] = o, [bF:p] = o,[cF:p] =0 ... si | - J

contréle: [f'F: p] = [FF: p]

Critére: La somme [|F|] doit tendre vers un minimum et de plus:

Pi:P2:Pa---:Pn = |Fy|:|Fy|:|Fs|...:|Fnl| 9)
([5] p- 189 II)

Essayons d’appliquer ces résultats dans le cas d'un réseau a mesures
linéaires.

Applications:

Ier cas (Fig. 1). Graphiquement on trouve 1.00 pour la longueur de
chaque cdté du pentagone et 1.62 pour chaque diagonale. La formule de
Ptolémée est applicable. La longueur du coté 9 est considérée comme
exempte d’erreur. C’est le poids P de la diagonale non mesurée 10 qui
nous intéresse et la fonction ¢ est la longueur obtenue pour cette diago-
nale. On a le 1¢r calcul suivant:

cités p a b I’ F cités  p F

1 1 + 1.62 -—1.00 + 0.04 1 0.1 0.00
2 1 -+ 1.00 + 0.64 2 1.45 - 0.62
3 1 -+ 1.00 + 0.64 3 1.45 — 0.62
4 1 -1.62 —1.00 -+ 0.04 4 0.1 0.00
5 1 —-1.62 +~ 1.62 -+ 0.58 5 1.45 + 0.62
6 1 -—1.62 +1.00 — 0.40 6 1.00 -—0.38
7 1 -1.00 - -1.62 ---0.40 7 1.00 --0.38
8§ 1 —1.62 4+ 1.62 - 0.58 8 145 - 0.62
[p]=8 [LF]] =332 [p] =8.00 [|F|] =3.24
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[aa] = [bb] = 9.86; [ab] = — 3.24
[af] = [bf] = —4.24

r, =ry, = + 0.64;

['F] =[FF] = 1.81

Fig. 1

La somme [f’f’] est relativement forte car la détermination de la
longueur 10 par les seuls cdtés 1, 4, 5, 8 est précaire.

Pour le 2¢ calcul ci-dessus on a appliqué la relation (9) en arron-
dissant les poids

laa: p] = [bb: p] = 32.3: [ab: p] = — 3.24

laf’: p] = [bf: p] = — 18.00

ry =ry = +0.62; [aF: p] =[bF:p] =0

(f'Fi:p]l] =[FF:p]l =136 =1;: P

Ces résultats sont de nature a fournir au calculateur d’'utiles indi-
cations.

A priori il était manifeste que les cotés 1 et 4 exercaient peu d’in-
fluence sur la longueur de la diagonale 10.

2¢ cas. Chaine double (Fig. 2)

Graphiquement on obtient la longueur 1.00 pour chacun des 26
cotés; il v a donc 3 systémes centraux, et considérons la fonction:

¢ = (l; +0v;) + (lip + 0y) + Ly + Dgy) + (log + vyy)

P1 = P2 =Pg... = Pyg =1 n = 26

cotes @ b c I F cités @ b c /’ F
Report [|F|]] = 3.16
1 -1 -0.24 14 -1 +~0.29
2 -1 -0.24 15 —1 ,+1 —0.05
3 +1 —1 --0.05 16 + 1 ~0.24
4 +1 —1 —0.05 17 -1 +0.24
o +1 —0.24 18 =1 +0.24
6 -1 +-0.24 19 +1 +0.24
i —1 +1 -+0.76 20 —1 41 -—0.05
8 -1 —0.24 21 —1 —1 4+1 +40.47
g 1 +1. +0.05 22 -1 -1 +0.05
10 —1 —1 +1 -4-0.47 23 -1 —0.24
11 —1 +1 +0.05 24 —1 +1 +-0.76
12 —1 —0.24 25 —1 —0.24
13 +1 +0.29 26 +1 —1 +0.05
Report [|F|] = 3.16 [|F|]] = 6.32
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Fig. 2

[aa] = [bb] = [cc] = 12

[ab] = [bc] = — 3 [ac] = 0
[af"] = (6] = [e] — 2
rh=rz= +024; r, = 4+ 0.29

[f'F] = [FF] = 2.47

En appliquant encore la loi de proportionnalité (9) on trouverait
approximativement

P: = P2y £ 3

et p @ /s pour les cotés 3, 4, 9, 11, 15, 20, 22, 26 et des valeurs inter-
médiaires pour les autres cotés.

Le nombre des conditions étant impair il en résulte une certaine
ambiguité a cause de la symétrie du réseau. Mais la convergence vers un
résultat est mise en évidence.

3¢ cas. Chaine simple (Fig. 3)

n=22. Lecoté23 aunelongueur considérée comme exempte d’erreur.

Graphiquement on trouve 1.00 pour la longueur des ‘cotés 1, 2, 3,
8,9, 12, 14, 15, 18, 19 et 1.62 pour les autres cétés. La formule de Ptolé-
mée est encore applicable. La fonction ¢ est la longueur obtenue pour
la diagonale 24. Son poids est P.

Ier calcul: Pi =D =P = wee = Pgg = 1 [p] = 22
[|F|] = 4.92 [f/F] =[FF] = 1.34

1re répartition: les poids obtenus par la régle de proportionnalité varient
entre Py = Py = 0.15 et p, = p;; = 1.8 (valeurs arrondies)
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2¢ calcul: [[F|]] = 4.42 [FF:p] =095 =1: P = [{'F: p]
2¢ répartition: p, = p;y = 0.00; pg = p;, = 0.2
Pio = Pu = Pis = P17 = 0.3; p3 = pyy = 0.65; p; = pg = Py = Pge = 0.75

P2 = Py = Pig = P = 1.85; pg = py5 = 2.0; p; = py = 2.4
(valeurs arrondies)

En poussant le calcul jusqu’au bout on rend nuls 4 poids sur 22
([5] IT p. 189). Théoriquement il y a (242)

4 poids sur les 22, Si certains poids sont égaux deux a deux il peut y
avoir de I'ambiguité quand le nombre de conditions est impair. En
pratique c’est rarement le cas. L.emploi d’éléments provisoires présente
parfois de l'intérét quel que soit le mode de compensation adopté. Au
point de vue didactique ces éléments facilitent le raisonnement et le
rendent plus explicite.

Dans les exemples traités ci-dessus la convergence vers un résultat
est assez rapide. Les réseaux choisis ont une structure schématique mais
ils suffisent pour donner un aper¢u de I'application du théoréme de
Schreiber. Ce dernier présente de I'intérét surtout dans le cas de mesures
angulaires. Un probléme analogue se posera cependant a l'occasion au
calculateur lors de la détermination de réseaux au moyen de mesures
linéaires. C’est pourquoi il a paru opportun de lui consacrer quelques
lignes.

Certains praticiens mesurent aussi des azimuts et combinent ces
éléments avec les mesures linéaires. Dans cette premiére étude il n’a pas
été jugé opportun de tenir compte de ces azimuts, qui rendent le pro-
bleme plus complexe. '

= 7315 manieéres de dissocier
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