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NR.6 - L. JAHRGANG Erscheint’ monatlich 10. JUNI 1952

Geodiitisches Rechnen ohne Tafeln

Von Prof. Dr. Ing. K. Ramsayer, Stuttgart

1. Einleitung

Das geoditische Rechnen wird durch die Rechenmaschine wesent-
. lich erleichtert, solange sich die Rechenoperationen aus den vier Grund-
rechnungsarten zusammensetzen. Bei allen {ibrigen Rechenoperationen,
z. B. beim Rechnen mit trigonometrischen Funktionen, miissen wir zur
Funktionstafel greifen. Da die Entnahme von Funktionswerten aus der
Funktionstafel und die Ubertragung dieser Werte in die Maschine, bzw.
die Verwandlung eines Maschinenwertes in einen entsprechenden Funk-
tionswert vom Rechner hichste Konzentration verlangt, ist die Sicherheit
und Schnelligkeit des Rechnens mit Maschine und Tafel erheblichen sub-
jektiven Schwankungen unterworfen. Es ist deshalb anzustreben, auch
die Funktionswerte unmittelbar mit der Rechenmaschine zu bilden.

Dies 148t sich dadurch erreichen, dafl wir die Maschine mit einem
Speicherwerk versehen, welches Faktoren enthilt, aus denen die bendotig-
ten Funktionswerte maschinell berechnet werden kénnen. Die zu spei-
chernden Faktoren lassen sich nach verschiedenen Gesichtspunkten aus-
wihlen [1]. Auch fiir die maschinelle Verwandlung der Faktoren in die
Funktionswerte gibt es zahlreiche Moglichkeiten. Besonders einfach wer-
den die Verhiltnisse, wenn wir uns an das in gedruckten Funktionstafeln
iibliche Verfahren der linearen Interpolation anlehnen. Da dieses Verfah-
ren auch der Versuchsmaschine zugrunde liegt, soll niher darauf einge-
gangen werden.

2. Prinzip der linearen (einstufigen) maschinellen Interpolation

Soll eine Funktion f(x) in einem bestimmten Bereich nach dem Prin-
zip der linearen (einstufigen) Interpolation maschinell berechnet werden,
so zerlegen wir f(x) in diesem Bereich in eine Anzahl Intervalle gleicher
oder verschiedener Breite i, Innerhalb eines jeden einzelnen Intervalls
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(th <z < zn + h) ersetzen wir die Kurve f(x) durch eine vermittelnde
Gerade gp(x), Bild 1. Setzen wir

xn = Anfangsabszisse des Intervalls = Grundargument,

x — xn = Adx = Restargument,

Ordinate der vermittelnden Geraden an der Stelle x, = Grundwert,
Steigung der vermittelnden Geraden = Steigungwert, so gilt

(@) ~ gn(x) = gn(xn + 4Ax) = an + bp - 4zx. (1)

Der Naherungswert gnp(x) kann dann maschinell z. B. folgender-
malen gebildet werden, Bild 2: Eine Rechenmaschine mit dem Einstell-
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Bild 1: Prinzip der vermittelnden Interpolation -

werk E, dem Resultatwerk R und dem Umdrehungszihlwerk U wird
mit einem Speicherwerk S, in welchem die von Intervall zu Intervall in
der Regel verschiedenen Faktoren a, und b, einer oder mehrerer Funktio-
nen gespeichert sind, einer Einstellvorrichtung T fiir das Grundargument
xp und einer Ubertragungseinrichtung 1 fiir die Ubertragung von Werten
aus S nach E versehen. Soll f(x) ~ g, (xn + 4x) berechnet werden, so
wird S auf das gegen x niichst kleinere Grundargument x, eingestellt.
Dann wird der Grundwert a, aus S nach E und von dort durch Multipli-
kation mit ,,Eins‘* nach R iibertragen. Dann wird der Steigungswert b,
aus S nach E iibertragen. Wird anschlieBend das Restargument 4z in
U eingekurbelt, d. h. wird b, mit 4dx multipliziert, S0 steht in R der ge-
suchte Naherungswert gn ().

Bilden wir das Speicherwerk so aus, daB3 auBler den Grundargumen-
ten x, auch noch die Grundwerte a, ablesbar sind, so kénnen wir eine
derartige ,,mechanische Funktionstafel“ auch dazu benutzen, um aus
einem Funktionswert f(x) das zugehérige Argument x durch inverse
Interpolation zu ermitteln. Lésen wir Gl. (1) nach dx auf, so erhalten wir

gn (X) — an [(@) — an

dz = . ~ T (2)
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Daraus ergibt sich folgender Rechengang: Wir stellen f (x) in R und
das Speicherwerk S so ein, dal} der gegen f (x) nichst kleinere Grundwert
an in die Ubertragungslage kommt. Dann iibertragen wir a, aus S nach
E und ziehen es durch eine negative Kurbeldrehung von f (x) ab. An-
schlieBend iibertragen wir b, aus S nach E und kurbeln den in R stehen-
den Rest (f[x] — ap) auf Null. Dann koénnen wir in A das Grundargument
Zn und in U das Restargument 4z ablesen.

3. Genauigkeit der einstufigen Interpolation

Aus Bild 1 erkennen wir, daB der Fehler der ,,vermittelnden Inter-
polation‘ am Anfang, am Ende und etwa in der Mitte des Interpolations-
intervalls am grofliten wird. Der Betrag 148t sich abschitzen mit Hilfe
der Gleichung |
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Bild 3: Maximale Interpolationsfehler der mechanischen sin-Tafel (a,, b;)
und einer gedruckten finfstelligen sin-Tafel (ag, b,)

a) direkte Interpolation von sin »
b) inverse Interpolation von x aus sin =

Der Fehler ist also proportional zum Quadrat der Intervallbreite h
und zur 2. Ableitung der zu berechnenden Funktion.
Der Fehler der inversen Interpolation ist

<2 @]

= . J 4
=16 | @) =

Wenden wir die Gleichungen (3) und (4) auf die Versuchsmaschine
an, welche mechanische Tafeln fiir die Funktionen sin x, cos £ und arc
tg x enthilt, so erhalten wir die in Bild 3 und 4 dargestellten Fehler-
kurven.

Bild 3 zeigt die maximalen Fehler der mechanischen sin-Tafel, welche
100 Grundwerte und 100 Steigungswerte fiir die Grundargumente x = 08,
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18, 28 ,,, 998 enthilt. Die Intervallbreite h betrigt also jeweils 18.
Bei der direkten Interpolation von sin x betrigt der Maximalfehler
| 1,54 - 10-% - sin z |. Er wichst von 0 an der Stelle x = 08 bis | 1,54 - 10|
an der Stelle x = 1008 (Kurve a,). Kurve b, zeigt den maximalen Fehler
bei Ermittlung des Winkels x aus sin x durch inverse Interpolation. Die
Kurven aq, und b, zeigen die entsprechenden Fehler einer gedruckten
fiinfstelligen sin-Tafel. Die mechanische sin-Tafel ist also im Bereich
x = 0% ... 308 genauer, im Bereich 308 ... 608 etwa gleich genau und
im Bereich 608 ... 1008 etwas ungenauer als eine gedruckte fiinfstellige
Tafel. Gehen wir in Bild 3 mit dem Argument (1008 — x) ein, so erhalten
wir die Fehler der mechanischen cos-Tafel.
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Bild 4: Maximale Interpolationsfehler der mechanischen arc tg-Tafel (a—d)
und einer gedruckten fiinfstelligen tg-Tafel (e, f)

a) direkte Interpolation von z aus tg =

b) direkte Interpolation von x aus 1/tg =

¢) inverse Interpolation von tg x

d) Maximalfehler von 1/tg (100 — x)

e) direkte Interpolation von tg x (gedruckte Tafel)

f) inverse Interpolation von « aus tg « (gedruckte Tafel)

In Bild 4 sind die maximalen Fehler der mechanischen arc tg-Tafel
dargestellt. Diese Tafel enthilt ebenfalls 100 Grundwerte und 100 Stei-
gungswerte fiir die gleichabstindigen Grundargumente x = 0,00; 0,01;
0,02. .. 0,99. Kurve a stellt den Maximalfehler der direkten Interpolation
von x aus tg x im Bereich x = 08 ... 502 dar, welcher von 0 an der Stelle
x = 08 bis zu 2,6° an der Stelle z = 348 anwichst und dann wieder bis
auf 2,0° an der Stelle * = 508 absinkt. Ist |tg x| > 1, so wird der Win-
. kel aus 1/| tg a:| ermittelt. Die dabei auftretenden Fehler zeigt Kurve b.
Kurve ¢ zeigt den Maximalfehler der inversen Interpolation von tg x
im Bereich £ = 08 ... 508, Ist 508 < x < 1008, so wird tg (1008 — x)
durch inverse Interpolation gebildet und tg x = 1/tg (100 — x) berechnet.
Die dabei auftretenden Maximalfehler zeigt Kurve d. Der Fehler wichst
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hier mit Anniherung an die Unendlichkeitsstelle rasch an. Dies ist jedoch
vollkommen schadlos, da der entsprechende Winkelfehler (Kurve b)
gerade hier gegen Null geht. Zum Vergleich sind noch die maximalen
Fehler einer fiinfstelligen gedruckten Tangenstafel (Balzer und Dettwiler)
eingezeichnet (e, f). Die Spriinge an den Stellen x = 80% und * = 93,658
rithren davon her, daB hier die Zahl der vertafelten Stellen hinter dem
Komma von fiinf auf vier, bzw. von vier auf drei springt. Die mechanische
arc tg-Tafel ist also mit Ausnahme kleiner Bereiche (z. B. x = 608 ... 808)
erheblich genauer als eine fiinfstellige gedruckte Tangenstafel.

4. Beschreibung der Versuchsmaschine

Bild 5 zeigt die AuBenansicht der Versuchsmaschine. Als Grund-
maschine wurde eine Sprossenradrechenmaschine der Firma Schubert ge-
wihlt, weil diese Maschine ohne Anderung verwendbar ist. Das an der
Riickseite angebaute Speicherwerk enthidlt mechanische Tafeln fiir die
Funktionen sin x, cos x und arc tg x mit je 100 gleichabstindigen Grund-
argumenten.

Die Ziffern der gespeicherten Grund- und Steigungswerte werden
durch verschieden tiefe Schlitze am Umfang kreisrunder Blechscheiben
- verkorpert, Bild 6. Jede ,,Stufenscheibe‘ enthilt 100 Ziffern entsprechend

£ F.."ETZT&;--“.

K- -Sch R
Bild 5: AuBenansicht der Versuchsmaschine
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Bild 6: Stufenscheibe

einer bestimmten Dezimalstelle. Die Anordnung der Stufenscheiben geht
aus Bild 2 hervor, Sie sind entsprechend einem Vorschlag der Firma
DeTeWe (Hamann-Rechenmaschinen) ineinander geschachtelt, damit
beim Auswihlen der Funktion und beim Ubergang vom Grundwert auf
Steigungswert nur Kkleine seitliche Verschiebungen erforderlich sind. Die
Grundargumente werden durch Drehen der Trommel T eingestellt.

Die Ubertragung eines Wertes aus dem Speicherwerk in das Ein-
stellwerk ist aus Bild 7 ersichtlich. Wird der Ubertragungshebel 3 nach
vorn bewegt, so wird die Riickholstange 4 gegen die Kraft der Feder 5 im
Uhrzeigersinn gedreht. Infolgedessen kénnen sich die Abtaster 1 durch
den Zug der Federn 6 um die Achse 7 drehen, bis die Nasen 8 auf dem Grund
der Schlitze 9 der Stufenscheiben 10 anschlagen. Dadurch werden die
Einstellringe der Sprossenridder 2 iiber die Zahnsegmente 11 und die
Zahnriader 12 und 13 proportional zur Tiefe der Schlitze 9 verstellt. Kurz
vor Schlufl der Vorwirtsbewegung von Hebel 3 werden die Zahnrider 12
senkrecht zur Bildebene etwas verschoben, so daf3 sie mit den Zahnseg-
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Bild 7: Querschnitt durch die Funktionsrechenmaschine



menten 11 nicht mehr im Eingriff sind. Wird Hebel 3 wieder zuriickbewegt,
so werden die Abtaster 1 durch die Riickholstange 4 und kurz vor Schluf
der Riickwiartsbewegung die Zahnrider 12 wieder in ihre Ausgangslage
gebracht. Die Ubertragung eines Wertes dauert etwa 14 Sekunde.

&. Bedienung der Versuchsmaschine

Mit der Versuchsmaschine kénnen die Funktionen sin x, cos z, arc
tg x und arc ctg x durch direkte Interpolation und die Funktionen arc
sin z, arc cos x, tg x und ctg x durch inverse Interpolation berechnet wer-
den. Die Berechnung eines sin- bzw. cos-Wertes geschieht folgender-
maflen: Wir stellen den Funktionshebel F, Bild 5, auf sin bzw. cos und
den Quadranten und die Trommelteilung T, auf die vollen Grade des
Winkels (Grundargument). Dann bewegen wir, nachdem der Schlitten in
die durch Pfeile markierte Ubertragungsstellung gebracht ist, den Uber-
tragungshebel 3 vor und zuriick. Dadurch wird der Grundwert in das
Einstellwerk iibertragen. Diesen Wert bringen wir durch eine positive
Drehung der Handkurbel in das Resultatwerk. AnschlieBend wird der
Ubertragungshebel nochmals bedient, wodurch das Einstellwerk automa-
tisch geloscht und auf den Steigungswert eingestellt wird. Kurbeln wir
hierauf die Minuten und Sekunden des Winkels (Restargument) in das
Umdrehungszihlwerk ein, so steht im Resultatwerk der gesuchte sin-
bzw. cos-Wert, der mit der Riickiibertragungseinrichtung der Maschine in
das Einstellwerk libertragen werden kann. '

Die mechanische arc tg-Tafel ist vorwiegend fiir die Richtungs-
winkelberechnung aus Koordinatendifferenzen gedacht. Hierzu wird die
absolut kleinere durch die groBere Differenz wie iiblich dividiert. Dann
wird der im Umdrehungszihlwerk erscheinende Wert tg 8 in den Winkel
B (08 < B < 508) verwandelt, der nach einem an der Maschine ange-
brachten Quadrantentifelchen zu 08, 1008, 2008 oder 3008 zu addieren
oder von 1008, 2008, 3008 oder 400% abzuziehen ist.

'Bei der inversen Interpolation werden die mechanischen Tafeln mit
Hilfe der Teilungen T, und T, welche die Grundwerte der sin-Tafel und
arc tg-Tafel anzeigen, eingestellt.

Die Bedienung der Maschine ist sehr einfach und bequem. Die Be-
rechnung eines sin- oder cos-Wertes einschlielllich Riickiibertragung in
das Einstellwerk erfordert nach einer vorldufigen Untersuchung etwa
30 9% weniger Zeit als die Entnahme aus einer gedruckten Tafel einschlie3-
lich Einstellung in das Einstellwerk. Bei der Richtungswinkelberechnung
betrigt die Zeitersparnis sogar fast 50 9. Durch Automatisierungen und
Sperren sind Bedienungsfehler weitgehend unmdéglich gemacht. Dadurch
wird die Rechensicherheit im Vergleich zum bisherigen Rechnen mit
Rechenmaschine und Tafel wesentlich erhoht. Auch ermiidet der Rechner
bei groBeren Berechnungen mit Funktionswerten lange nicht so wie bis-
her, so daB} eine betrichtliche Steigerung der Arbeitsleistung zu erwarten
ist.
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6. Geoddltische Anwendungsmdglichkeiten

Mit der Versuchsmaschine lassen sich bereits fast alle trigonometri-
schen Berechnungen der niederen Geodisie ohne Tafeln durchfithren. Sie
eignet sich besonders fiir die Berechnung von Koordinatendifferenzen aus
Strecke und Richtungswinkel, Richtungswinkeln aus Koordinatendiffe-
renzen, Polygonisierungen und die Umrechnung von Polarkoordinaten
in rechtwinklige Koordinaten. Auch die Ausgleichung von trigonometri-
schen Punktbestimmungen III. und IV. Ordnung wird durch die sehr
bequeme und genaue Richtungswinkelberechnung erheblich erleichtert.

Fir die Serienherstellung empfiehlt es sich, die Maschine fiir geo-
déatische Zwecke mit mechanischen Tafeln fiir die direkte Interpolation von
sin z, cos x, tg x, arc tg  und sec tg x (Secans aus Tangens) auszuriisten,
da die direkte Interpolation etwas bequemer ist als die inverse und mit
den ermittelten Werten ohne Neueinstellung weitergerechnet werden
kann. Die mechanische sec tg-Tafel wiirde sich gut fiir die Streckenbe-
rechnung aus Koordinatendifferenzen eignen. Der Rechengang wire fol-
gender: Wir dividieren wie bei der Richtungswinkelberechnung die abso-
lut kleinere Differenz durch die gréBere und verwandeln den Quotienten
tg B in sec B. Multiplizieren wir sec B mit der groBeren Differenz, so erhal-
ten wir die gesuchte Strecke. Auf eine mechanische Quadratwurzeltafel
kann dann wohl verzichtet werden. -

Besonders vorteilhaft ist der Ausbau einer Doppelrechenmaschlne
zur Funktionsrechenmaschine. Mit ihr lieBen sich z. B. folgende Rechnun-
gen gleichzeitig ausfiithren: sin o und cos a, s. sin a und s. cos a, arctg 8
(Richtungswinkel) und sec B8 aus tg B.

Fiir die vielstelligen Rechnungen der hoheren Geodisie empfiehlt es
sich, die zweistufige Interpolation anzuwenden [1], welche bei 100 gleich-
absténdigen Intervallen etwa achtstellige Genauigkeit liefert. Hier wird
die zu berechnende Funktion f (x) innerhalb der einzelnen Interpolations-
intervalle durch die Naherungsfunktion

gn () = (bn +¢n * 4x) - dx + a,

ersetzt, die sich maschinell z.B. folgendermaflen 16sen 148t: Wir versehen
eine Rechenmaschine mit einem Speicherwerk, das die Faktoren ap, b,
cn der einzelnen Intervalle enthélt und iibertragen b, aus dem Speicher-
werk iliber das Einstellwerk in das Resultatwerk und ¢, in das Einstell-
werk. AnschlieBend wird das Restargument Ax in das Umdrehungszahl-
werk eingekurbelt. Dann wird (b, + ¢, - 4x) aus dem Resultatwerk in
das Einstellwerk iibertragen und durch Herauskurbeln von dx aus dem
- Umdrehungsziahlwerk mit dx multipliziert. Wird zu diesem Produkt noch
an addiert, so steht im Resultatwerk der gesuchte Funktionswert.
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