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Praktische Versuche mit den verschiedenen neueren Orientierungs-
verfahren lassen die Uberzeugung aussprechen, daB die optisch-mecha-
nischen Verfahren nach v. Gruber weiterhin in einer oder der anderen
Modifikation die Hauptrolle in der photogrammetrischen Praxis spielen
werden und zumindest von den bisher bekanntgewordenen Neuerungs-
vorschlagen weder verdringt noch in ihrer Universalitit geschmailert
werden konnen. Deshalb ist es sicherlich vorteilhaft, eine rasche Methode
zur Ermittlung der Uberkorrektur zu kennen.

Die Fehlerellipse des Neupunktes beim Riickwiirts-
einschnitt aus fehlerhaften Festpunkten
Von Prof. Dr. Franz Ackerl, Wien

In dieser Zeitschrift [1] wurden die Unterlagen dargestellt, mit denen
es moglich ist, den Lagefehler des riickwirtseingeschnittenen Neupunktes
zu ermitteln, wenn die Koordinatenfehler der gegebenen Punkte und auch
die m. F. der Winkelbeobachtungen bekannt sind.

Die Lésung der dort aufgeworfenen SchluBfrage: ,,Welches ist die
mittlere Fehlerellipse des Neupunktes, wenn die mittleren Fehlerellipsen
der AnschluBpunkte und die Beobachtungsfehler gegeben sind?‘ wird
hier entwickelt.

Wir driicken die Koordinaten des durch Riickwirtseinschnitt be-
stimmten Punktes P (x, y) als Funktionen der gegebenen Punkte A, B, M
und der gemessenen Winkel a, 8 aus, ndmlich

x = ¢, (.’BA, Ua, B, YBs TM, UM, C, B);

Yy = ¢@q (xAs YA, ¥B, YRy, M, UM, A, B)
Mit abgekiirzter Bezeichnung der partiellen Differentialquotienten
erhilt man hieraus
dr = K,dxy + K,dyy + Kydxg + K, dygp + Kgzdxp + Kgdym
+ K, da + K, dB,

(1)

(2)
dy = L,dxy + Lydys + Lydrp + Lydyp + Lydxy + Le dym

+ L, da + LgdB,

und mit der iiblichen Annahme, da@3 die Fehler voneinander unabhingige
Groflen seien, ergibt sich die Darstellung

mzx = Kzl m’mA + KE' mayA "‘I" Kss msz + K24 mzyB _f" K25m2xM
+ Kigmiy,, + K mlq + K% mg,

(3)
nl’y = Lzl mzmA + L22 mzyA “+‘ L23 msz + L24 mzyB + 1425m2x1”
+ L% miy, + L*; miq + L% mig.

[1] Ackerl, Uber den Riickwiirtseinschnitt aus fehlerhaften Festpunkten. Schwei-
zerische Zeitschrift fiir Vermessung und Kulturtechnik, 1948, Heft 2-4.
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Geht man auf ein gegen das System z, y um ¢ = 45° verdrehtes
System ¢, n iiber, so entstehen mit den Umwandlungsformeln
dé = drcosy + dysinyg, dy = dycos  — dxrsin 4)
die Beziehungen
V2 \/ 2
df = —= (dz +dy), dy =5~ (—dz + dy). (5)

Nach Einsetzung der Ausdriicke (2) in (5) ergibt sich, bei abgekiirzter
Anschreibung

V2
df = == | (By+Ly dza+ (Ky+Ly) dyat ...+ (Ky+Ly) df}
(6)
V2
dn =~ |(-Ki+ L) dea+ (Ko + L) dya+ ... + Ko+ Lo b}
und durch Ubergang auf mittlere Fehler erhalten wir
1
ngz_uz_{ (KytL)Pme+ (Kot Ltmey + ...+ (Ko Lot meg),
(7)

1
m?y = 5 {(—K1+ L) mPy 4+ (—Ko+ Ly)2mPy  +. . .+ (=Kt Lg)® m“ﬁ}.

Ist eine mittlere Fehlerellipse mit den Halbachsen A, B und dem
Richtungswinkel © der Achse A im System z, y gegeben, so lautet die
Polarkoordinatendarstellung ihrer FuBBpunktkurve

m% = A? cos? (t — @) + Bt sin? (t — ). (8)

Entwickeln wir hieraus die mittleren Fehler in den Richtungen
t = 0° 90° 45°% 135° so entstehen die Beziehungen

m2, = A?cos? @ 4+ B:sin? O, m?; = A?*sin® @ 4 B%cos? O, (9)

m? = A? cos? (45° — @) m¥ = A?sin? (450 — 6)

; 10
+ B?sin? (45° — @), + B? cos? (45° — O). (5

Mit Beachtung von 2sin2 ® =1 —cos2 @ bzw.2cos2 ® =1 + cos
2 @ erhalten wir schlieBlich

2 m?, = (A? + B?) + (A2 — B? cos 2 6, (11) -
2 m?, = (A* + B?) — (A? — B2) cos 2 6, (12)
2 m¥% = (A® + B?) + (A? — B%sin 2 @, (13)

2m%) = (A® + B¥) — (A®* — B%sin 2 6. : (14)
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- Aus gegebenen mittleren Koordinatenfehlern in den gewihlten
Richtungen kénnen daher die Bestimmungsstiicke der mittleren Fehler-
ellipse berechnet werden.

Wir erhalten aus (11), (12) ﬁzw. (13), (14):
A? + B = m’; + m¥% = m% + m?, = M?p, (15)
wo Mp den mittleren Lagefehler'des Punktes P darstellt, ferner
aus (11): (A*—B?% cos 2 @ = 2m?*; — (A? + B?) = m?% — m?, (16)
aus (13): (A*—B%)sin2 0 = 2m?*% —(A? + B?) = m% — m?, (17)
und aus (16), (17): (A% -— B%? = (m% — m¥%)* + (mP* — mzn)z, - (18)
tg2 @ = (m% — mPy) : (mPz — m?%). (19)

Zur Herbeifithrung der mit den obigen Formeln (15), (18), (19) an-
gedeuteten Losung sind vorerst die Ausdriicke (3), (7) zu bestimmen und
somit die Differentialquotienten Kj;, L; zu berechnen. Diese Werte sind
bisher wohl einzeln entwickelt, aber nur in der Zusammensetzung
K% 4+ L?2; verwendet worden, als es gelungen war, diese Ausdriicke in
einfacher Form geoditisch zu deuten. In dieser Art wurden sie fiir die
Indices i = 1 bis i = 6 in zwei Arbeiten [2], [3], und fiir die Indices { = 7,
8 in‘der o. a. Arbeit [1] verdffentlicht.

Die zur Losung der vorliegenden Aufgabe erforderliche Einzelbe-
stimmung der Differentialquotienten und ihre Zurickfithrung auf Ele- -
mente, die in einfacher Weise einem Netzbild entnommen werden kénnen,
verfolgen wir mit der nachstehenden Betrachtung.

Wir gehen aus von den in der o. a. A. [1] auf Seite 30 angegebenen
Formeln fiir die Koordinaten des Neupunktes in einem System recht-
winkliger Koordinaten ¢, » (das mit dem vorhin bei der Fehlerellipse
beniitzten, um 45° verschwenkten System nichts zu tun hat) und er-
mitteln die notwendigen Differentialquotienten.

Durch Parallelverschiebung erzeugen wir das System x, y, dessen
Ursprung in den mittleren gegebenen Punkt M (Abb. 1) verlegt ist und
erreichen damit eine betrdchtliche Vereinfachung der im System be-
rechneten Differentialquotienten bei ihrer Ubertragung in das System
x, y.

Diese Differentialquotienten werden, vorerst filr i = 1 bisi = 6, aus
den o. a. A. [2], [3] entnommen und sind, in der fiir unsere weiteren
Zwecke passendsten Form, nachfolgend zusammengestellt.

[2] Ackerl, Sull’influenza di una difettosa posizione dei punti dati nel risultato
della intersezione inversa. Rivista del Catasto e dei Servizi Tecnici Erariali,
Nuova Serie, Anno II, Nr. 3, 1947, '

[3] Ackerl, Uber den EinfluB fehlerhafter Festpunkte auf das Ergebnis des Riick-
wirtseinschnittes. Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen. Im Druck.



4
ox x ay y
9% _ T ¢4 Acta, Tyt w2 ¥ A,
K. ox4 Z Gyt Acta Y oxa z ! *
ox x oy )
g e il g, e A L,=——" =220 A ct
*oya Z C Ty z 20
ox x oy y
e A | TN Sy §
- éxg Z s+ Ak, *“oxg Z °
(20)
ox x ay y
K=" _ % 4 a, I e = il -+ A 6t B
s 2z 4T Toys Z d
ox x oy y
Kﬁ:a = —Z'—'C5'-A(Cta+ctﬁ)+1, L5 :é“;M"' == "Z Cﬁ»
ox x ay y
Kig=—=-—-0C,, Li=——="2_(C,—A(cta+ctf)+1.
6 EY 7 e 6 3Unt 7 e (cta-c B)*

Wir benutzen aus [1], Seite 51 die Grillen

A _
A= 2 N =CD*=st(AbD. 1), Z = acyp—apyc = — hs |
N = negative doppelte Fliche ( (21)
des Dreickes CM D. [

Die Koeffizienten C; haben die nachstehende Bedeutung:
C,= @Up—2y)+(xp—2x)cta, Cy,=—-(xp—2x)+(yp—2y)cta,

Cy=-c—2y) +(@c—22)ctf, Cy= (c—22)+(yc—2y)ctp,
' (22)
Cs=—(Cy + C3) = yc—yp) — (zp —2x)cta — (x¢ —2x) ct B,

Ce=—(C, + Cy) = (xp—1x¢) — (yp — 2y) ct a — (yc —2y) ct B.
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Unter Heranziehung der Abb. 2 und der trigonometrischen Deutung
von Hilfskonstruktionen gelingt es, samtliche Koeffizienten Ci auf
‘Strecken und Richtungen zuriickzufiihren, die entweder berechnet, oder
auch einem mafstab- und lagetreuen Netzbild entnommen werden
konnen. 7

Als Beispiel hiefiir betrachten wir die Darstellung des Wertes C,; mit
Hilfe der Konstruktion entsprechend Abb. 3.

— 7 >

Im Punkt P’ (2x, 2y) der Abb. 2 schlieBen die Richtungen P'D und
P'P den gleichen Winkel ¢ ein, wie die Richtungen MP und MD im
mittleren gegebenen Punkt M. Der geoditische Richtungswinkel von
P’D hat daher den Wert tp'p = $— v/ = — (180° — v). Verliangert
man in Abb. 2 die Richtung P'D’ so lange, bis in D'’ die Strecke P'D
unter dem Winkel a erscheint, dann ergeben sich die in Abb. 3 eingetra-
genen Winkel. Wir lesen ab C;: d = sin w;: sin a, erhalten den Betrag

w, = h— (180° — v) + (90° — q) = _{900—[¢ + (v—a)]} und finden
daher

cos | + (v — a)]

C‘ _—“—“d %
Sin a
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_ - —h h
Setzen wir nach (21) Z = — hs und damit A = 5 t —1in die
s
Gleichung fiir K, von (20), so ergibt sich:
K =2 g +Acta=——g— et
L e *T Ths s %

0der-~K13=—E-Cl—!—hcta,

x
Da aber nach Abb. 2, 3= cos ipp = cos v, so erhilt man, nach

Einfiihrung des obigen Wertes von C;

e | ol k| P L
sin a Sin a
K 4 s [ + ( ) " cos
= ———1co — ——c .
1 s sin a v a)] cos v 4 a

h a
Liest man nun noch aus Abb.2 ab, da3 = cos Y, bzw. sine = —
: c

so ergibt sich weiter

K, = Z—(: {cos [ + (v — a)] cos v — cos ¢ cos o:]. (23)

Um auf orientierte Netzrichtungen entsprechend Abb.2 zu kommen,
zerlegen wir die Winkel in der geschwungenen Klammer in die Kombina-
tionen (¢ + v) bzw. (v — a), denn es ist

tp'D =‘1[’_—v, =l‘b—(1800—v) :(lﬁ +V)—1800!¢' + v = {pp’,

lppm = v + 180% tpg = tppyp — a, v—a = tpg — 180° = t4p.
Durch diese Zerlegung, namlich
{von (23)} = {cos [(h + v) — a] cos v — cos [(Y + v) — v] cos a}

entsteht nach einigen Umformungen das Ergebnis

{ von (23)} — — sin (¥ + v) sin (v — o) und damit schlieBlich
cd )
K, = 4+ —sin {p’p sin {4p. (24)
as N

Durchaus dhnliche Entwicklungen kénnen auch auf die Koeflizienten
C, bis C, angewendet werden, und mit Einsetzung der entsprechenden
Ergebnisse in die Gl. (20) erhalten wir die Zusammenstellung:



cd . cd
K, = 4+ — sin t4p sin tp'p, Ly = — —sin l4p cos {p'p,
as as
cd _ cd
K, = —— cos {4p sin ip'p, L, = + — cos tap cos tp'p,
as : as
(25)
cd | . : cd .
Ky = 4+ — sin igp sin tp'g, Ly = — —— sin {gp cos Ipg,
bs . bs
cd . ) cd
K,= —5 °os tpp sin tpig, L,= + Bs 08 {pp cos tpc.
s

Obwohl] die Gleichungen mit den Indices i = 5, 6 aus (20), bzw. (22),
wegen C; = — (C; + Cy), bzw. C; = — (C, + C)), eine einfache Zusam-
menfassung der bereits in (25) festgehaltenen Ergebnisse als moglich
erscheinen lassen, gelingt dies vorerst nicht, zufolge des Umfanges und
der Untrennbarkeit der hiebei auftretenden Funktionen. Erst nach
mehreren Versuchen wurde der Weg gefunden, um die Ausdriicke mit den
Indices 5, 6 auf eine symmetrische und gleichfalls einfache Form zuriick-
zufiithren.

Die eingeschlagene Entwicklung verfolgen wir an dem Beispiel fiir
C; von (22). Geht man hier in dem Ausdruck (yc — yp) auf die Koordi-
naten der gegebenen Punkte A, B iiber mit Hilfe der in der o. a. A. [1],
Seite 51 vermerkten Gleichungen (1a), so entsteht nach mehreren Zusam-
menfassungen

Cy=(yp—Uya)(ctactB—1)— (x4 + xp—2x)(cta + ctB). (26)
Durch Trennung der Cotangenten erhilt man weiter

1

C5 = ‘é’l’ﬁa"gii‘l‘ﬁ“ { (yB - yA) Ccos (a‘ + ﬁ)

— [(@a —2) + (@ — D]sin (@ + B @7

| - a . b N
und wenn wir aus Abb. 1, 2 ablesen: sina = -, sin 8§ = i so ergibt sich
&
schlieBlich
cd
= —1{ R— 28
Cs = —{R—0Q}, (28)

R = (yp—ya) cos (a+P), Q = [(xa—7) + (xp—2)] sin(a + ). (29)

Aus den Abb.1, 2 koénnen wir die nachstehenden Beziehungen
ablesen, ndmlich

UB—Yya = Ssintyp, x4 —x = 0,c08lpg, Tp— T = 0, COS tpg, (30)
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. sin ({4 —tpp) . sin (f4p — t4B)
b e , . , 31
wobei o, = S sin (o« = B) o, = S sin (@ = B) (31)
und (¢ + 8) = tpp — tpa = tpp — lap. (32)

Damit erhélt man aus (29): R == S sin {4p cos (igp — tap),
Q = S sin (4 —lgp) cos {pg + S sin (Lap — l4B) cos ipp,

0=3S8 {sin (tap — tgp) cos typ— sin ({4p — t4B) cos tBP},

{R—~Q} s 8 {sin lap cos (igp — tap) — sin (4p — tpp) cos t4p
: (33)
+ sin (t4p — tap) cos th}.

Nach Entwicklungen, die, ihres Umfanges wegen, hier nicht wieder-
gegeben werden, finden wir bei geeigneter Zusammenfassung das SchluB-
ergebnis

{R——Q} s sSin{th + (A)}, (34)

wo nach Abb. 2 der Wert (A) = {4p — 4B, den bei A liegenden Win-
kel im Dreieck A B P darstellt.

Die geoditische Bedeutung des Ausdruckes {th + (A)} erkennen

wir, wenn das Dreieck A BP im angenommenen Koordinatensystem, mit
dem Ursprung M als Pol, im doppelten Malstab lagetreu abgebildet
wird. Hiedurch ergibt sich entspr. Abb. 4 das Dreieck A" B’ P’. Kon-
struiert man seinen umschriebenen Kreis, mit dem Mittelpunkt O’, so ist
der Zentrumswinkel B’ O’ P’ gleich 2 (A), namlich doppelt so groB3 wie der

Umfangswinkel (A) in A’ iiber der zugehorigen Kreissehne B P =
23 = 2 PB. Damit aber sind auch in dem gleichschenkeligen Dreieck
O'B’' P’ die Winkel bei B’ und P’ mit {90G — (A)} festgelegt. Beachten
wir nun, daB die Richtungen P’B’ und PB parallel verlaufen ({p'gp’ =
tpp), so ergibt sich tpror = tprg’ — {900 e (A)} oder

(pro’ = tpp — 90° + (A), lpp + (A) = lpror + 90°.

Da mab aber, wie wir sehen werden, fir die weiteren Zwecke tat-
sachlich nur die Lage des Punktes P’ benétigt, kénnen wir auch auf die
Konstruktion der Punkte A’, B’, O’ verzichten, bestimmen aber den
Mittelpunkt O des Umkreises zum Dreieck A BP und erhalten schliefllich
mit {p’g’ = Ipg, die Beziehung

{th 4 (A)} — ‘zpo 1900, . (35)

Aus (34) entsteht daher vorerst {R—Q} = — S cos {pp und weiter-

hin aus (28)

d
C, = — % 5 cos tpp. (36)
ab



Durch dhnliche Betrachtungen, die hier iibergangen werden, ergibt sich

Co— — 1 gy 37
& = ab‘Sl PO- ' (37)

Um den weiteren Weg in moglichster Kiirze darzustellen, verfolgen
wir die Berechnung der Differentialquotienten K, L, bzw. K4 L von
(20) an dem einfacheren Beispiel fiir L bzw. K4 Mit (20) bzw. (21) und
bei Beachtung der Abb. 1, 2, wonach

. )
= = sin v = sin lyp, W = cos v =cos lyp,
1

erhalt man mit (36), (37)

y y sinv /  cd
L5 = ‘Z' C5 = " hs CS = —*A}‘* (—ES COSs tpo),
ds
Ly = 4+ —=2 sin tarp cos tpo, (38)
abs '
z x cosv / c¢d ;
Ki=—0C4 = (g = — — —Ssin t 3

=

Ky = + —— cos lyp sin Ipg. (39)
abs
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Durch betrichtlich langwierigere Umformungen, in denen die
Zusammenfassung der auftretenden trigonometrischen Funktionen we-
sentlich von dem voraussichtlich symmetrischen Aufbau des Ergebnisses
geleitet war, nehmen die Gleichungen fiir di¢ Differentialquotienten K,
bzw. Lg von (20), die folgende einfache Form*an:

cdS | ] cdS .
Kg = — sin {pp sin Ipg, Ly =— cos ipp cos {po. (40)
abs abs

Es verbleibt nun noch die Betrachtung der in der o. a. A. [1], Seite
52 unter (62a) angegebenen Differentialquotienten fiir den Einflufl der
Winkelbeobachtungsfehler auf die Koordinaten des Neupunktes, namlich

or oy ox oy
==,  L,;=-, Ky=—, Ly=—.
da " da T T

Als Beispiel fiir den eingehaltenen Weg der Zuriickfithrung auf
GroBen, die dem Bild eines geoditischen Netzes in einfacher Art entnehm-
bar sind, wiahlen wir aus der Formelgruppe (62a) der o. a. A. [1] den
Differentialquotienten

K7:

1
= K= — {~—(xAxD + gaup) — - @ali+ yald +,—}

Setzen wir hier entsprechend o. a. A. [1], S. 51, (2a), fiir x den Wert
x = Af, und entspr. (4a) fiir Z den Betrag Z = AN, so entsteht

1 (A 2A NA
Sin2~{_’—(xAxD+yAyD)— D @atyryat, )+Ai1—A—-—] (41)

K,o— —
’ AN fiNA

Mit Beachtung der in den Abb. 1, 2 dargestellten Verhiltnisse und
Bezeichnungen, bzw. Benutzung der in der o. a. A. [1], Seite 51, (3a) bzw.
(6a) genannten Beziehungen f; = yp—ycund N = s? ergibt sich vorerst

f1 1 /yp —yc 1
— = —_— — =?sthD,f

N s s
und wegen fcp = tpyp — 90° also sin {gp = — cos {p, findet man
schliefllich
/1 1
— = — —cos Ipp. 42
N P MP (42)

Heben wir dies in allen drei Gliedern von (41) vor die geschwungene
Klammer, so erhalten wir bei Einfithrung von
Z3 VA h? s?

NA2 = N— = — =
N2 N s?

= h* = (@* + )
den Wert

CcOS fMp
ssina

K,= + (AZD + Yayp) — 2 (@AZ + yay) + (-‘r2+ y*);- (43)
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. Nehmen wir die eine Halfte des mittleren Klammergliedes zum
ersten, die zweite Hilfte aber zum letzten Glied, dann entsteht, nach
Umformung im Endteil, der Klammerausdruck

{von(43)} = [(a:A *>+YaYp) — (4T +Ya y)] — [% (Yaz—z4 y)]. (44)

Vergleicht man hiezu die in der o. a. A. [1], Seite 83, angemerkten
Beziehungen (69a) bzw. (702), so ergibt sich

[(XaXp + Yayp) — (xax + yay)]l = —o,8,sina, 5
(Jax — x4Yy) = o, hsin a,
und nach kleiner Umformung findet man
{von (43)} = — NSAE 6z + hy). " (46)

Zur Bestimmung des Wertes der runden Klammer lesen wir aus
Abb. 2 ab:

Yp — Y

— Y — sin tpp = sin (tuep + 270% = — cos typ = —%, (47)
2 ' '

sodaB —s,x = (yp —y) hund (s + yh) = — h (yp — 2y).
Damit geht (46) iiber in

o; sin a d
{von (43)} = —h (o —2y) —, (48)
x
und wenn wir nun noch.aus (47) den Wert A = cos Ipp festhalten bzw.

aus A_bb. 2 ablesen, dafl (yp — 2y) : d = sin {p’p, so entsteht aus (48)
der Ausdruck

sin a .
{Von (43)} = O'ld m sin tP’D.

a
Nach Einsetzung dieses Betrages in (43) und mit sin = aus Abb.,

1, 2, findet man als Schluflergebnis

d
K,= ks o, sin ip'p. (49)
as

Mit dhnlichen Entwicklungen fiir die anderen Differentialquotienten
von (62a) auf Seite 52 der o.a. A. [1] erhalten wir die Werte der folgenden
Zusammenstellung:
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cd . cd
K.‘, = 4+ — o, Sin tP’D, L7 = — —— 0, COS tP’D:
as as _
(50)
cd . cd
Ky, = ———o,sin tpc, Ly = + - -0, cos lp¢c.
bs bs

Da nun die samtlichen notwendigen Differentialquotienten fiir die
Aufstellung der Gleichungen (3), (7), bzw. (15), (18), (19) aus den For-
meln (25), (38), (39), (40) und (50) entnommen werden konnen, beginnen
wir mit der Entwicklung von m?%. + m?, und erhalten aus (3):

m’y + m¥ = (K? + L*) m’;, + (K%, + L%) m%,

(31)
+ .o+ (K% + Ly) mig,

Withlt man wieder die bereits in den vorgenannten Arbeiten. be-
niitzte abgekiirzte Bezeichnungsart, namlich (K2, 4+ L2,)) = {I}, usw.,

(K% + L%) = {VIII}, so daf3 (51) die folgende Form annimmt:

m? + m?% = {I,mBmA —|-{II} mﬂyA

(52)
+ ...+ {V},m%M+ {VI} miy,, + {VII}mza + {VIII}mEB,
dann erhalten wir die nachfolgende Zusammenstellung
cd® c2d?
{I} T als? sin® fap {II} T ais? cos® {4 p,
ctd? ctdq?
— in2 — 2
{III} =i sin? {gp, {IV = Tt cos? igp,
- (93)
cEd2 52 - c?d? S8 .
{V} ey sin® app, {VI B pryYen cos? [yp,
c2d? c2d?
{VII} = st a?y, {VIII = gt a?,.

Diese Werte stimmen natiirlich mit jenen iiberein, die in den o. a. A.
vermerkt sind und in summarischer Weise, ohne Herstellung der einfach-
sten Form fiir die Differentialquotienten, fiir die dort erwidhnten kriegs-
geodatischen Zwecke entwickelt worden waren.

Fir die niichste, zur Aufstellung von (18), (19) notwendige Kombina-
tion m?; — m?; erhalten wir mit (3)
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m¥; — m?% = (K% — L%) m% , + (K% — L%) m?%

+ ...+ (K% — L) mg

(54)

bzw. m%, — m?, — {1}m2xA+ {2}m2yA o e +{8}m23, (55)

wenn die abkiirzende Bezeichnung (K? — L%) = { 1} usw. gewihlt wird.

Mit den angegebenen Werten Kj, L; berechnet man z. B.:

c?d? c?d?
{1} = ——sin® {4p (sin®fp’p — cos?tp'p) = — sin® {4 p cos 2tp’'p
a s a2 82
und weiterhin die Zusammenstellung:
CZ dz C2 d2 :
1} s sin? {4 p cos 21p'p, {2 =—— cos? {4 p cos 21lpp,
ctd? c2d?
3} =y sin2 {gp cos 2 {p/c, {4 YT cos®tgp cos 2 p'c,
(56)
c?d2S§? c*d*S?
- in2 - 2
15} = ipist sin? fpyp cos 2itpg, {6 ApigE cos? iy pcos 2ipg,
c? d® el
7} = o2, cos 2 Ip'p, {8 = —bTﬁozz cos 2 Ipc.

Die letzte fiir die Herstellung von (18), (19) erforderliche Verbin-
dung m?:-—m?, bestimmen wir aus (7), ndmlich, bei abgekiirzter An-

schreibung, 1
1
mig —mby = o {(K1 4+ L) —(—K, + L1)2} m,
(57
1
. E{(K3+La)2—(——K8+L8)2} meg.

Da jeder Ausdruck in geschwungener Klammer den Wert + 4 K; L;
annimmt, entsteht '

ng——m”17 =2K,L,m*%, +2K,Lm*, + ... +2KsLgm?g.  (38)

Mit den angegebenen Differentialquotienten findet man z. B.:

2 J2 c8d2

c " .
2Kyl =—2 prye sin?{4psinip’pcosip’'p = — YD

sin?ly psin 2¢{p'p,

und wir erhalten schlieBlich die Ubersicht:
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c?d?
2K,L, = — Yoy sin? {4 p sin 2 {p’'p,
a 4
c?d?
2K,L, = — e cos? tap sin 2 p'p,
ctd? '
2Ky Ly = — pi g3 sin? {gp sin 2 {p/c,
c2d?
2 K,lL; = — Ty cos? {pp sin 2 tp/c, ;
e*d: 8% ] (39}
2K;,L, = — "G pis? sin? {psp sin 2 tpg,
c2d2S?
2 KLy, = — EpiaE cos? ipp sin 2 lpg,
c?d?
2 K.?L-? = — **;"; 0'21 sin 2 tP’D,
azs
c?dﬁ
- S

Fihrt man nun die Werte von (53), (56), (59) in die Gleichungen
(92), (55) und (58) ein, dann ergibt sich die Mdoglichkeit einer Heraus-
fassung gleichartig zusammengesetzter Koeffizienten fiir den Einflull der
Lagefehler der gegebenen Punkte und der Beobachtungsfehler.

Bezeichnen wir namlich die Fehlerbeitrige der gegebenen Punkte
A, B, M mit u4q, pup, pps und den Fehlerbeitrag der Beobachtungsfehler
mit pp, so konnen wir in (52) zusammenfassen:

pa= {1} ma, + {1} my,,  p= (VI m, l

KB = {IH} Mezp + {IV} Meyp,  KB= {VIII]m2ﬁ’ (60)
pm = {V} Mgy, + {VI} Meypp Bl = {VII} M + {VIH} g
Mit (53) ergibt sich dann
. edda ) ctd?
puiq = e (m?; 4 sin®* tqp + m? , cos?lap) = prye (R%4),
c? d2 . ¢? d?
ulp = o (msz sin?tgp + mEUB cos?lgpp) = bigt (R’R),
. (,'2 dzsg c2d282 (61)
#2M — e bz;? (mzx sin? tMP + mzy CQS2 tMP) = az b2;§ (RzM)Q
c2 d? ctd®
Mla = Ao st o? mi, Mg = b2 3 o?y, m’g

(Schlug folgt)
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