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- Uber die Freiluft-Reduktion der Schweremessungen

Von A. Berroth

Fiir Erdmessungszwecke wird neben den verschiedenen isostatischen
Reduktionen hauptsichlich die Freiluftreduktion vom Beobachtungs-
punkt nach unten bis zur Meeresfliche angewandt. Diese Reduktion be-
dingt Massenverschiebungen in der Weise, daf3 alle iiber die Meeresfliache
herausragenden Massen unveridndert soweit in die Tiefe versenkt werden,
bis der Beobachtungspunkt selber in der Meeresfliche liegt. Die Hohen-
verschiebung wird durch den normalen Schweregradienten ¢g/0z bertick-
sichtigt. .

Im Laufe der Zeit konnen an die Auswertung der g-Messungen immer
héhere Anspriiche beziiglich Genauigkeit der Erdfigur gestellt werden,
und es fragt sich daher, ob die Freiluftreduktion diesen Anspriichen noch
geniigt.

Die Freiluftreduktion befriedigt deswegen nicht vollstindig, weil sie
Massenverschiebungen verlangt, welche Potentialinderungen im Gefolge
haben. Wenn es auch als erwiesen gelten kann, dafl diese Verdnderungen
nicht bedeutend sind, so lassen sie sich doch theoretisch nicht geniigend
verfolgen. AuBerdem bewirkt die Reduktion nach abwirts eine groB3ere
Annidherung an die in der Tiefe liegenden Stérmassen und damit die Er-
reichung eines Bezirks, in dem eine geringe Anderung des Vertikalgra-
dienten nicht mehr angenommen werden darf und die zudem sich der
Beobachtung entzieht.
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Deshalb wird im folgenden der Versuch unternommen, anstelle der
Reduktion nach abwirts eine solche nach aufwirts zu setzen?!, und zwar
aus verschiedenen Uberlegungen auf eine Niveauflache, die in einem
Aquatorpunkt den Abstand 700 Meter von der dortigen Meeresfliche hat.

Diese, als Hilfsniveaufldchen-Reduktion (abgekiirzt im folgenden
HNF-Reduktion geschrieben) bezeichnete Reduktion hat gegeniiber der
gewohnlichen Freiluft-Reduktion (abgekiirzt im folgenden FL-Reduktion
geschrieben) 2 Vorteile: 1. Sie bedingt keine Massenverschiebungen und
vermeidet daher alle sich daraus ergebenden Unsicherheiten, 2. sie ent-
fernt sich von den unbekannten Massenstorungen und gelangt dadurch
in einen abnehmenden Bereich des Vertikalgradienten, der sich weniger
von der Rechengrundlage entfernt als im Falle der Abwirtsreduktion.

Zu dieser HNF-Reduktion mufl bewiesen werden, da@3 sie theore-
tisch einwandfrei und in der rechnerischen Ausfithrung nicht schwierig
ist; es ergeben sich dann Vergleiche zwischen der HNF- und der FL-
Reduktion.

Beide Reduktionen liefern Randwerte im Sinne der Potentialtheorie.
Dies leisten auch die isostatischen Reduktionen. Diese haben jedoch den
Nachteil, daf} sie noch weit groB3ere Massenverschiebungen verlangen, die
zudem noch nach einem schematischen Prinzip ausgefiihrt werden. Dies
fithrt zu der SchluBfolgerung, dafl die isostatischen Reduktionen fir
neuzeitliche Anspriiche der Erdmessung nicht geniigen und deshalb nicht
in Frage kommen kdnnen,

A. Die Reduktion auf eine Hilfsniveaufldche auflerhalb, HN F-Reduktion

Wenn alle Massen aus potentialtheoretischen Griinden innerhalb
einer Niveaufliche liegen sollen (die Luftmasse kann aufler Betracht
bleiben), so wire dazu eine Héhe von 8840 m notwendig. Praktisch wird
man zunichst einmal Stationen iiber 3000 m Héhe nicht verwenden und
im iibrigen eine Hohe suchen, die auch fiir die Meeresmessungen akzep-
tabel erscheint. Man gelangt so.zu einer Annahme von 700 m, so daf3 mit
Einschlufl der Meeresmessungen zurzeit 95 9, aller Stationen nach auf-
wirts, 5 9% nach abwirts reduziert werden. Da sich zeigen wird, daf3 die
HNF-Reduktion sich von der FL-Reduktion nur wenig unterscheidet
(von einer Konstanten abgesehen), so sollen diese Abwirtsreduktionen
auf die Héhe 700 mit der FL-Reduktion stattfinden. Als Meeresh6hen
der Stationen gelten strenggenommen immer die orthometrischen Héhen.
Wenn man die Lage der HNF 700 genau genug angeben kann, so folgen
daraus die Abstéinde der Stationspunkte von der HNF, fiir welche die
Reduktion der g-Messungen zu geschehen hat.

Auf der HNF werden die g-Werte nach den gleichen Prinzipien be-
handelt wie auf dem Geoid; es folgen daraus die Formen der HNF und
daraus wieder riickwirts die des Geoids.

Wir fithren dazu 3 Flichen ein:
1. Die Parallelfliche PF zum Geoid durch einen Aquatorpunkt
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¢ = 0, A = 0, den wir uns auf dem Meere selber liegend denken, in Hohe
700,000 Meter,

2. Die Hilfsniveaufliche HNF durch diesen Punkt,

3. Das Hilfs-Niveausphiroid 2. Ordnung von gleichem Potentialwert

wie die HNF, in 700 m Abstand im Aquatorpunkt vom Normalsphiroid
Null.

In den Beobachtungspunkten selbst liegen die Messungswerte g vor,
die Vertikalgradienten dg/oh sind direkt nicht mefB3bar, dagegen kénnen
sie an einigen Stellen nach einem Verfahren von Evjen? aus einer g-Ver-
teilung abgeleitet werden.

1. Abstand der HNF- und g-Werte auf ihr

Unter Beniitzung der vorgenannten Messungswerte in den Beobach-
tungspunkten i berechnen wir aus dem Potential des Meeres W, in den
Lotfufipunkten m, die Potentialwerte in i, ferner in den Punkten p der

o 7

m' n a4

Fig. 1. Orientierungs-Skizze

PF und den Punkten h der HNF (Fig. 1). Wenn m’ der Ausgangspunkt
im Aquator ist und p’ der vertikal dariiber liegende Punkt in 700 m, so
folgt der Potentialwert der HNF aus:

1/ og
— _ ;) — 8. | 2 .
1) Wi = W, 70000 g, 70000 5 (8 ) p

Im Punkt i mit der orthometrischen Hohe hy,; ist dann:

1, ag
W; = Wo—“hmigi—‘"‘ghmi o)y

r a .
(Zi).(innen) = (az)i(auﬁen) + 4w n*d.

4

2)
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5)

6)

7)
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Der Potentialwert an der PF in p ist:

1[0
Wy = Wi— (70000 — k) gi— (70000 hy)? - — ( 22
2 \¢h/;

, 1 eg\ 1 o9
Wp _ w 0_70000 gl_a hzmi (__ ,,,,, )lm E (70000'—hm1)2 (?h—)l.

Der Potentialunterschied HNF — PF ist:

— 70000 (g’ — gi) — 70000 - — %
- Im gi 9 oh m’
1/ ag\ 1 5g)
hpi —{ — 70000 — hp)?2-—1 — ) .
T Wi 2<6h)i+( mi) 2(ah,i
Der Hohenunterschied HNF — PF ist:
dW
n = — hp
9p
Der Schwerewert auf der HNF ist:
o9
gn = gi + (70000 + n — hy) | —-
| oh /i
1 /&) . .
+ (70000 + n — Ay 5 ‘—%; ; n ist negativ.
Die Normalbetrige in freier Luft sind:
gi — gm = — 0,3086 - 1075 hy; (1 + 0,000 71 cos 2¢)
+ 0,72+ 10714 h2,,;
dg/ch = — 0,3086 - 10™% (1 + 0,000 71 cos 2¢)

11,45 - 1071 By

82g/oht = + 1,45 10714

2. Numerische Werte

Der Abstand der HNF von der PF wurde,unter Zugrundelegung des

Verzeichnisses von Ackerl® berechnet, weil dort die benotigten Prey’schen
Reduktionen ausgefiihrt sind. Dieses Verzeichnis bezieht sich auf das
Wiener Schweresystem. Im folgenden ist nur ein Auszug fiir 5 Stationen



'gegeben. Zur Probe sei angegeben, daf3 z. B. fir Station 3 mit & == 2,4

. a & V ) ‘
(—8_%) h = (—3086 + 2020) - 107 - 47400 = ¢; — gm = —50,5- 1073 ist.

982.790.1

@ A hmi gi gm (Prey)
1. Pol 90 0 0  983.237  983.237
2. N. Polarmeer 84 15 12 22 0  983.121  983.121
3. Ulm/N. Ulm 48 24 1000 474  980.816  980.8665
4. Aquator 0 0 0 978.065  978.065
5. Kamerun 402 9 42 18  978.060  978.062
6. Antarktis —7751 166 45 9  983.002  983.003
W, = 6 263 996 - 105 (Verf.; Potsdamer Schweresystem 1906)
+ 63

W; Wy Wi dWhp

10 108 105 10
1. Wo— 0 W, — 688,1903 W, — 684,5699  + 3,6204
2. Wo—0 W, — 688,1091 W, — 684,5699 -+ 3,5392
3. W, — 464,8944 W, — 686,5508 W, — 684,5699  + 1,9811
4, Wy — 0 W, — 684,5699 W, — 684,5699 0
5. W, — 17,6051 W, — 684,5690 W, — 684,5699 — 0,0009
6. W, — 8,8470 W, — 688,0270 W, — 684,5699  + 3,4571

9p n(em) gy (HNF)  g¢,(FL) gh — 9o

1. 983.021.2  — 368  983.022.3  983.237.0 — 0.214.7
2. 982.905.2  — 360 982.906.3  983.121.0 — 0.214.7
3. 980.746.3 — 203  980.746.9  980.962.3  — 0.215.4
4, 977.848.9 0 977.848.9  978.065.0  — 0.216.1
5. 977.849.4 0 977.849.4  980.065.5  — 0.216.1
6. 982.789.0 . — 352 983.004.8  — 0.214.7

Die kontinentale und regionale Forménderung der Niveaufliche in 700
Meter Héhe gegeniiber dem Geoid kann also ausgedriickt werden durch:

8) n™ = — (0,005 26 Hmsin?2 ¢ + ...
Und der normale Unterschied der Schwerkraft durch:
9 gn — Go = — 0,216 1 4+ 0,001 4 sin%2¢ + ...

Hierzu ist zu bemerken, dal der Koeffizient 0,0014 sich zusammensetzt
aus 0,0011 von n und 0,0003 aus der normalen Variation von dg/dz mit
der B_reite. -
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Die Potentialdifferenz der beiden Niveauflichen betrigt in dem um
— 13 mgal gednderten Potsdamer Schweresystem — 6,845 494 - 107,

Kontrolle

Der Verlauf von Potential, Schwere und Radiusvektor auf dem N.
Sphiroid gleichen Potentialwerts wurde ferner im Auflenraum von a = q,
bis a = 2a, und im Innenraum von a = q, bis a = 0 nach Potenzen von
H/a, entwickelt; die ersten Glieder auflen sind (¢ = geoz. Breite):

Abstand N. Sphéaroid 700 minus Parallelfliche 700 zu N. Sphéaroid Null:

cm

10) A e {0,005 262 sin? ¢ + 0,0000025 sin? 2¢ } H™
Normalschwere auf dem N. Sphéroid 700 (Potsdam 1906):
11) 5, = 977,83288 (1 + 0,005291 sin2 ¢ + 0,0000177 sin? 2¢)

977.8329 Ae.
983.0055 P.

Ausgangswerte: _
ovfda = — 978,0490 dv/fob = — 983,2213
o*v/oa* = + 3087,8- 10~  0*/0b* = -+ 3083,2- 10~°
Pv/da® = — 1,453 - 10714 Pv/ob® = — 1,446 - 10714
dg/oa = — 3087,8-10° o9Jg/ob = — 3083,2- 10
o%g/oa* = + 1,453 - 10714 o%g/ob* = + 1,446 - 1071
dtg/oa® = — 9,1- 10 odg/ob® = — 9,1 - 1072

Die Niveaufliche 700 macht alle kontinentalen und regionalen Be-
wegungen des Geoids innerhalb einer jemals mdglichen Bestimmungs-
genauigkeit mit, und nur die lokalen Bewegungen werden an manchen

Fig. 2. Die Wellen in der Néhe des Geoids
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Stellen in 700 Meter Hohe eine sich auf cm oder dm belaufende positive
oder negative Verinderung aufweisen. Diese sind jedoch fiir die hier ins
Auge gefaliten Anwendungen nicht von Belang, weil von anderer Periode
und im Vorzeichen wechselnd. (Gegenstand der orthometrischen Kor-
rektion.) In Fig. 2 bedeuten 1. W. die lokale Welle, k. W. die kontinentale
Welle, AW die Abschwiichung der 1. W. 700 gegen die 1. W. Null.

3. Vergleich der Freiluftreduktion nach unten und oben

Fir eine homogene, weit ausgedehnte Platte ist der Anteil des Ver-
tikalgradienten = 0. Fiir alle Inhomogenititen, die Topographie und die
unter dem Meeresspiegel liegenden Massenstérungen sind Abweichungen
vom normalen Vertikalgradienten vorhanden. Man miiflite sie bei den
Reduktionen beriicksichtigen, doch sind sie in den meisten Fillen weder
durch Messung noch durch Rechnung erfaB3bar. Dadurch entstehen Feh-
ler in der Reduktion. Es zeigt sich nun, daf} bei allen Landstationen diese
Fehler kleiner werden, wenn man nach oben statt nach unten reduziert.

Ein solcher Fall ist in Fig. 3 herausgegrifien,

Wenn man bei der FL-Reduktion die Masse soweit versenkt, daB der
Beobachtungspunkt in den Meereshorizont kommt, dann muf3 man auch
die zu der Topographie gehorige Kurve des Verlaufs dg/0h mit versenken.

Die zu den unter dem Meeresspiegel liegenden Massenstorungen ge-
horige Kurve dg/oh bleibt an ihrem Platz. Dadurch gelangt man fiir
beide Teile in einen ungiinstigeren Bereich der Kurven. Wenn man jedoch
nach oben reduziert, d. h. die HNF-Reduktion anwendet, bleiben beide
Kurven stehen und man gelangt in einen giinstigeren Bereich der Kurven.
Die HNF-Reduktion muf3 also im allgemeinen fiir Landstationen sich
giinstiger auswirken als die FL-Reduktion.

”IVF 700 . > @/3»

Fg. 3. Kurven des Vertikalgradienten bei #L- und HNF-Reduktion
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Dies ist allerdings fiir die Meeresstationen nicht der Fall, weil dort
die FL-Reduktion sowieso = 0 ist. Mit Riicksicht auf die heute noch
weit geringere Anzahl der Meeresmessungen und ihre bei weitem nicht
an die der Landmessungen heranreichende Mel3genauigkeit kommen diese
sehr geringen Reduktionsfehler nicht zur Geltung, sie werden auch nicht
immer das gleiche Vorzeichen haben. In den Fig.3 und 4 sind die
schraffierten Flichen die unvermeidlichen Fehler der beiden Reduktions-
arten.

HNF 700
V774
FL<0
..... Al
Meer B :
‘ d
(5 /m

Fig. 4. Storung am Meeresgrund

B. Vergleich mit den isostatischen Reduktionsmethoden

Diese verlangen bekanntlich betrachtliche Massenverschiebungen,
sie liefern jedoch ebenfalls Randwerte. Die Massenverschiebungen werden
nach dem allgemeinen Gesetz der Isostasie ausgefiihrt, und dies verlangt
eine schematische Behandlung. Dadurch entstehen mehrere betrichtliche
Fehlerquellen: ‘

1. Den Hauptanteil an diesen bewirkt die Schematisierung an sich,
denn in der Natur kommt nur eine individuelle, jedoch keine schemati-
sche Massenlagerung vor. Zudem sind schon viele Gebiete bekannt, in
denen nicht einmal eine Spur von Isostasie vorhanden ist, sie werden je-
doch trotzdem in gleicher Weise behandelt.

2. Die Massenverschiebungen bewirken systematische Potential-
dnderungen, die rechnerisch nicht geniigend verfolgt werden kénnen.

2a. Geringe systematische Schwereinderungen durch Ubertragung
von g auf die Niveaufliche als Folge von 2. und unglinstiger Bereich des
Vertikalgradienten wie vordem.
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Der Beweis zu 1. kann nur empirisch erbracht werden und folgt aus
Verglelchen von schon abgeleiteten Schwereformeln aus wesentlich dem
gleichen Beobachtungsmaterial Freiluft und isostatisch. Dies zeigt sich
deutlich an der sin?p und cos2A-Welle. Man kommt zu dem Schluf3, da3
die isostatische Behandlung eine Welle von 100 m Amplitude vorzu-
tauschen in der Lage ist, denn nur die mit FL abgeleiteten Wellen kénnen
theoretisch richtig sein.

Den Beweis zu 2. fithren wir mit den Kondensationsformeln von
Helmert, Hohere Geodasie 11, S. 151 und 152.

- 'Wir entnehmen fiir das Potential einer sphirischen Scheibe in Héhe
H oder Tiefe T zwecks Behandlung der Isostasie nach Pratt und be-
rechnen den maximal méglichen Einflu3 (Helmert’scher Maximalkorper).

\/rzH + r'?—2rgr'cosyy —(rg—r’)

12) vy = 2m Kz@I‘ZHdI‘ p
rgr

\/rZT + r'*—2ryr’ cos Yy — (r' —r7)

13 = 2 k2@ r2ypd
) vt m k2@ ripdr P—

r'r r'rg — 2rpr E
14) vg— vy = 2wkt @dr Tt :’ 7 __ rf (re—TT) .

Die Werte der Quadratwurzeln in 12) und 13) sind nahezu gleich,
wenn die Platte bis an die Begrenzung des Maximalkorpers genommen
wird; dieser Wert ist gleich der Entfernung E,.

Wir setzen:
T,
13) rg=r +H; rr=r—7T; T =— (Hq— H)
H,
‘ 2TH E
16) vH—uT=2wx2@drlT~—H—|—~-—r,vm rr (T—}—H)]
FirH =0ist T = T
- E
17) vig —ur =27 k2@ dr T, (1—— I"0>'

Fir H = Hyist T = 0:

| ’ E
18) g — vp = — 27 K* @ dr Hg (1 e rf‘-).



Dazwischen liegt ein Plattenelement, fiir welches vy — vy = 0 ist:

2 TgH E
0 =2rx*@dr{T,— H, + Ifj — rf’ (Hy + Tg)
19)
T,—H, = ¢ T
T To 4+ Hy

Ausgleichs -
Flache

7%
oy

Fig. 5. Potentialinderung bei Isostasie nach Pratt

In der Formel 16) ist H und damit T variabel. Fiir vorliegende Abschéit-
zung genligt eine numerische Integration mit Hilfe des Mittelwerts von
H und T; man erhilt:

H=Ha

| 1
20) f(UT—“UH)z"“’ﬂ'Kz@HaTo(l“—g)-

H=0

Mit «? = 66,7 10, H, = 3- 105, T, = 120- 10%, @ = 2,8 ergibt dies
eine Potential-Anderung in P’ infolge isostatischer Massenverschiebung
von — 18,5 - 10% und somit eine radiale Verschiebung der Niveaufliche
nach innen um 19 Meter. Dies ist aber nur fiir Zentralasien zu erwarten,
wihrend sonst kaum 10 Meter erreicht werden diirften — immerhin fir
die heutige Erdmessung zur Vernachlassigung schon zu viel.
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Schlupfolgerungen

Die Unterschiede zwischen der Freiluftreduktion nach unten (FL)
und der nach oben (HNF) sind zwar nicht betrachtlich, jedoch nicht
unmerklich. Im Gegensatz zu FL verlangt die HNF-Reduktion keine
Massenverschiebungen (die zu 5 9, geschétzten aus gréoBeren Hohen fallen
nicht ins Gewicht), und sie gelangt auf den Festlindern in die giinstigeren
Zweige der Kurven des Vertikalgradienten. Sie macht bei der Berechnung
auch nicht mehr Arbeit.

Andererseits wird die Erdmessung bei ungestorter Weiterentwick-
lung imstande sein, zahlreiche kontinentale und regionale Wellen mit
einer Genauigkeit zu ermitteln, die in der Amplitude nur wenige Meter
betrigt. Dazu ist allerdings notwendig, dal ein Minimum an Fehler-
quellen angestrebt wird, und dies wird die HN F-Reduktion am ehesten
leisten.

Die iiblichen isostatischen Reduktionen dagegen liefern wegen ihrer
bedeutenden systematischen Fehlerquellen fiir die Erdmessung keinen
glinstigen Aspekt.
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Die Basismessung Walperswil-Sugiez von 1834

W. Hdberlin, Ing. der Eidg. Landestopographie

In einer Artikelfolge dieser Zeitschrift vom Jahre 1939 beschreibt
Ing. W. Lang die ,,Grundlinien der schweizerischen Triangulationen®,
Darin ist die moderne Methode der Invardrahtmessung, wie auch die
nichst iltere, fiir die Grundlinien Aarberg, Weinfelden und Giubiasco
angewandte Methode Ibafiez, ausfithrlich behandelt. Nachdem im Zuge
der Sammlung historischer geoditischer Instrumente durch Herrn
Dr. H. Zolly im Herbst 1947 die Uberreste des BasismeB-Apparates von
Oeri aufgefunden wurden, erscheint es angezeigt, den angefangenen Kreis
zu schlieBen. Dies soll geschehen durch Beschreibung von Gerét und Ver-
fahren, die Johann Eschmann 1834 zur Messung der bedeutendsten
Grundlinie der Epoche Dufour anwandte.
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