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der gro3e Mann in der kleinen Stadt. Die Friichte seiner mathematischen
Tatigkeit blieben aber auch in dem kleinen Basel nicht aus. Johann
Bernoulli durfte es erleben, daBl der von ihm entdeckte und leidenschaft-
lich geforderte Schiiler und Mitbiirger Leonhard Euler zum groften Ma-
thematiker des 18. Jahrhunderts heranwuchs. Der Fiinfundsiebzigjahrige
driickte das Verhiltnis zu seinem Schiiler, anliBlich der Herausgabe
seiner gesammelten Werke, die er Euler als Geschenk iibersandte, wie
folgt aus: «Ich zeige in diesen Biichern die hohere Mathematik dar, wie
sie in der Kindheit war, Du stellst sie uns vor im Mannesalter. »

Zwei Erweitérungen
der Theorie der vermittelnden Ausgleichung

von C. F. Baeschlin

1. Einfiihrung fingierler Beobachtungen

Bei der Behandlung der vermittelnden Ausgleichung nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate wird im allgemeinen stillschweigend ange-
nommen, daf3 es moglich sei, die wahren Werte der Beobachtungsgriélen,
L;, als Funktion der wahren Werte der Unbekannten X, Y, Z,... U auf-
zustellen. '

(1) Li=f; (X, Y, Z,...U) i=1,2,...n

Bei der praktischen Behandlung des Problems kennen wir weder die
wahren Werte L; der BeobachtungsgroBen, noch der Unbekannten.
Durch Beobachtungen gewinnen wir die Beobachtungswerte l;. Setzen wir
die /; in die Beziehungen (1) ein, so werden sie nicht mehr erfiillt sein.
Bei der Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate verlangen
wir bekanntlich, daf} die Beziehungen (1) auch gelten, wenn wir L; durch
L + v, X, Y, Z,...U durch =z, y, z,...u ersetzen. Wir nennen die
x, J, Z,...u die ausgeglichenen Werte der Unbekannten, wahrend [; 4 v;
der ausgeglichene Wert der Beobachtungsgriofle genannt wird. v; heifit die
plausible Verbesserung des Beobachtungswertes /;. Das System (1) geht
dann iiber in '

(1a) L+vi=Ffi@yz...u) i=12...n n>u.

Dieses System (1a) von n Gleichungen fiir (n + u) Unbekannte (da
ja auch die Verbesserungen v unbekannt sind) ist u-fach unbestimmt.
In der Meth. d. kl. Qu. machen wir das Problem bestimmt, indem wir die

Minimumsbedingung
i=n
(2) [g; v; vi] = Minimum
=1
beifiigen.
Bei manchen Anwendungen der Ausgleichungsrechnung nach der
Meth. d. kl. Qu. sind uns aber nicht die Funktionen f; gegeben, welche die

Beobachtungsgrioflen darstellen, sondern jede BeobachtungsgroBe L;
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ist mit den Unbekannten X, Y, Z,...U zusammen je in eine Funktion
vereinigt. _

Indem wir uns fiir die Zukunft der Einfachheit halber auf 3 Unbe-
kannte X, Y, Z beschrianken, erhalten wir

3) Fi(X,Y,Z,L)=0 i=1,2,...n

Figur 7,

Diese Funktionen enthalten meist auch noch Parameter, die in jeder
Funktion andere Werte annehmen. Beschrinken wir uns auf 2 Para-
meter, die wir mit p;, g; bezeichnen, so haben wir in den wahren Werten

(4) Fi (X, Y, Z, Ly p;, q) = 0.
In den ausgeglichenen Werten wird dies
4a) Fi(x, y, z, l; + vy, pi, q,) = 0 i=1,2,...0

Diese Art der Formulierung tritt fast regelmifig in der geographi-
schen Ortsbestimmung auf, wo die Formeln der sphirischen Trigono-
metrie verwendet werden.

Ein Beispiel dieser Art liegt vor, wenn wir die Durchgangszeit U;
von n Sternen durch denselben Almukantarat von der wahren Zenit-
distanz z beobachten. Nach dem Cosinussatz der sphirischen Trigono-
metrie erhalten wir

+ cos z = cos @ cos p; + sin @ sin p; cos (U; + u—ay).
Dabei bedeuten

z = wahre Zenitdistanz des gewihlten Almukantarates.
O = Zenitdistanz des Poles = 90°—¢, wo ¢ die geographische Breite des
Beobachtungsortes ist.
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pi = Poldistanz des beobachteten Sternes S; = 90°—3;, wo §; die Dekli-
nation des Sterns bezeichnet.

a; = Rektaszension des beobachteten Sterns S;.

U;= Durchgangszeit des Sterns S; durch den Almukantarat z, beobachtet.
an einer Sternzeituhr.

u = Uhrkorrektion der Uhrablesungen U;, um sie in Orts-Sternzeit zu
verwandeln.,

Man kann fiir jeden beobachteten Stern eine solche Beziehung auf-
stellen. Bringen wir sie auf die Form (4a), so lautet sie:

(5) Fij= —cosz+cos®cosp;+sin®sinp;cos (U+v;+u-—a;j) =0

z, @, u sind die 3 Unbekannten des Problems; U; ist der Beobach-
tungswert. p; und q; sind fiir jeden Stern gegebene Parameter. Wenn wir
auf die Form (1a) gelangen wollen, miissen wir (5) noch U; 4+ p; auflésen.
Es wird :

cos z — cos D cos p;
cos (U; +v; +u—q) = Pi

sin @ sin p;
und daraus

cos z — cos @ cos p;
(6) Ui + vi = aj — u + arc cos —— e ad g fis
sin @ sin p; ,

In diesem Beispiel ist die Auflésung der Funktionen F; nach der Be-
obachtungsgréfle U; leicht moéglich. Es gibt aber andere Fille, in denen
diese Auflésung nur sehr miihsam oder auch gar nicht gelingt. -

Wir kehren wieder zum allgemeinen Fall zuriick. Gestiitzt auf die
Beziehungen (4) kann man stets zu einer Losung gelangen, auch wenn
die Auflosung der Funktionen F; nach der Beobachtungsgréfle L; schwer
oder gar nicht mdglich ist. Wir fiihren in (4a) Nidherungswerte x,, J,, Zo
der Unbekannten ein, indem wir setzen:

T=1xy + £
(7) Y= Yo+ 7
z =2zy + {

Damit geht (4a) mit Hilfe einer Taylorschen Reihe iiber in

Fi (x: Y, z, li = Diy Pi, q[) - b'i (.170, Yos 29 Ii: Pis Qi)

+(8Fi‘ - oF; N oF; [ oF; o
o )o oy 0’7 Z A ol; ovl B

wobei Glieder 2. und héherer Ordnung vernachlissigt worden sind. Zur
Vereinfachung der Schreibweise fithren wir die Abkiirzungen ein:




oF: \ __ (oFi) _, . OF; \ .
o 0— is ay o— is oz o_ i

(8) oF; \
(au)o“A‘

Fi (2o, Yoy 2os lis Pis qi) = [i-

Damit erhalten wir

(9) fi +aé + bin + il + Ajo; = 0.
Daraus folgen die Fehlergleichungen
Gewicht
s b: e fi

Daraus erhalten wir unter Zuhilfenahme von (2) die Normalglei-
chungen

— = — = = = L

aa ‘ ab ac af |
avol R Ko kil ol Kl Eivol

ab] bb be Al
SRR ol R Lol KR Kol Rl ol Il
[ ac ] [ be ] [ cc ]| [ of T

ol K Kol K Kol Rl Eol Il

Hier sind die Gleichungen (4a) zum Stimmen gebracht worden, in-
dem man zum Beobachtungswert [; die Verbesserung v; zugefiigt hat.
Die Gewichte g; sind aus den mittleren Fehlern der BeobachtungsgréBen
gewonnen worden (g; umgekehrt proportional zum Quadrat des mittlern
Fehlers von ;).

Statt diesen Weg einzuschlagen, kann man die Beziehungen (4a)
auch zum Stimmen bringen, indem man nicht den Beobachtungswert [;,
sondern irgend ein anderes Argument der Funktion F; korrigiert. Wir
wollen z. B. den Parameter p; um A; korrigieren, so daB die Beziehungen
bestehen
(12) Fi (x, y, z, I, pi.“*“hia q;) = 0 i=1,2, ... n

(Fortsetzung folgt.)

Friihjahrsversammlung der Sektion Ziirich - Schaifthausen

Der Vorstand der Sektion Ziirich-Schaffhausen des SVVK. hat seine
Vereinsmitglieder und deren Angehorige zur ordentlichen Friihjahrsta-
gung auf den letzten Aprilsonntag nach Ziirich eingeladen. Da keine um-
fangreiche Geschiftsljste vorlag, bot sich Gelegenheit, die Geselligkeit zu
pflegen, wozu die Anwesenheit der verehrten Damen sicherlich férderlich
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