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L’ellipsoide d’erreur.

Par W. K. Bachmann, géometre officiel, licencié és sciences.

IIme Partie.

Théorie analytique de 1’ellipsoide d’erreur a n dimensions.

1. Etablissement de Uéquation de Uellipsoide.

Supposons que l’on ait mesuré n quantités distinctes et que ces
mesures soient entachées d’erreurs vraies g, &, . ..., en. Par hypothése,
ces erreurs suivent la loi de Gauss. Si toutes les mesures ont été effectuées
avec la méme précision, toutes les erreurs suivent la méme loi. S’il n’en
est pas ainsi, I’erreur moyenne imn; varie alors d’une observation 4 ’autre.

Nous avons par conséquent dans ce dernier cas

_ 1 &
1 2 m? .
dp; = —_.—— &€ de, pour la premiere observation
V2m my
1 &7°
1 2 m2 T
dp, = ~—~—==—_ ¢ de, pour la nme observation.
V2 = m, 3 o

X

Considérons un espace a n dimensions, dans lequel nous reportons
sur les axes de coordonnées les quantités ¢, &, ... ., &, 4 partir de ’ori-

gine. Nous obtenons ainsi une représentation géométrique de ces n ob-



— 202 —

servations. Envisageons maintenant ’ensemble de ces n mesures. Nous
pouvons déterminer dans cet espace les surfaces de probabilité constante.
Tous les points situés sur une telle surface ont méme probabilité, c’est-a-
dire que les systémes correspondants d’observations ont méme.proba-
bilité également. La probabilité en un point quelconque de cet espace est
donnée par la relation '

(e & )
i=n 1 5 (mlz + ma —l—mn2 '
dP:Hde: n i=n € dsl....dsn
i=1 (2 71-) 2 H m[, /
i=1

Par conséquent, les surfaces de probabilité constante sont

Z = constante

Nous définissons alors comme ellipsoide d’erreur moyenne la surface
particuliére

i=n
1 ‘ Z &t 1
(1) _ m2 =
P

Cette définition devient immédiatement plausible si 'on remarque que
cet ellipsoide découpe sur les axes de coordonnées les segments m,, m,,
ceeey M.

Simg =m, = .... = m,,ellipsoide devient une sphére 4 n dimensions.

Considérons maintenant les transformations linéaires

n
&6 =a'é +aé + ...+ aq §n
n
& = @' + até + ...+ a §n
S .
: n
gy = @5 + at& b e F Wy E,
dans lesquelles nous considérons les quantités &, &, .... &, comme
contravariantes. Les premiers membres de ces équations étant des in-

k
i
transformé de 'ellipsoide

variants, les quantités a; sont nécessairement covariantes. Cherchons le

I=n
N\ &f

i=n
— i R 2
W s 1  ou bien E P; & = m
i t .
i=1 i=1 :
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Dans le but de simplifier les écritures, nous utiliserons par la suite une
régle fréquemment appliquée dans le calcul tensoriel et qui consiste a
supprimer les signes de sommation partout ou ils ne sont pas indispen-
sables. Nous écrirons par exemple

; i=n
1 ] t
a, &, au lieu de ié’l a, ¢

i al g f 3l

ou al by x; x; au lieu de 4;.','.;‘..' al b, x; x

Le lecteur remarquera qu’il faut chaque fois procéder a4 la sommation
lorsque le méme indice figure en haut et en bas dans un méme terme. Si,
exceptionnellement, il ne doit étre procédé a cette sommation, je mettrai
P’indice en question entre parenthéses, par exemple

a‘(_i) §; est égal a af. ¢

au sens habituel, mais est généralement différent de X a £
: 1

Nous avons donc )
i
& = Q. gi

ik
Pr& & = Pp O @ fi ‘fk
et en effectuant la somme, nous obtenons

[pee]l = [p a ak] ¢; & et, par suite, 2 p, 81.2, = m?

devient |
; s seey I
2) [pd' ¢ & = m?

i =1,2
1,2, ..., n

k =

ce qui est I’équation cherchée de 1’ellipsoide d’erreur moyenne. C’est en
méme temps la relation fondamentale pour toute cette théorie. Etant
donné n observations et les formules de transformation S, nous pouvons
immédiatement écrire I’équation de l’ellipsoide d’erreur moyenne, qui est
donnée par (2). Il s’agit maintenant de montrer I'importance de cet.
ellipsoide dans le calcul des erreurs. En particulier, nous allons indiquer
un procédé permettant de décomposer cette loi de probabilité & n dimen-
sions en des lois plus simples 4 (n-1), (r-2), ...., 3, 2, 1 dimensions.

2. Calcul de Uerreur moyenne des inconnues.

11 est facile de montrer que Perreur moyenne de la variable x; (dont
¢; est V’erreur vraie) est donnée par la valeur maximum que peut prendre
la variable ¢; sur I’ellipsoide. Effectuons les calculs pour z,. En différen-
tiant la relation (2), nous trouvons
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f = 152 cxses'B
B = 12 (05 ay i
Pour trouver le maximum de £, nous devons annuler tous les coefficients

des différentielles d{;, excepté celui de d¢,. Nous obtenons ainsi les (n-1)
relations

[p d & d g = U

(3) [pata*] ¢ =0 pouri =1,2, ...., (n-1)

que nous devons joindre a I’équation (2) afin d’éliminer les variables
&, &, ..., &, 1. Cette élimination s’effectue trés rapidement au point

de vue formel si I’on procéde comme suit: nous multiplions la ime équation
(3) par & et nous les additionnons, ce qui nous donne

. I = 1 2y nsey H=l
4 i k ) _ 0 ’ ’ ’
) [pa a’l & & k=1,2, ...., n1, n
En soustrayant ’équation (4) de (2), il nous reste uniquement

(5) [p a™ "] £, & = m?

Nous éliminons alors les variables &, &, . ..., §,__4 entre les équations
que nous écrivons sous la forme

. k '
[paalg =0 i =1,2, ...., (n-1)
f(n) { [p a(ﬂ) ak] gk } = m? k= 1’ 2’ eee ey (nnl), n
Pour effectuer la réduction de ce systéme, nous procédons exactement

comme pour un systéme d’équations normales, et nous voyons tout de
suite, que nous obtenons aprés (n-1) réductions successives

[a™ a® - (n-1)] £y = m®
ou bien ' - :
£ - ______._“;‘TE_____ -
Nmax [a(n) am . (n-1)]
Ainsi, fnmax représente bien I’erreur moyenne a craindre sur I’inconnue

X,, cqfd. Sinous désirons connaitre ’erreur moyenne d’une autre variable,

nous pouvons par exemple changer I'ordre des variables dans les équa-
tions aux erreurs, ce qui est un procédé bien connu.

3. Invariance de Uellipsoide d’erreur par rapport aux substitutions linéaires.

Considérons r équations aux erreurs a4 n inconnues et de poids égaux
a 'unité '

' i . .
v, = a.x; + 1, i =1,2, ...., n r>n.
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Si €; désigne P’erreur vraie sur la variable x; (i =1,2,...., n)ellipsoide
d’erreur moyenne a pour équation

= [d'd"] ¢ g = m

Soit maintenant la transformation linéaire -

o r_
Ly = €; 4,

Supposons que I'on introduise ces nouvelles variables Ek a la place des x;
dans les équations aux erreurs; ces derniéres deviennent

. stk
v = a e x + 1
Posons donc af = o --ef; on a d’une facon générale
a = d e
-s __ ks
a = a .,

Les équations aux erreurs transformées sont
v =a T, 4l
et I’ellipsoide d’erreur y relative devient
[Er as] f_r —f_s = m2
En tenant compte des relations précédentes, nous trouvons
[af et a* es] & & = m?

ou bien
(6) E=[dd]ee ¢ = m
Effectuons maintenant le changement de variables directement dangs
I’équation de E; celle-ci devient
[a' a] ef e} £, & = m?
Mais cette derniére équation coincide avec (6) d’ou il résulte I’invariance

de P’ellipsoide d’erreur par rapport aux transformations linéaires. Dans
le cas de deux inconnues, cette propriété est du reste évidente,

4. Réduction de Uellipsoide d’erreur.
a) Cas de lrois inconnues.

Les régles qui précédent nous permettent de former-automatique-
ment 1’équation de ’ellipsoide d’erreur aussitot les équations normales
et I’erreur moyenne m connues. Considérons le cas de trois inconnues et
soient les trois équations normales
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[ [paa] x + [pab] y + [pac]z + [pal] = 0
(7) v [pabl x + [pbbly + [pbe]z + [pbl] = O

l [pac)x + [pbely + [peclz + [pel] = 0O
Pour former I’équation de 1’ellipsoide d’erreur, nous négligeons dans ces
équations les termes constants. Nous multiplions ensuite ces équations
respectivement par x, y, z, et nous les additionnons. L’ellipsoide d’erreur

s’obtient alors en égalant cette somme 4 m? aprés avoir remplacé x, y et z
par ¢, n, { respectivement; ceci nous donne

[paa] & + [pbb] »* + [pec] £
(8) + 2 [pabl én + 2 [pac] §L + 2 [pbe)n{ = m?

Reprenons maintenant le systéeme (7) et réduisons-le une fois; nous trou-
vons

(9) { [pbb.1]y + [pbe.1] z + [pbl.1] = 0

[pbe.1l y + [pec.1]z + [pel.1] = O

Nous pouvons écrire d’une maniére tout a fait formelle I’équation de
I’ellipsoide d’erreur relatif aux équations (9):

(10) [pbb.1] 7* + 2 [pbe.1] 9 ¢ + [pec.1] & — m

En cherchant la valeur maximum de {, nous obtenons
m2

4 Comax = pec 2]

Ainsi .. représente encore l’erreur a craindre sur la variable z. En
remarquant en outre que la courbe (10) est indépendante du systéme des
coordonnées (ce qui résulte de I'invariance démontrée plus haut), nous
constatons que c’est encore un ellipsoide d’erreur relatif au systéme (7);
nous ’appellerons I’ellipsoide réduit du systéme (7), et nous le de’signerons
par E,. En comparant les relations (8) et (10), nous trouvons facilement
la régle permettant de passer d’un ellipsoide & sa premiére réduction.
Nous pouvons de méme procéder a la réduction de 1’ellipsoide  E,, ce

qui nous donne
[pcc . 2) & = m?

-b) Cas de n inconnues.
Soit Pellipsoide d’erreur & n dimensions

i =12, ....,n

i ky ¢ — m?
[ a®] & & = m* k=1,2, ....,n

Déterminons les réductions successives de celui-ci. Réduisons premiére-
ment par rapport a la variable &, et désignons la réduction ainsi obtenue
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par E;. Ce dernier ellipsoide ne sera plus qu’a (n—1) dimensions et son
équation s’obtiendra en éliminant £, entre les relations

[a* a¥] & = ©
[ai ak] ff fk = m?

- Pour effectuer cette élimination, nous multiplions la premiére équation
par &,, et en la soustrayant de la seconde, nous trouvons

[ai ak] fi fk g [a(l) akl §(1) fk = m?
Nous éliminons alors £, entre les deux équations
[P a] & = 0
[a* "] i 6 — [a® a¥] £y §x = M
Explicitons ces relations; la premiére s’écrit

(13) @ @] & + [@a]é + .... +[a2a"]§, =0

(12)

Dans la seconde, nous faisons premiérement varier la lettre i et elle
devient ainsi

Ll al& + [@ @& + ... + [@ d§,)
+é&{le® @l + (@ @b+ ... + [ " &)
14)  + ...
+é{la" allé + [ @ g + .+ [dd ) = m

Nous constatons que le systeme (13) et (14) se réduit de la méme facon
qu’'un systéme d’équations normales. En tirant £, de la premiére équation
et en introduisant sa valeur dans la seconde, nous trouvons

& {[az a-1]1¢& + ... + [&® an'llgn}
+ & (@ @ 16+ e+ @ @ 1],

_{_fn{[anaz'l]fz“{“--o-‘l‘[anﬂn-l]fn}:mz
Cette derniére équation peut s’écrire ‘
E, = [d d* - 1] & ¢, = m?

ou i et k varient séparément de 2 a n,
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On obtient de méme pour la rme réduction

E E[aiak-r]fifk =%

r

ou I et k varient séparément de (r 4 1) & n.
Nous avons ainsi la possibilité d’indiquer (au point de vue formel)
immédiatement une réduction quelconque d’un ellipsoide donné.

(A suivre.)

Kreisschreiben
des

Bundesrates an die Kantonsregierungen iiber die Arbeits-
beschaffung im Bodenverbesserungswesen.

(Vom 20. August 1940.)

Getreue, liebe Eidgenossen,

Die gegenwirtige Lage zwingt uns, vorsorglich zur allfilligen
Beschiftigung von Arbeitslosen im ganzen lLande herum weitgehend
Arbeitsgelegenheiten bereit zu stellen. Die Bodenverbesserungen eignen
sich vor allem fiir die Arbeitsbeschaffung, weil bei diesen Unternehmen
auch eine sehr grole Zahl ungelernter Arbeitskrifte beschiftigt werden
kann. Gleichzeitig erreichen wir damit eine Vermehrung unserer Lebens-
mittelproduktion, der unter den heutigen Verhiltnissen erhéhte Bedeu-
tung zukommt. Bei der Aufstellung Ihrer Arbeitsbeschaffungsprogramme
ersuchen wir Sie daher, ganz besonderes Gewicht auf die Bodenver-
besserungsunternehmen zu legen.

Der beiliegenden 7usammenstellung des eidgendssischen Meliora-
tionsamtes kann entnommen werden, da3 zurzeit 812 baureife, geneh-
migte und subventionierte Unternehmen mit einem Gesamtkosten-
aufwand von rund 65 Millionen Franken sofort in Angriff genommen
bzw. durchgefiihrt werden koénnen. Uberdies wurden weitere 344 Projekte
angemeldet mit einem approximativen Kostenaufwand von ca. 52 Mil-
lionen Franken, von denen verschiedene bereits zur Subventionierung
eingereicht sind.

Vorerst mochten wir Sie ersuchen, dafiir besorgt zu sein, daf} die
bereits subventionierten Unternechmen mit tunlichster Beschleunigung
in Angriff genommen bzw. ausgefiihrt werden, sobald d1e hiefir erfor-
derlichen Arbeitskrifte vorhanden sind.

Fiir das laufende Jahr steht uns noch ein ordentlicher Kredit von
Fr. 1,300,000.— zur Verfiigung.

Aus dem Kredit fiir Wehrbereitschaft und Arbeitsbeschaffung ge—
mill Bundesbeschlufl vom 6. April 1939 verbleibt fiir Bodenverbesserun-
gen noch ein Betrag von Fr. 6,900,000.—

Im Interesse der Arbeitsheschaﬁung und Vermehrung unserer
Lebensmittelproduktion werden die Bodenverbesserungsunternehmen
wie bis anhin mit 25-30 9, unterstiitzt. Unter der Voraussetzung ent-
sprechender Leistungen durch die Kantone und Gemeinden sind wir
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